Google 


This  is  a  digital  copy  of  a  book  lhal  w;ls  preserved  for  general  ions  on  library  shelves  before  il  was  carefully  scanned  by  Google  as  pari  of  a  project 

to  make  the  world's  books  discoverable  online. 

Il  has  survived  long  enough  for  the  copyright  to  expire  and  the  book  to  enter  the  public  domain.  A  public  domain  book  is  one  thai  was  never  subject 

to  copy  right  or  whose  legal  copyright  term  has  expired.  Whether  a  book  is  in  the  public  domain  may  vary  country  to  country.  Public  domain  books 

are  our  gateways  to  the  past,  representing  a  wealth  of  history,  culture  and  knowledge  that's  often  dillicull  lo  discover. 

Marks,  notations  and  other  marginalia  present  in  the  original  volume  will  appear  in  this  file  -  a  reminder  of  this  book's  long  journey  from  the 

publisher  lo  a  library  and  linally  lo  you. 

Usage  guidelines 

Google  is  proud  lo  partner  with  libraries  lo  digili/e  public  domain  materials  and  make  them  widely  accessible.  Public  domain  books  belong  to  the 
public  and  we  are  merely  their  custodians.  Nevertheless,  this  work  is  expensive,  so  in  order  lo  keep  providing  this  resource,  we  have  taken  steps  to 
prevent  abuse  by  commercial  panics,  including  placing  Icchnical  restrictions  on  automated  querying. 
We  also  ask  that  you: 

+  Make  n  on -commercial  use  of  the  files  We  designed  Google  Book  Search  for  use  by  individuals,  and  we  request  thai  you  use  these  files  for 
personal,  non -commercial  purposes. 

+  Refrain  from  automated  querying  Do  not  send  automated  queries  of  any  sort  lo  Google's  system:  If  you  are  conducting  research  on  machine 
translation,  optical  character  recognition  or  other  areas  where  access  to  a  large  amount  of  text  is  helpful,  please  contact  us.  We  encourage  the 
use  of  public  domain  materials  for  these  purposes  and  may  be  able  to  help. 

+  Maintain  attribution  The  Google  "watermark"  you  see  on  each  lile  is  essential  for  informing  people  about  this  project  and  helping  them  find 
additional  materials  through  Google  Book  Search.  Please  do  not  remove  it. 

+  Keep  it  legal  Whatever  your  use.  remember  that  you  are  responsible  for  ensuring  that  what  you  are  doing  is  legal.  Do  not  assume  that  just 
because  we  believe  a  book  is  in  the  public  domain  for  users  in  the  United  States,  that  the  work  is  also  in  the  public  domain  for  users  in  other 

countries.  Whether  a  book  is  slill  in  copyright  varies  from  country  lo  country,  and  we  can'l  offer  guidance  on  whether  any  specific  use  of 
any  specific  book  is  allowed.  Please  do  not  assume  that  a  book's  appearance  in  Google  Book  Search  means  it  can  be  used  in  any  manner 
anywhere  in  the  world.  Copyright  infringement  liability  can  be  quite  severe. 

About  Google  Book  Search 

Google's  mission  is  to  organize  the  world's  information  and  to  make  it  universally  accessible  and  useful.  Google  Book  Search  helps  readers 
discover  the  world's  books  while  helping  authors  and  publishers  reach  new  audiences.  You  can  search  through  I  lie  lull  lexl  of  1 1  us  book  on  I  lie  web 
al|_-.:. :.-.-::  /  /  books  .  qooqle  .  com/| 


t 


</v.»nir 


l.  ia 


rfl-.s-t, 


*r* 


V 


TIDSSKRIFT 


FOR 


MATHENATIK. 


UDGIVET 


AF 


J.  P.  Gram  og  H.  G.  Zeuthen 


FEMTE  RiEKKE. 
Femto  Aargang. 


4ft  *\ 


KJ0BENHAVN. 

E.  JESPERSENS  FORLAG. 

HOFFENSBERG  &  TbAPS  EtABL.   —  Kj0BBNHAVW. 


1887. 


F0RSTE  HEFTE. 


; 


AttikUrr  <#  ntAr*  l£An%  bedes  indsendie  tfl  Dr.  J.  P.  Gram. 
l*f$fitmKpUi  \%  A,  3,  Sal,  KjrtteDham,  1L 


TIDSSKKIFT 


FOR 


MATHEMATIK 


UDGIVET 


AF 


J.  P.  Gram  og  H.  G.  Zeuthen. 


FEMTE  R.EKKE. 


FEMTE   AARQANQ. 


KJ0BENHAVN. 
E.  JESPERSENS  FORLAG. 

HOFFENSBERG  &  TRAP'S  ETABL.  -  KJ0BENHAVN. 

1887. 


TIDSSKRIFT 


FOR 


MATHBMATIK 


FEMTE  RJEKKE. 


FEMTE  AARGAN6. 


1887. 


-1 

I 

.1 


Indhold. 


Side 

L.  Ankjaer,  stud,  mag.:  (Se:  Loste  Opgaver  og  Opgaver  til  Losning). 

A.  S.  Bang,  exam,  polyt.: 

Nogle  Maximumsproblemer  i  den  ikke-euklidiske  Geometri     136 

Losning  af  nogle  Konstruktionsopgaver 153 

(Se    desuden:    Loste   Opgaver,    Opgaver   til  Losning   og 
Mindre  Meddelelser). 

Kr.  Birkeland,  stud,  philos,  Kristiania: 

En  Generalisation  af  Sylvesters  skjaeve  Pantograf  ...       17 

F.  Buchwald,  Oberstlojtnant,  Fredericia: 

Interpolation  og  Integration  ved  Raekker 79,  97 

S.  A.  Ghristensen,  cand.  mag.: 

Den  forste  Bestemmelse  af  en  krum  Linies  Laengde   .     .     121 
(Se  desuden:  Opgaver  til  Losning  og  Literaturanmeldelser). 

G.  Crone,  dr.  phil.,  Laerer  ved  Soofficerskolen: 

(Se:   Loste  Opgaver  og  Opgaver  til  Brug  ved  Undervis- 

ningen). 
J.  P.  Gram,  dr.  phil.: 

Om  Transformationer  af  den  binome  Ligning     ....      44 

(Se  desuden:  Mindre  Meddelelser,  Opgaver  m.  m.) 
H.  J.  Hansen,  fhv.  Overlserer  i  Ribe: 

Graffes  Oplosning  af  numeriske  Ligninger 169 

S.  Hertzsprung:  Direktor  for  Livsforsikringsanstalten: 

En  Kombinationsopgave 13 

V.  Hjort,  cand.  mag.:  Dodsanmeldelse.     H.  G.  F.  G.  Schjellerup      .     148 
J.  L.  W.  V.  Jensen:  Civilingenior: 

En  Funktionalligning  (Opgave  502) 90 

(Se  desuden:  Opgaver  til  Losning). 
G.  Juel,  dr.  phil.: 

Om  Samlingen   af  de  Linier,   hvoraf  en  given  Kugle  af- 

skjaerer  Korder,   som  ses   under  ret  Vinkel  fra  et  givet 

Punkt ' 141 

Om  Argands  Bevis  for  Algebraens  Fundamentalsaetning  .     161 
N.  Lund,  Lserer  i  Slagelse: 

(Se:  Loste  Opgaver). 
N.  Mad  sen,  cand.  polyt.: 

Om  Raekkeudviklinger  af  en  algebraisk  Lignings  Rodder     129 


Side 

A.  Meyer,  cand.  mag.: 

Billeddannelse  i  Kuglespejle  og  Linser 1 

0.  Olsson,  cand.  phil.,  Upsala: 

Harledning  af  additionsteoremen  fdr  nagra  elliptiska  inte- 

graler * 33 

Jul.  Petersen,  dr.  phil.,  Professor  ved  Universitetet : 

(Se:  Loste  Opgaver). 
Ejgil  Schmidt,  cand.  mag.,  Laerer  ved  Metropolitanskolen: 

Om  Planens  uendelig  fjerne  Punkter. 

(Se  desuden:  Opgaver  til  Brug  ved  Under visningen). 
Gamillo  Tychsen,  dr.  phil.,  Direktor  for  Livsforsikringsanstalten. 

(Se:  Loste  Opgaver). 
H.  Valentiner,  dr.  phil.,  Laerer  ved  Officersskolen: 

(Se:  Opgaver  til  Losning). 
H.  G.  Zeuthen,  dr.  phil.,  Professor  ved  Universitetet: 

Om  algebraiske  Kurvers  Bestemmelse  ved  Punkter     .    .      65 

Lrote  Opgaver. 

522,  534,  535,  540,  548,  544,  545  (Crone,  Petersen,  Ankjaer)    ...  24 

531,  543  (Lund,  Bang) 126 

550  (Ankjasr)    . 157 

311,  525  (Tychsen,  Bang) 187 

Opgaver  til  Lesning. 

550  (Valentiner) ; 96 

551-552  (Gram,  Ghristensen) 128 

553—556  (Bang,  Ankjaer,  Gram) 157 

557  (Jensen) 192 

Opgaver  til  Brug  ved  Undervisningen. 

60—88  (Schmidt,  Crone) , 29 

89—95 128 

Examen8opgaver. 

Polyteknisk  Examen,  Januar  1887 19 

Afgangsexamen  for  Studerende,  Januar  1887 51 

De  laerde  Skolers  Afgangsexamen,  Juni  1887 52 

Almindelig  Forberedelsesexamen,  Marts  1887 56 

4de  Klasses  Hovedexamen  og  Aim.  Forberedelsesexamen,  Juni  1887  .  59 

Adgangsexamen  ved  Polyteknisk  Laereanstalt,  Juni  1887 62 

Skolelaererexamen,  Maj  1887 94 

Literaturanmeldel8er. 

T.  C.  W.  J  e  s  s  e  n :  Vejledning  i  Arithmetik  for  Begyndere  (S.  A.  Chri- 

stensen) 158 

Mindre  Meddelelser  (Gram,  Bang) 32,  63. 


Oversigt  over  de  numererede  Opgaver  i  tidligere  Aargange, 

8om  ikke  ere  loste: 


2den  Raekke  lste  Aargang: 
Nr.  101 Side     16 

2den  Raekke  2den  Aargang: 

Nr.  127 Side    96 

-  145 —    144 

-  166 -    192 

2den  Raekke  3die  Aargang: 

Nr.  176 Side  178 

-  181 —    179 

-  200 —    183 

-  208 —    184 

2den  Raekke  4de  Aargang: 
Nr.  227 Side  191 

2den  Raekke  5te  Aargang: 

Nr.  230 Side  177 

-  244 - 


261 
263 
264 
271 
272 
274 
275 
277 
278 
279 
281 
283 
284 
285 
286 
287 


180 
183 
184 
184 
185 
185 
186 
186 
186 
187 
187 
187 
188 
188 
188 
188 
188 


2den  Raekke  6te  Aargang: 

Nr.  288 Side     94 

-    289 -      94 

3die  Raekke  lste  Aargang: 
Nr.  292 Side    29 


293 
297 
304 
308 
312 


—  30 

—  60 

—  93 

—  141 

—  192 


3die  Raekke  2den  Aargang: 
Nr.  313 Side    78 


314 
315 
319 
324 
330 


—  78 

—  78 

—  109 

—  141 

—  190 


3die  Raekke  3die  Aargang: 

Nr.  338 Side  94 

-  341 -  139 

-  342  (Rettet  S.  160).      —  139 

-  345 —  140 

-  346 —  140 

-  348 -  140 

-  351 —  141 

3die  Raekke  5te  Aargang: 

Nr.  368 Side  152 

3die  Raekke  6te  Aargang: 

Nr.  376 Side  128 


4de  tlaekke  lste  Aargang: 

Nr.  379 Side  57 

-  380 —   57 

-  383  .....  .  —  180 

-  384 —  180 

-  385 —  180 

4de  Raekke  2den  Aargang: 

Nr.  387 Side  61 

-  392 ^  127 

-  393 —  127 

4de  Raekke  3die  Aargang: 

Nr.  400 Side  79 

-  401 —   79 

-  403 —  108 

-  404 —  108 

-  405 —  109 

-  406 —  109 

-  407 —  109 

-  408 —  182 

-  409 —  183 

-  410 —  183 

-  413 —  184 

4de  Raekke  4de  Aargang: 

Nr.  414 Side  143 

-  415 —  144 

-  417 —  144 

-  418 —  144 

-  422 —  173 

-  428 —  192 

429 —  192 

4de  Raekke  5te  Aargang: 

Nr.  431 Side  27 

-  432  (Rettet  S.  96)  .  —   27 

-  433 —   59 

-  434  (Rettet  S.  96)  .  —   59 

-  435 —   59 

-  445 —   60 

-  447 -   60 

-  448 —  129 

-  449 —  130 


Nr.  450 Side  130 

-  451 —  130 

-  452 —  130 

-  453 —  130 

-  454 —  130 

-  455 —  131 

4de  Raekke  6te  Aargang: 

Nr.  460 Side  29 

-  461 —   29 

-  464 —   30 

-  481 —   73 

-  486 —  185 

-  491 —  185 

5te  Raekke  lste  Aargang: 

Nr.  499 Side  92 

-  500 —   92 

-  501 —   92 

-  503 —   92 

-  504 —   92 

-  505 —   92 

-  508 —  172 

-  509 —  172 

5te  Raekke  2den  Aargang: 

Nr.  519 Side  188 

5te  Raekke  3die  Aargang: 

Nr.  520 Side  64 

-  523 —  160 

-  524 —  160 

5te  Raekke  4de  Aargang: 

Nr.  527 Side  31 

-  529 —   31 

~   f)o»J  ......  '     «?o 

-  536 —   95 

-  541  (Rettet  S.  187).  —  144 

-  542 —  144 

-  546 .-187 

-  547  .  .  '  .  .  .  —187 

-  549 —  188 


TID88KRIFT 

FOB 

HATIIIJlATIk. 


BILLEDDANNELSE  I  KUGLESPEJLE  OG  LDJSER1). 

(Af  A.  Meyer). 


Den  efterifclgende  Fremstilling,  der  er  bestemt  til  Skolebrug, 
adskiller  sig  fra  de  mig  bekjendte  n&rmest  derved,  at  det  ved  at 
regne  Vinkler  og  Linier  med  Fortegn,  samt  ved  Benyttelse  af 
harmoniske  og  anharmoniske  Forhold  har  v»ret  muligt  at  frem- 
etilie  alle  Tilfralde  af  Lysets  Tilbagekastning  fra  en  Kugleflade 
tinder  et  og  ligeledes  alle  Tilfselde  af  Lysets  Brydning  i  en  Linse 
under  et. 

Billeddannel8e  i  Kuglespejle. 

1.  Et  Kuglespejl  er  et  Spejl,  der  har  Form  af  en  Euglekalot 
Spejlets  Axe  er  Linien  gjennem  Centrum  og  Kuglekalottens  Midt- 
punkt.  Spejlets  Aabning  er  Toppunktsvinklen  i  den  Kegle,  der 
har  Toppunkt  i  Kuglens  Centrum  og  hvis  Frembringer  glider  paa 
den  Cirkelperiferi,  som  begrsenser  Kuglekalotten.  Lad  S  v»re  et 
Straalepunkt  i  Axen  og  SA  en  indfaldende  Straale  (Fig.  1).  Da  den 
tilbagekastede  Straale  ligger  i  Indfaldsplanen,  maa  den  skjsere  Axen 
i  et  Punkt  B.  Vi  ville  nu  vise,  at,  hvis  Spejlets  Aabning  er  lille, 
alle  de  tilbagekastede  Straaler  med  Tilnaermelse  skjaere  Axen  i 
samme  Punkt  B.  Trsekkes  Tangenten  AT  i  Indfaldsplanen,  da 
ere  B  og  8  harmonisk  forbundne  med  0  og  T  (thi  AO  halverer 
Z.  SAB).  Alle  tilbagekastede  Straaler,  der  hidr0re  fra  indfel- 
dende  Straaler,  som  danne  samme  Vinkel  med  SA,  ville  skjsdre 
Axen.  n0jagtig  i  samme  Punkt  B,  thi   for  alle  disse  Straaler  vil 


l)  Hertil  en  Figurtavle. 

V.  Rekke.    5.  Aargaag. 


Punktet  T  blive  det  samme.  Betragtes  nu  en  Straalekegle  med 
mindre  Toppunktsvinkel,  vil  det  til  denne  svarende  Punkt  T  ligge 
naermere  ved  Spejlet,  det  tilsvarende  Billedpunkt  B  altsaa  naermere 
ved  Centrum.  Billedet  af  Punktet  B  vil  altsaa  blive  en  Linie  i 
Axen.  Hvis  Spejlets  Aabning  er  meget  lille,  kunne  alle  Punkteme 
T  betragtes  som  faldende  i  M.  I  dette  Tilfaelde  kan  man  altsaa 
sige,  at  alle  de  tilbagekastede  Straaler  med  Tilnaermelse  ville 
forenes  i  det  Punkt  af  Axen,  som  er  harmonisk  forbunden  med 
Straalepunktet  med  Hensyn  til  Centrum  og  Midtpunkt  Heraf 
folger,  at  man,  naar  Straalepunktets  Beliggenhed  er  opgiven,  let 
kan  angive  Billedpunktet  s  Beliggenhed  (og  konstruere  det). 

Yi  ville  forelpbig  gjennemf0re  Diskussionen  for  et  konkavt  Spejls 
Yedkommende.  Hvis  Straalepunktet  ligger  uendelig  fjernt  paa  AxenT 
ligger  Billedpunktet  midt  mellcm  0  og  M  (Brendpunktet).  Naar 
Straalepunktet  gaar  fra  det  uendelig  fjerne  til  0,  gaar  Billedet  fra 
Bwendpunktet  til  0;  naar  Straalepunktet  gaar  fra  0  til  Braend- 
punktet,  gaar  Billedpunktet  fra  0  til  det  uendelig  fjerne.  Naar 
Straalepunktet  gaar  fra  Brendpunktet  til  Spejlet,  gaar  Billedpunktet 
fra  det  uendelig  fjerne  (paa  den  modsatte  Side  af  Spejlet)  til 
Spejlet  (er  virtuelt).  Hvis  Straalepunktet  ligger  bagved  Spejlet 
(o:  hvis  Straalepunktet  er  virtuelt)  ligger  Billedpunktet  mellem 
Braendpunktet  og  Spejlet.  Vi  ville  nu  opstille  en  Formel  til  Be- 
regning  af  Billedets  Plads,  naar  Straalepunktet  er  givet  eller  om- 
vendt.  Vi  ville  da  som  positiv  Retning  paa  Axen  va3lge  Retningen 
mod  Lyset;  dernaest  ville  vi  ved  «,  /  og  r  betegne  Straalepunktets, 
Billedets  og  Centrets  Abscisse,  naar  Midtpunktet  er  Begyndelses- 
punkt    Man  har  da,  efter  en  bekjendt  Ssetning: 

1.14-1 

r        a    •    f 

eller  —  — h  -f> 

P         «        / 

r 
naar  p  —  -^-  (Braendvidden). 

Hvis  Straalepunktet  ikke  ligger  i  Axen,  vil  Billedpunktet  ligge 
paa  Linien  gjennem  Straalepunktet  og  Centnim  (Biaxen)  og  vaere 


det  Punkt  af  denne  Linie,  der  er  harmonisk  forbundet  med  Straale- 
punktet  med  Hensyn  til  Centrum  og  Skjaeringspunktet  mellem 
Biaxen  og  Spejlet 

2.  Konstruktion  af  Billedet 

Da  en  Linie  parallel  med  Axen  efter  Tilbagekastningen  gaar 
gjennem  Brsendpunktet,  konstrueres  Billedet  som Skjaeringspunkt 
mellem  Biaxen  og  den  Linie,  hvori  en  saadan  Straale  kastes 
tilbage. 

Denne  Konstruktion  kan  dog  ikke  benyttes,  naar  Straalepunktet 
falder  i  Axen.  I  dette  Tilfaelde  konstrueres  Billedet  som  Skjae- 
ring8punkt  mellem  Axen  og  en  vilkaarlig  tilbagekastet  Straale. 

3.  Straalepunkter  beliggende  i  en  Plan  vinkelret 
paa  Axen  have  deree  Billeder  i  en  Plan  vinkelret 
paa  Axen. 

For  at  bevise  denne  Saetning  ville  vi  bevise,  at  Straalepunktets  og 
Billedpunktets  Projektioner  paa  Hovedaxen  ere  harmonisk  forbundne 
med  Hensyn  til  Spejlets  Midtpunkt  og  Centrum.  Vi  taenke  os  her 
Billedet  konstrueret  som  Skjaeringspunkt  mellem  SO  og  den  Straale, 
hvori  SM  kastes  tilbage  (Fig.  2).  Man  ser  da  ved  ligedannede  Trekanter, 

at  man  har:    .     '  =-  -£—}:  «  tttt-i  hvilket  skulde  bevises.    Deraf 

J/Oj         OjO        Uol 

ifrlger,  at  naar  forskjellige  Straalepunkter  have  samme  Projektion 
paa  Axen  (o:  ligge  i  samme  Plan  vinkelret  paa  Axen),  maa  ogsaa 
deres  Billedpunkter  have  samme  Projektion  paa  Axen  (o:  ligge  i 
samme  Plan  vinkelret  paa  Axen).  Saalaenge  Ojenstanden  er  plan 
og  vinkelret  paa  Hovedaxen,  er  Billedet  altsaa  ogsaa  plant  og  vin- 
kelret paa  Hovedaxen.  Tillige  vil  Billede  og  Ojenstand  vaere  lige- 
dannede og  ligedan  beliggende  med  Spejlets  Centrum  som  Faelles- 
punkt,  hvoraf  atter  felger,  at  Billedet  er  opretstaaende  eller  om- 
vendt,  eftersom  Billede  og  Ojenstand  ligge  paa  samme  Side  af 
Centrum  eller  ikke.  Forst0rrelsen  er  Forholdet  mellem  Billedets 
og  Gjenstandens  linesere  Udstrsekninger  og  altsaa  lig  Forholdet 
mellem  deres  Afstande  fra  Spejlets  Centrum  eller,  hvad  der  ifelge 
det  foregaaende  bliver  det  samme,  mellem  deres  Afstande  fin 
Spejlets  Midtpunkt     Derved  afgjeres  altid  let,  om  Billedet  er  for- 


sterret  eller  formindsket.     Vil  man  have  en  Formel,  faar  man  med 
let  forstaaelige  Betegnelser: 

L 

_  /  _  _a 1_ 

""  a       J 1^        a^ ' 

pap 

Ex.  1.  Gjenstanden  antages  beliggende  mellem  Centrum  og 
Brandpunkt.  Billedet  ligger  udenfor  Centrum  og  er  altsaa  reelt. 
Det  ligger  lsengere  borte  fra  Spejlets  Midtpunkt  end  Gjenstanden 
og  er  altsaa  forst0rret.  Det  ligger  paa  modsat  Side  af  Centrum 
og  er  altsaa  omvendt. 

Ex.  2.  Gjenstanden  ligger  mellem  Bnendpunktet  og  Spejlet 
Billedet  ligger  bagved  Spejlet  og  er  altsaa  virtuelt;  det  ligger 
laengere  borte  fra  Centrum  end  Gjenstanden,  er  altsaa  forsterret 
Det  ligger  paa  samme  Side  af  Centrum  som  Gjenstanden,  er  altsaa 
opretstaaende. 

4.  Eonvexe  Euglespejle. 

Det  foregaaende  kan  umiddelbart  anvendes  paa  konvexe  Eugle- 
spejle. Billedet  af  en  Gjenstand  foran  Spejlet  ligger  altid  bagved 
Spejlet,  mellem  Spejlet  og  Brsendpunktet.  Det  er  altsaa  virtuelt, 
formindsket  og  opretstaaende. 

5.  Da  Billedet  kun  udsender  Lys  indenfor  en  Kegleflade  med 
Billedet  som  Toppunkt  og  med  Spejlets  Omkreds  som  Ledelinie, 
maa  man  holde  0jet  indenfor  denne  Kegleflade  for  at  se  Billedet. 

II.    Billeddannelse  i  Linser. 

1.    Lysets  Brydning  gjennem  en  enkelt  Eugleflade.     (Fig.  3). 

Lad  8  vaere  et  Straalepunkt,  hvis  Straaler  traffe  et  af  en 
Eugleflade  med  Centrum  i  0  begraanset  Legeme.  Vi  ville  da  vise, 
at  —  under  visse  Betingelser,  som  nsermere  skulle  angives  i  det 
f0lgende  —  de  brudte  Straaler  med  Tiln&rmelse  ville  forenes  i  6t 
Punkt  Straalen  SO  (Axestraalen)  gaar  ubrudt  igjennem.  En 
vilkaarlig  anden  Straale  SA  vil  efter  Brydningen  skjsere  Axen  i 
et  Punkt  B  (efter  den  ftfrste  Brydningslov).  Yi  tegne  dernrast 
Tangenten  AT  til  Kuglefladen  i  Indfaldsplanen.     De  positive  Bet- 


ranger- paa  Lnrieine  AOy   AT,   A8  og  AB  ville  vi  betegne  ved 
(0),  (T),  (S),  (B).     De  to  sidste  vaelges  i  den  Betning,  i  hvilken 

Lyset  forplanter  sig;  de  to  f0rste  vaelges  saaledes,  at  (TO)  —  -|-  -=-. 

Naar  Retningerne   paa  den   indfaldende  og  den  brudte  Straale  ere 

valgte  positive  med  Lyset,  haves  i  alle  Tilfselde: 

sin  (08) 

sin  (OB)  "  *'  w 

idet  n  betegner  Brydningsforholdet. 

Kalde   vi  endvidere  Dobbeltforholdet  mellem  Punkterne  0,  T, 

S  og  B:  (OTSB),  haves1) 

,nTqm      sin  (OS)    mi  (TS) . 
iuiojf)  —  ^  {0B)  ■  dn  (TB) , 

men  da 

(TS)  -  (TO)  +  (OS)  -  £  +  (OS), 

(TB)  -  (TO)  +  (OB)  -  +  y  +  (OB) 

gaar  denne  Ligning  over  til: 

(OTSB)  -  *  :  ™W>. 

cos  (OB) 

Forudseettes  nu,  at  Indfaldsvinklen  (OS)  og  altsaa  Brydnings- 

vinklen    (OB)    er    meget   lille,    kan    man  med  Tilnsermelse  saette 

cos  (OS)  og  cos(OB)-=  1.     Forudsaettes  endvidere,  at  Vinkel  AOT 

er  meget  lille,  vil  Punktet  T  falde  naer  ved  Punktet  M,  i  hvilket 

Axestraalen    skjaerer    Kuglefladen.      Under    disse    Forudsaetninger 

haves  altsaa: 

(OMSB)  «  n. 

Da  Punkterne   O,  M  og  S  ere  taste   og  Dobbeltforholdet  har  en 

konstant  Vaerdi,  maa  det  fjerde  Punkt  B  ogsaa  vaere  fast.     For  at 

opstille   en  Ligning  til  Beregning  af  Punktet  .B's  Plads,  indfores 

Betegnelserne: 

flaf  —  a,  MO  -=  r,  MB  —  /  2)    Man  har  da: 

W     MS  _  OM  +  MS     MS 

OB:  W&~~  n  eller  OM  +  MB  :  MB~ '  n  o: 

])  Betegnelsen  svarer  til  (OTBS)  i  JuL  Petersen  Anal.  Geom.  II.  —  Bed. 
*)  Den  positive  Betning  er  med  Lyset 


—  r  —  a    —  a 

u*  1     .     n        n—  1 

hvoraf :  —  +  j — ,  (1) 

eUer*  8M+  MB         M0~'  (2) 

a  er  if0lge  det  foregaaende  positiv,  hvis  Straalepunktet  ligger  paa 
den  Side  af  Kuglefladen,  hvorfra  Lyset  kommer  (er  reelt);  /  er 
positiv,  hvis  Billedpunktet  ligger  paa  den  Side  af  Kuglefladen,  til 
hvilken  Lyset  gaar  (er  reelt) ;  r  er  positiv,  hvis  Kuglefladen  vender 
sin  Konvexitet  mod  Lyset. 

2.     Lysets  Brydning  i  en  Linse.     (Fig.  4). 

En  Linse  er  et  gjennemsigtigt  Legenie,  der  er  begrsenset  af 
2  Kugleflader.  Paa  Figuren  er  tegnet  en  saBregen  Form  af  Linser 
(en  dobbeltkonvex);  men  den  efterffelgende  Udvikling  gjselder  for 
enhver  Form. 

Liniens  Hovedaxe  er  Linien  gjennem  de  2  Centre.  Yi  ville 
bestemme  Billedet  af  et  Straalepunkt,  S,  i  Hovedaxen.  De  fira 
dette  Straalepunkt  udgaaende  Straaler  ville,  hvis  det  forudsaattes, 
at  man  kun  betragter  saadanne  Straaler,  der  traaffe  Linien  i  Naer- 
heden  af  Punktet  M ,  under  smaa  Indfaldsvinkler,  efter  Brydningen 
i  den  f0rste  Kugleflade  konvergere  mod  et  Punkt  Bx  i  Hovedaxen, 
der  nu  kan  betragtes  som  Straalepunkt  i  Forhold  til  den  anden 
Kugleflade.  Efter  Brydningen  i  den  anden  Kugleflade  ville  Straa- 
lerne  atter  konvergere  mod  Billedet  af  Bx  i  den  anden  Kugleflade. 
Dette  Billedpunkt,  som  ligger  paa  Hovedaxen,  ville  vi  kalde  B. 
Vi  have  altsaa  vist,  at  Straalepunktet  S  paa  Hovedaxen  har  et 
Billede  i  Linsen,  B,  som  ogsaa  ligger  paa  Hovedaxen. 

For  at  bestemme  dettes  Plads  ville  vi  benytte  lalgende  Be- 
tegnelser  (den  positive  Retning  paa  Hovedaxen  er  med  Lyset,  til 
h0jre  paa  Figuren). 

8MX  =a    (positiv,  naar  Straalepunktet  ligger  foran  Linsen), 
M ,  M2  —  d    (Linsens  Tykkelse,  altid  positiv), 
MlBl  -ft 
M?B  —  /    (positiv,  naar  det  endelige  Billede,    B,  ligger  bagved 

Linsen). 


MX0X  —  r, ;  02 Aft  ««  r2.  Begge  disse  Eugleradier  blive  positive, 
naar  Kuglefladen  vender  Konvexiteten  udad.  Man  har  da  (efter 
Ligning  (2)  i  foregaaende  Afsnit): 

1  n      __  n  —  1 

eller:  1  +  "  -  JL=J.  (1) 

Denne  Ligning  folger  ogsaa  af  Ligning  (2)  i  foregaaende  Afsnit, 
naar  man  erindrer,  at  Brydningsforholdet  fra  Linsen  til  Luften  er 

— .     Med  de  valgte  Betegnelser  kan  den  skrives  saaledes: 

1  !_! 

1  .      n     n 

-fi+d  +  7"  ~  ~^TV 

(idet  BtMt  —  BlMl  -j-  M^^ fx  -f  d) 

eller:  -r^-r  +  4  =  *— *■  (2) 

Af  Ligning  (I)  haves: 

/.  1 


n       n —  1        1 


r,  a 


Af  Ligning  (2)  haves: 

d        /,  1 


w         w         n  —  1         1 

Heraf  elimineres  /,   ved  Addition : 

d  1 


-4-  - 


n        n  —  1         1     '    n  —  1         1^ 
~VX  o~  r*  / 

Hvi8  vi  for  Kortheds  Skyld  ssette  «=»  — ,  —  — ? 

»"i          Pi  r2          p2 

kan  denne  Ligning  skrives  saaledes:    • 

!_...?*•_ +Jb_.  (3) 

Denne  Ligning  tjener  til  at  beregne  /,  naar  a  er  given  eller  omvendt 
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See  bort  fra  Linsens  Tykkelse  (d  —  0),  kan  Llgning  (3)  shrives 
saaledes: 

a       f      Pi      Pi 


V> 


euer  ±  +  £  -  („-  1)(1  +  ±)  -  I, 

idet  —  benyttes  som  forkortet  Betegnelse  for  (n  —  1)  I 1 ). 

Straalepunktet  for  det  uendelig  Qeme  Billedpunkt  kaldes  det  f0rste 
Braendpunkt.  Dets  Afstand  fra  Linsen  findes  ved  at  saette  /=  oo 
i  (3').  Man  finder  da  a  —  p.  Billedpunktet  for  det  uendelig  fjerne 
Straalepunkt  kaldes  det  andet  Braendpunkt  Dets  Afstand  fra 
Linsen  findes  ved  at  saette  a=  oo  i  (3').  Man  finder  da  ogsaa : 
f  ==  p.  De  2  Braendpunkter  ligge  altsaa,  naar  man  ser  bort 
fra  Linsens  Tykkelse,  lige  langt  fra  Linsen  (hver  paa  sin 
Side,  da  a  og  /  begge  faa  samme  Fortegn  som  p).  Deres  Afstand 
fra  Linsen,  jp,  kaldes  Linsens  Braendvidde. 

En  Linse  med  positiv  Braendvidde  kaldes  en  Samlelinse.  Dens 
f0rste  Braendpunkt  ligger  foran,  dens  andet  Braendpunkt  bagved 
Linsen.  Dette  folger  deraf,  at  disse  Punkters  Afstande  fra  Linsen 
begge  blive  positive.  En  Linse  med  negativ  Braendvidde  kaldes 
en  Spredelinse.  Dens  f0rste  Braendpunkt  ligger  bagved  Linsen, 
dens  andet  Braendpunkt  foran  Linsen. 

En  Diskussion  af  Ligning  (3')  ferer  til  f0lgende  Eesultat 
(gjaeldende  for  begge  Arter  af  Linser). 

1)  Naar  Straalepunktet  ligger  udenfor  det  forste  Braendpunkt, 
ligger  Billedpunktet  udenfor  det  andet  Braendpunkt. 

2)  Naar  Straalepunktet  ligger  mellem  farste  Braendpunkt  og 
Linsen,  ligger  Billedpunktet  paa  samme  Side  af  Linsen,  men 
laengere  ude  end  Straalepunktet. 

3)  Naar  Straalepunktet  ligger  paa  samme  Side  af  Linsen 
som  andet  Braendpunkt,  ligger  Billedpunktet  paa  samme  Side  af 
Linsen  som  Straalepunktet,  men  naermere  ved  Linsen  end  baade 
Straalepunktet  og  andet  Braendpunkt. 


OM  PLANENS  UENDELIG  BMERNE  PUNKTER. 

(af  Ejgil  Schmidt). 


Da  jeg  i  nogle  Opgaver  til  Brug  ved  Undervisningen,  som  jeg 
har  indsendt  til  Tidsskriftet,  bar  kraevet  nogle  Anvendelser  af 
Centralprojektion,  ved  hvilke  det  i  det  mindste  vilde  vaere  heldigt, 
om  Eleven  havde  Kjendskab  til  Begrebet  »den  uendelig  fjerne  Linie«, 
skal  jeg  tillade  mig  her  at  meddele  den  Fremstilling  af  dette 
Begreb,  som  jeg  plejer  at  give  mine  Elever. 

Punkterne  i  en  Plan  tsenke  vi  os  ved  Centralprojektion  fra  et 
Punkt  0  projicerede  ned  i  en  anden  Plan,  der  ikke  er  parallel 
med  den  forste.  Denne  anden  Plan  kalde  vi  Projektionsplanen, 
den  fcfrste  simpelt  hen  Planen. 

Til  ethvert  Punkt  i  Planen  svarer  da  et  bestemt  Punkt  i 
Projektionsplanen  og  omvendt.  Gjennemlober  et  Punkt  P  i  Planen 
en  ret  Linie  a,  saa  vil  dets  Projektion  P,  gjenneml0be  en  anden 
Linie  a, ,  der  er  Skjseringslinie  mellem  Projektionsplanen  og 
Planen  Oa.  Lade  vi  Punktet  P  paa  Linjen  a  fjerne  sig  i  det 
uendelige,  saa  vil  den  projicerende  Linie  OP  nserme  sig  til  en 
bestemt  Gransestilling,  nemlig  Linjen  p  gjennem  0  parallel  med 
a,  og  P's  Projektion  maa  derfor  samtidig  nserme  sig  til  et  aldeles 
bestemt  Punkt  P,  der  er  Skjseringspunkt  mellem  p  og  a,.  Naar 
E^inktet  P  fjerner  sig  i  det  uendelige,  bserer  dets  Projektion  sig 
altsaa  ad  ganske  paa  samme  Maade,  som  om  P  naermede  sig  til  et 
bestemt  Punkt  paa  a;  thi  i  begge  Tilfselde  nsermer  Projektionen 
sig  til  et  bestemt  Punkt  paa  a,.  Vi  sige  derfor  om  et  Punkt, 
der  paa  en  ret  Linie  fjerner  sig  i  det  uendelige,  at  det  naermer 
sig  til  et  bestemt  uendelig  fjernt  Punkt  paa  Linien;  det 
Punkt  P,  somx  Punktets  Projektion  samtidig  nsermer  sig  til,  kalde 
vi  det  uendelig  fjerne  Punkts  Projektion.  Vi  maa  endvidere  sige, 
at  der  paa  en  ret  Linie  kun  ligger  et  uendelig  fjernt  Punkt;  thi 
hvad  enten  P  fjerner  sig  i  det  uendelige  i  den  ene  eller  den 
anden  Ketning  paa  Linien,   saa   naermer  P,    sig   til   det   samme 
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Punkt  P*.  Ved  denne  Sprogbrug  have  vi  opnaaet  den  Fordel,  at 
etlivert  Punkt  paa  a,  kan  siges  at  v®re  Piojektion  af  et  bestemt 
Punkt  paa  a;  uden  den  nye  Vedtaegt  vilde  der  have  vaeret  en 
Undtagelse  herfra,  nemlig  P. 

If0lge  det  foregaaende  har  nu  enhver  Linie  i  Planen  sit  be- 
stemte  uendelig  fjerne  Punkt,  der  atter  har  en  aldeles  bestemt 
Projektion,  nemlig  Skja&ringspunktet  mellem  Projektionsplanen  og 
den  med  Linien  parallele  Linie  gjennem  0.  Dersom  2  uendelig 
fjerne  Punkter  have  samme  Projektion,  sige  vi,  at  de  falde  sammen. 
Parallele  Linier  have  altsaa  det  samme  uendelig  fjerne  Punkt;  thi 
deres  uendelig  fjerne  Punkter  projiceres  alle  i  SkjaBringspunktet 
mellem  Projektionsplanen  og  den  med  dem  parallele  Linie  gjennem 
O.  Et  System  af  parallele  Linier  siges  derfor  ogsaa  at  danne  et 
Liniebundt;  Liniernes  Projektioner  danne  et  ssedvanligt  Laniebundt. 

Da  alle  Planens  uendelig  fjerne  Punkter  projiceres  i  den 
samme  rette  Linie,  nemlig  SkjaBringslinien  g  mellem  Projektions- 
planen og  en  Plan  gjennem  0  parallel  med  Planen,  saa  sige  vi, 
at  de  alle  ligge  i  en  ret  Linie,  der  kaldes  Planens  uendelig 
fjerne  Linie.  Linien  g  kaldes  denne  Linies  Projektion.  En 
Linies  uendelig  fjerne  Punkt  er  altsaa  dens  Skjreringspunkt  med 
den  uendelig  fjerne  Linie. 

En  Kurve  siges  at  gaa  gjennem  de  uendelig  fjerne  Punkter, 
der  projiceres  i  Skjaeringspunkterne  mellem  Linien  g  og  Kurvens 
Projektion.  Disse  uendelig  fjerne  Punkter  kaldes  Kurvens  Skj»- 
ringspunkter  med  den  uendelig  fjerne  Linie.  Gjennem  ethvert  af 
Kurvens  uendelig  fjeine  Punkter  gaar  der  naturligvis  et  Bundt  af 
parallele  Linier,  nemlig  det,  der  projiceres  i  Liniebundtet  med 
Toppunkt  i  det  uendelig  fjerne  Punkts  Projektion.  En  af  disse 
Linier  projiceres  i  Tangenten  til  Kurvens  Projektion;  den  kaldes 
Kurvens  Tangent  i  det  uendelig  fjerne  Punkt.  Enhver  af  Linierne 
i  Bundtet  skjgerer  Kurven  i  et  uendelig  fjernt  Punkt,  Tangenten  i  to  l). 


l)  Ifalge  det  ovetistaaende  svarer  der  til  ethvert  uendelig  flernt  Punkt  paa 
Kurven  et  System  af  Paralleler,  der  skj»re  Kurven  i  dette  uendelig 
fjerne  Punkt.  At  nu  Linierne  i  et  saadant  System  ogsaa  skjaere  Kurven 
uendelig  fjernt  i  den  Forstand,  at,  naar  en  ret  Linie  naermer  sig  til  en 
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Yi  ville  anvende  det  foregaaende  paa  Keglesnittene. 

Hyperblen  liar  2  uendelig  fjerne  Punkter.  da  den  har  2 
Systeroer  af  Paralleler,  der  skjaere  Kurven  i  et  uendelig  fjernt  Punkt. 

El  lips  en  har  ingen  uendelig  fjerne  Punkter. 

Parable n  kan  betragtes  som  Qraensefonn  for  Hyperblen.  Idet 
denne  gaar  over  i  Parablen,  falde  de  2  Parallelbundter,  der  skj&re 
Kurven  uendelig  fjernt,  sammen  i  et,  o:  de  2  uendelig  fjerne 
Punkter  falde  sammen.  Parablen  r0rer  altsaa  den  uendelig 
fjerne  Linie.  Dette  vil  sige,  at  Parablens  Projektion  r0rer 
Linien  g.  Da  Hyperblens  Asymptoter  skjaere  Kurven  i  2  uen- 
delig fjerne  Punkter,  ere  de  Tangenterne  i  disse  Punkter, 
o:  de  projiceres  som  Tangenterne  til  Kurvens  Projektion  i  de 
Punkter,  i  hvilke  denne  skjaeres  af  g.  Naar  Tangentens  Borings- 
punkt  fjerner  sig  i  det  uendelige,  maa  den  nserme  sig  til  en 
Asymptote;  thi  dens  Centralprojektion  maa  naerme  sig  til  en  Tan- 
gent til  Hyperblens  Projektion  i  et  af  dennes  SkjaBringspunkter 
med  g. 

Trakkes  en  Linie  gjennem  et  Keglesnits  Centrum,  saa  vil  det 
paa  denne  Linie  liggende  Punkt,  der  er  konjugeret  med  Centrum 
med  Hensyn  til  Keglesnittet,    vaare    dens    uendelig    fjerne  Punkt. 

Centrum  og  den  uendelig  fjerne  Linie  ere  altsaa 
Pol  og  Polar  med  Hensyn  til  Keglesnittet,  o:  deres 
Projektioner  ere  Pol  og  Polar  med  Hensyn  til  Keglesnittets 
Projektion. 

For  at  nu  det  saaledes  indf0rte  mathematiske  Sprog  skal  faa 
Betydning,  maa  den  uendelig  fjerne  Linie  vise  sig  at  spille  samme 
Eolle  som  enhver  anden  ret  Linie;  men  dette  ses  ogsaa  let  naar 
man  stadig  fastholder,  at  det,  at  2  Eurver  skjeere  hinanden  i  et 
Punkt  af  den  uendelig  fjerne  Linie,  vil  sige,  at  deres  Projektioner 


af  dem,  det  ene  Skjaenngspunkt  da  fjerner  sig  i  det  uendelige,  ses  etraks. 
At  omvendt  en  Linie  af  den  sidste  Beskaffenhed  ogsaa  ifolge  den  paa 
Centralprojektion  stettede  Definition  skjaerer  Kurven  uendelig  fjernt,  er 
iudlysende.  Vi  kunno  derfor  i  det  falgende  benytte  de  Saetninger  om 
Iinier,  der  skjaere  Keglesnit  uendelig  fjernt,  der  findes  i  enhver  analytiak 
Oeometri,  uagtct  vi  oprindelig  gaa  ud  fra  en  anden  Definition  af  uen- 
delig fjerne  SkjaBringspunkter. 


la 

skjsere  hinanden  paa  g,  at  def,  at  en  Kurve  rerer  denne  Linie,  vil 
sige,  at  dens  Projektion  r0rer  g  o.  8.  v. 

Lad  os  tage  et  Exempel.  Vi  have  i  det  foregaaende  set,  at 
Parablen  kan  defineres  som  et  Keglesnit,  der  r0rer  den  uendelig 
fjerne  Linie.  Nu  er  et  Keglesnit  bestemt  ved  5  Tangenter.  En 
Parabel  maa  altsaa  vaere  bestemt  ved  4  Tangenter.  Sagen  er  ogsaa 
tydelig  nok;  thi  Parablens  Projektion  rorer  Linien  g  og  er  derfor 
bestemt  ved  Projektionerne  af  de  4  opgivne  Tangenter,  Parablen 
maa  altsaa  ogsaa  selv  vsere  bestemt.  -  Eonstruktionen  af  en  Parabel, 
naar  4  Tangenter  ere  givne,  er  bekjendt  nok. 

Paa  samnie  Maade  indses  let,  at  en  Asymptote  ved  Bestem- 
melsen  af  en  Hyperbel  spiller  samme  Rolle  som  en  Tangent  og 
dens  R0ringspunkt,  at  en  Parabel,  hvis  Akseretning  er  given,  er 
et  Keglesnit,  ved  hvilket  man  kjender  en  Tangent  og  dens  R0- 
ring8punkt,  at  et  Keglesnit  med  givet  Centrum  er  det  samme  som 
et  Keglesnit,  ved  hvilket  man  har  opgivet  en  Pol  og  dens  Polar 
(der  igjen  er  lige  saa  godt  som  2  Punkter  eller  2  Tangenter)  o.  s.  v. 

Som  bekjendt  kunne  visse  Bgenskaber  ved  en  Figur  direkte 
overf0res  paa  dens  Centralprojektion.  Disse  Egenskaber  kaldes  projek- 
tive  Hertil  h0re  ikke  de  saakaldle  metriske  Egenskaber  Enhver 
metrisk  Egenskab  kan  imidlertid  udtrykkes  som  en  projektiv 
Egenskab,  ved  hvilken  den  uendelig  fjerne  Linie  spiller  en  sserlig 
Rolle,  og  i  denne  nye  Form  kan  den  overfiares  paa  enhver  Cen- 
tralprojektion af  den  oprindelige  Figur.  Derved  bliver  det  muligt 
ogsaa  af  Seetninger  om  en  Figur,  der  angaa  metriske  Egenskaber, 
at  udlede  mere  almindelige  Ssetninger,  der  indbefatte  dem,  men  i 
hvilke  den  uendelig  fjerne  Linie  er  erstattet  af  en  vilkaarlig  Linie. 

Vi  ville  som  Exempel  tage  den  Ssetning:  Diagonalerne  i  et 
Parallelogram  halvere  hinanden. 

Det  er  ikke  en  projektiv  Egenskab,  at  et  Punkt  ligger  midt 
mellem  2  andre,  og  i  den  angivne  Form  kan  Saetningen  derfor 
ikke  overfares  paa  Figurens  Centralprojektion. 

Saetningen  kan  imidlertid  udtrykkes  saaledes:  en  Diagonal  i  et 
Parallelogram  deles  harmonisk  af  den  anden  Diagonal  og  den 
uendelig  fjerne  Linie.     I  denne  Form  kan  den  overf0res  paa  enhver 
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Centralprojektion  af  Figuren.  Til  Parollelogramtaet  korumer  da  til 
at  svare  i  Projektionsplanen  en  Firkant,  hvis  modstaaende  Sider 
skjsere  hinanden  paa  g,  der  ved  passende  Valg  af  Projektions- 
centret  kan  bringes  til  at  falde  sammen  med  en  vilkaarlig  Linie; 
Diagonalerne  i  Parallelogrammet  projiceres  i  Firkantens  Diagonaler. 
Dersom  vi  ogsaa  kalde  g  Diagonal  i  Firkanten  *),  faa  vi  altsaa 
Sratningen:  en  Diagonal  i  en  Firkant  deles  harmonisk  af  de  2  andre 
Diagonaler. 


EN  KOMBINATIONSOPGAVE. 
(af  S.  Hebtzspbxtng). 


At  bestemme  Antallet  af  Maader,  hvorpaa  Tallene 
1,  2,  3,  4  ....  n  kunne  opstilles  i  Raakke  saaledes,  at 
Differensen  mellem  to  ved  Siden  af  hinanden  staaende 
Tal  overalt  skal  v»re  nnmerisk  forskjellig  fra  1. 

(Dette  vil  altsaa  sige,  at  f.  Ex.  Tallet  3  hverken  maa  staa  umid- 
delbart  tilli0jre  eller  tilvenstre  for  2  eller  4,  7  hverken  umiddelbart 
tilhjajre  eller  tilvenstre  for  6  eller  8  o.  s.  v.  —  For  n  *»  4  faas  saa- 
ledes  kun  to  mulige  Opstillinger,  nemlig  2413  og  den  omvendte  3142). 

Efter  Anmodning  af  Tidsskriftets  Bedaktion  skal  jeg  nedenfor 
meddele  en  Leaning  af  denne  Opgave.  Jeg  har  tidligere  (Aarg.  1879, 
S.  140)  ber0rt  Sporgsmaalet,  der  staar  i  en  vis  Forbindelse  med  en  Op- 
gave  fra  Skakspillet,  nemlig  at  bestemme  Antallet  af  Maader,  hvor- 
paa n  Dronninger  kunne  opstilles  paa  et  kvadratisk  Skakbraedt  med 
n*  Tavl  saaledes,  at  ingen  af  Dronningerne  angriber  nogen  af  de 
andre.  Sidstnaavnte  Opgave,  der,  saavidt  jeg  ved,  endnu  henstaar 
ulflst,  og  vistnok  ogsaa  er  meget  vanskelig,  er  i  algebraisk  Form: 
»At  bestemme  Antallet  af  Maader,  hvorpaa  Tallene  1,  2,  3  .  n 
kunne  opstilles  i  Raekke  saaledes,  at  Differensen  mellem  to  hvilke 
som  heist  af  Tallene  skal  v®re  numerisk  forskjellig  fra  Differensen 
mellem   Numrene    paa    deres    Pladser.«      Ovenstaaende  Opgave   er 


*)  Navnet  >Firaidet  Figur*  forekommer  os  her  heldigere.  —  Red. 
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altsaa  kun  et  meget  lille  Skridt  henimod  dette  Problem.  Dens 
Betydning  for  Skakbradtet  vilde  vaere,  at  man  80gte  Antallet  af 
Maader,  hvorpaa  ikke  n  Dronninger,  men  n  Brikker,  der  bevsege 
sig  paa  en  Gang  som  Taarn  og  Konge,  kunne  opstilles,  uden  at 
nogen  angriber  en  anden.  Yar  Sp0rgsmaalet  kun  om  n  Taarne, 
vilde  den  tilsvarende  Betingelse  for  Opstillingen  af  Tallene  1 ,  2,  3 . . .  n 
indskranke  sig  til,  at  intet  af  Tallene  maa  staa  paa  sin  oprindelige 
Plads,  hvilken  Opgave  er  l#st  bl.  A.  paa  det  citerede  Sted. 


Den  —  i  0vrigt  kun  lidet  elegante  —  Lesning,  jeg  har  til 
den  nu  foreliggende  Opgave,  er  f0lgende. 

Antallet  af  de  Opstillinger,  hvori  Tallene  1,*  2,  3  ...  k  opfylde 
Betingelsen,  at  to  en  Enhed  forskjellige  Tal  ikke  maa  staa  ved 
Siden  af  hinanden  (idet  dog  k  kan  staa  ved  Siden  af  k  +  1)* 
medens  de  0vrige  Tal  kunne  staa  paa  vilkaarlige  Pladser,  vaere  un  k~ 

De  af  Opstillingerne  un  %,  hvori  k  staar  ved  Siden  af  k  4-  ly 
vaBre  i  Antal  vn  k. 

Man  har  da  aabenbart 

wn, k+\  ^un,k  —  vn,  k  (X> 

Men  der  kan  findes  endnu  en  Relation  mellem  Funktionerne 
u  og  v.  Opstillingerne  vn  k  kunne  nemlig  fremkomme  saaledes: 
Man  tsenker  sig  Tallet  k  -f- 1  udtaget  af  de  w,  og  af  de  resterende 
n  —  1  Tal  Opstillingerne  un__i  k  og  vn  _j  £__!  dannede.  Man. 
vil  da  faa  alle  Opstillingerne  vn  ^  naar  man  anbringer  Tallet  k  -f-  1 
dels  i  Opstillingerne  w,,_i  k,  hvor  det  saettes  ved  Siden  af  k 
(o:  tilh0jre  eller  tilvenstre  for  A,  altsaa  paa  et  af  to  Steder)  og 
dels  i  Opstillingerne  vw__j  £_x>  ^vor  ^e*  S8Bttes  P8*  e*  bestemt 
Sited,  nemlig  mellem  k  —  1  og  k.    Altsaa  maa  man  have 

v^  k  -  2  uflr__h  k  +  v^h  k_v  (2> 

Indsaettes  heri  v~  k  og  vn__i  k__i  udtrykte  ved  u  if0lge  (l)r 
fiaas  efter  Forandring  af  k  til  k  —  1 

hvilken  Differensligning   kan   tjene   til   Bestemmelse   af  u-  k  og: 
derved  af  u-  w,  som  80ges, 
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Da  man,  som  det  let  ses,  har  un  i  «-*  -?»*=*  [w]  og  vn  i  «*  2  Pn__iT 
(idet  1  2  eiler  2  1  kan  betragtes  som  et  Element),  saa  at  man  af 
(1)  faar  w    %  «  Pn  —  2Pn__1,  giver  (3)  efterhaanden. 


Mn,7  — 
\9   — 


U 


*,10~ 


xn 

—  2 

—  4 

—  6 

—  8 

—  10 

—  12 

—  14 

—  16 

—  18 


+      2 
+     8 


*n— 2 
-     2\R 


n— 3 


+  18 

—  12 

+  2 

-Pn— 4 

* 

+  32 

—  38 

+  16 

—   2 

•**— 5 

+  50 

—  88 

+  66 

—   20 

+   2 

Pn— 6 

+  72 

—  170 

+  192 

-  102 

+  24 

-   2lPw_7 

+  98 

—  292 

+  450 

—  360 

+  146 

—  28 

+  2 

+  128 

—  462 

+  912 

—  1002 

+  608 

—  198 

+  32 

n— 8 
-2P 


n-9 


o.  s.  v.,  hvori  Koefficienterne  f0lge  Loven  (3),  idet  f.  Ex.   146  — 
24  +  102  +  20. 

Tallene  i  disse  Kolonner  danne  Differensrsekker  af  henholdsvis 
O'te,  Iste,  2den  ....  Orden,  og  betragtes  f.  Ex.  Koefficienterne 
for  Pw__5,  idet  man  begynder  med  0,  som  i  u„  5  er  Koefficient 
for  Pw_5,  blive  Differenserne 


0 

2 

2 

18 

16 

48 

20 

64 

64 

82 

112 

32 

102 

258 

176 

208 

96 

360 

642 

384 

1002 

hvoraf  man  ser,  at  0verste  Raekke  Differenser  2,  16,  48,  64,  32  er 
Leddene  i  Udriklingen  af  2  (1  +  2)4.  Tilsvarende  Lot  for  Diffe- 
rensdannelsen  viser  sig,  saa  langt  Regningen  er  udfert,  at  gjrelde 
for  de  andre  Kolonner,  og  dersom  i  Almindelighed  0rerste  Raekke 
Differenser  for  Koefficienterne  til  Pw__a,  begyndende  med  0,  er 
Leddene  i  2  (1  +  2)a~~1,  bliver  Koefficienten  for  Pn_a  i  U-  ^  efter 
den  saedvanlige  Summationsformel 
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-(-i)«(a(fc-«)  +  a'(fc~g)(*7tt~"1)  ^r1 

(k-a)(k-a-l)(k-a  —  2)    («  -  1)  (a  -  2] 
"**  1.2.3  1.2 


(fc-«)(/c-a-l)  (ft-a- 2)  (/<-«- 
"*"  1.2.3.4 


3) 


(«-l)(«-2)(a-3)  ,         \ 
1.2.3  +••••/• 

Heraf  vil  felge 

«n,  A  " -P»  -  2  (A  -  1)  P„_! 

+  (,(»-, +  i.ft=MzJ))pi^ 

_(2(,_3)  +  2»fc|Lfci).2 
V  1  .  2 

(k-S)(k-t)(k-6)\ 
T  1.2.3  /■£*-8 


W 


(5) 


+  (_l)*-l2pn+1_ifc, 

og  Forandring  heri  af  &  til  n  vil  give  det  S0gte  Resultat. 

Men  (5)  vil  nu  vise  sig  at  tilfredsstille  Differensligningen  (3), 
og  Udtrykket  for  uw  j.  er  altsaa  rigtigt. 

Man  ser  nemlig,  at  (4)  er  Koefflcienten  for  x*~~a  i  Udviklingen 
af  (—  l)a  2x  (x  4-  l)k"a  (1  +  2#)a"71.  Af  denne  og  tilsvarende 
Koefficienter  faas  de  4  Ligheder,  at  Koefflcienten  for  Pw__a  i  hen- 
holdsvis  unk,  un^k_v  iin-i^_i  °&  Mn—  l,A— 2  er  Koefflcienten 
for  #*— a  i  Udviklingerne  henholdsvis  af 

(-  l)a  2x(x  +  l)*-«  (1  +  2x)a"\  (6) 

(—  l)a  2x2  (x  +  i)*-l-«  (1  +  2x)a~l,  (7) 

(—  l)"-1  2x  (x  +  l)*-«  (1  +  2x)/x~2  (8) 

og  (—  l)"-1  2x*  (x  +  l)*-l-«  (1  +  2x)*-\  (9) 

Her  er  imidlertid  identisk 

(6)  -  (7)  -  (8)  -  (9), 

og  altsaa  maa  ogsaa  Koefficienterae  for  xk~~a  i  Udviklingerne  af 
disse  Udtryk  give  sainme  Identitet  eller  tilfredsstille  (3). 
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(5)  giver  som  Besultat  u~n 
for  n  —  1,  2,  3,  4,   5,    6,     7,       8     .  .  . 

at  yasie  1,  0,  0,  2,  14,  90,  646,  5242 .  .  . 


Det  forekommer  mig  vanskeligt  at  bringe  det  besvserlige  Udtryk 

(5)  paa  en  simplere  Form.     Dersom  Opgavens  Betingelse  indskron- 

kedes  til,   at  man  i  do  Opstillinger,   hvis  Antal  stfges,   ikke   maa 

have  noget  Tal  staaende  foran  det  nsermest  h0jere,  medens  det 

derimod  vel  kan  staa  bagefker,   vilde  Antallet  blive  det  hele  Tal, 

\n  jl.  x] 
som   ligger   n»rmest   ved  l      ■   --,   hvor  e  er  Ornndtallet  for  de 

we 

naturlige  Logarithmer.  Dette  nemme  Udtryk  fremkommer  imidlertid 
ved  Simplifikationer,  der  synes  ikke  at  have  noget  tilsvarende  i 
den  her  behandlede  Opgave. 

EN  GENERALISATION  AP  SYLVESTERS  SKJJ1VE 

PANTOGRAF. 

(af  Kb.  Bikkeland). 


T»nker  man  sig  paa  det  leddede  Parallelogram  ACEG'b  Sider 
konstrueret  Triangler  saaledes,  at:  (vi  vil  saette  saadanne  Bogstaver 
paa  de  fremkomne  Triangelspidser,  at  den  ydre  Omkreds  bliver 
ABCDEFGH)  L.  HAB  -  zl  BCD  -  L.  DEF  -  L.  FGH,  samt 
AH  :  AB  ■«  DC.CB  —  DE:  EF-~HG:GF,  vil  Trianglerne 
HAB,  DGB,  DEF  og  HGF  vsere  direkte  ligedannede1).  Heraf 
vil  f0lge,  at: 

L.  HBD  —  Z.  ABC:  Z_  BDF  —  JL  CDE  o.  s.  v., 
o:  Vinklerne  i  Firkanten  HBDF  ere  konstante.     Endvidere  vil: 
HB.BD  —  AB :  BC,  BD:DF~=  CD :  DE  o.  s.  v. 

Man  ser  heraf,  at  Firkanten  HBDF  er  af  konstant  Form,  og 
man  har  saaledes,  at  naar  et  Hj0rne  holdes  fast,  og  et  andet  be- 
vseger  sig  i  en  vis  Kurve,  vil  de  to  0vrige  Hj0rner  beskrive 
denned  ligedannede  Kurver  drejet  om  visse  Vinkler. 

l)  Da  Forf.  bar  udtrykt  sig  kortere,  ond  bans  Figure  meget  smukke  Egen- 
skaber  i'ortjene,  indskyde  vi  den  vejledonde  Bemrorkning,  at  A  HGF  af 
sig  selv  bliver  ligedannet  mod  de  andre.  —  Red. 
V.  Rttfcke.    6.  Aargang.  2 


Sylvesters  skjaeve  Pantograt  vil  fremkomme  af  denne,  am  man 
tsenker  sig  en  af  Siderne  i  Firkanten,  f.  Ex.  HB  avinde  ind  til 
Nul.  Skal  nu  Forkoldene  mellem  Firkantens  af  de  paa  Parallelo- 
grammet  konetnierede  Trianglers  Sider  vtero  de  opgivne,  mas  Siderne 
AB  og  AW  ligeledes  svinde  ind,  og  Siderne  BC  og  HO  altsaa 
gaa  over  til  respective  AC  og  AG.     Forholdene  modificeres  da  til : 

DC:E6  =  DE:EF-CE:  QF, 
og  man  har  Sylvesters  Pantograf. 

Er  Firkanten  HBDF  falden  sammen  til  en  ret  Linie,  vil 
Pantografen  gaa  over  til  en  Storkesnabel,  hvor  Punk  tame  B,  B, 
D  og  F  f alder  en  paa  hver  af  Parallelogrammets  Sider. 

Man  vil  se,  at  den  her  beskrevne  Pantograf  bekvemt  kan  erstatte 
Prof.  Zeuthen's  udvidede  Pantograf  i  hans  interessante  Anvendelse 
af  Stangsy sterner  til  Konstrnktion  af  projective  Figurer  (Tidsskrift 
1877).  Det  gjaldt  nemlig  at  akaffe  sig  enFirkant  af  opgiven  konstant 
Form.  Fordelen  ved  dette  Apparat  hliver  et  mindre  Antal  be- 
viegelige  Stsenger  og  Led.  Man  kan  ogaaa  ndvide  denne  Pantograf, 
enton  pan  en  lignende  Maade  som  den  af  Zeuthen  angivne,  oiler 
simplest  ved  at  kombinere  Here  saaledes,  at  to  og  to  af  de  kon- 
stante  Firkanters  Hjerner  blive  de  samme. 


19 


EXAMENSOPGAVER. 
Polytakniak  Examen.    Janvar  1887. 

For  Mekanikere  og  Ingeniorer. 
Mathematik. 

1.     Lagningen  -j~  +  (  1 •  )  V  *=*  ^   ^ar  det  partikulsere 

ax         \         x  / 

Integral 

,    cos  X 
y  —  siri  x  4-  - — . 

« 

Find  det  fuldstsendige  Integral  til  Ligningen 


!  +  (•-£)» 


djx 

2.  I  xy-Planen  ligger  en  Cirkel  med  Radius  a  og  Centrum 
i  Begyndelsespunktet.  En  ret  Linie  bevaeger  sig,  saa  at  den  stadig 
skjaerer  denne  Cirkel,  £-Axen  og  en  vilkaarlig  Kurve*  Find  den 
til  det  saaledes  bestemte  Fladesystem  horende  partielle  Differen- 
tialligning  (Earakterligning)  og  vis  derpaa,  hvorledes  denne  Ligning 
integreres. 

3.  En  Ellipse  med  Halvaxerne  a  og  3  a  ligger  i  en  vertikal 
Plan  med  den  store  Axe  vandret  En  tung,  ret  linie  med  Lrengden 
3  a  stotter  sig  med  sit  nederste  Endepunkt  til  den  konkave  Side 
af  Ellipsens  nederste  Halvdel,  med  sit  0verste  Endepunkt  til  den 
Bile  Axe  eller  dens  Fortongelse.  \  Liniens  Teethed  er  proportional 
med  Afstanden  fra  dens  tfverste  Endepunkt,  og  dens  V»gt  er  mg. 
Find  LigevaBgtsstillingen  og  Trykkene.  Der  forudsrettes  ikke  at 
vsere  nogen  Gnidningsmodstand. 

Naar  Linien  begynder  at  glide  ud  fra  den  lodrette  Stilling 
med  Vinkelhastigheden  £r,  hvorledes  varierer  da  Yinkelhastigheden 
med  Vinklen? 

Naar  Linien  svinger  om  en  vandret  Axe  gjennem  dens  gvenrt* 
Endepunkt,  hvorledes  bestemmes  da  den  reducerede  Pendullangde? 

(NB.    Af  de  to  sidste  Sporgsmaal  fordres  kun  det  eae  besvaret). 


so 


faas 


Opl.  1.     gtottes  y  —  g  (sin  x  -\ 1, 

d2^         dfe  /       XCQ8X 1\  xx 

2         dx\x sin x  A- cosx       x  f 


dx2         dx\xsinx  -f-  cos x       x  J      x sin x  +  cos x1 
der  er  lineaer  af  f0rste  Orden  med  Hensyn  til  -7-. 

Med  de  saedvanlige  Betegnelser  er 

J  Pdx  *=»2(l.(xsinx-{-cosx)  —  l .  a?), 

altsaa  e    *rax  =  ysinx  -\ 1 

og     -j- *=*  isin  x -\ 1     (  ^  (#*  »n  £  4"  2  c°*  &)  tbr  +  £/ 

__  —  xK  cos  x  4-  3a;a  (#  rin  a?  +  C08  x)  +  C'a?2 

(a:  sin  x  +  00s  rr)a  ' 


X +  C{ 


x  sin  x-\- cosx         i(xsinx-\-  cosx)2' 
Det  sidste  Integral  findes  red  delvis  Integration,  nemlig 

x  cosxdx. 

xw  \  cosx 


(x  sin  x  ~\- cos  x)2        J  (x  sin  x  -f-  cos  x)2 

—  x  ,  (    dx        sinx  —  xcosx 


^  J  COS* 


cos  x  (x  sin  x  +  cos  x)      1  cos2  x      x  sin  a?  +  cosx' 

x2  sinx  —  x  cos  x 

xsinx  +  cosx        x  x sinx -\- cosx 


altsaa        z  —     ^      i  -J-  ci  ^  ^  „,   ,   ^,  _  +  c2 


«   ,        /sinx              \   .        /  .        .  cos#\ 
og        y  —  a?1  +  c,  I — ^ cosx j  +  ca  I«no5-J I. 

2.     Lad  Frembringeren  skjaere  Cirklen  i  Punktet  (<*,  fi,  0), 
2-Axen  i  (0,  0,  y);  dens  Ligninger  ere  da 

£L      K-      z  —  7      Vaga  4*  y* 
a  ***  fi  **"  — ^  **        a       ' 

W  ,-«L_.  y «! . 

V*«  -fy1  a  —  Va;J  +  y* 

Den  anden  Ledelinie  giver  en  Forbindelse  mellem  fi  og  y.    FLade- 
syatemets  Ligning  kan  derfor  skrives 


*  -  (a  -  •*»  +  y*)/(f ), 
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hror  /  er  en  arbitraer  Fonktion.    Til  Elimination  af  denne  bar  man 

.?-- <«-^+^(f)-x4-/(f)-^=*. 


y 


Vx'  +  y* 
Heraf  findes 

.  Vaf* +  y* 

Vx2  +  y2  —  a 

der  er  den  S0gte  partdelle  Differentialligning. 
For  at  integrere  denne,  saette  vi 

—  —  *tL       —  ( a        \ 

*         y  ""  *    V         V*2  +  y2r 

Vi  faa  da  f0rst  y  —  ex  og  derpaa 

dx      dz      /„  <*•       \  <fe  das 


x        z       \        xyi  -|-e2/  *  a 


a:  — 


Vl  +  c* 
hvoraf 

alteaa  c  —  -*- ;  C  =-- /- -       -  •  /-^-Y 

«  '  a  —  V*»  +  y*     V  #  / 

der  giver  den  oprindelige  Ligning, 

3.     Tyngdepunktets  Afstand  fra  Stangens  gverste  Endepunkt 
bestemmos  ved 

a?aa; «  2a. 


\    a?2  da:  :  \ 

Jo  Jo 


Er  dets  Ordinat  y,  giver  de  virtuelle   Hastigheders   Priiicip  Lige- 
vsegtsbetingelsen 

dy  —  0. 
Er  nu  (0,  yx)  Stangens  overate,  (x,  y)  dens  nederste  Ende- 
punkt, har  man 

&i  —  y)2+x*=-  9a2     og    a2+9y2«9a2, 
alts&a,  da  y,  og  y  maa  have  forskjellige  Fortegn 

y, 2y, 
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dtr  atter  girer 

Tyngdepunktet  ligger  derfor  altid  i  x-Axen,  og  der  er  Ligevaegt 
i  enhver  Stilling.  Trykkene  bestemmes  let,  idet  Kraefterne  proji- 
ceres  paa  Axerne. 

Danner  Stangen  Vinklen  6  med  den  lille  Axe,  og  er  J  Tyngde- 
punktete  Abscisse,  bar  man 

J  =»  2a  «w  0;    H~  — ■  2a  raw  0  -57, 

saa  at  den  levende  Kraft,  hvis  Iiele  Massen  var  samlet  i  Tyngde- 
punktet, var 

Inertimomentet  om  en  vandret  Axe  gjennem  det  0verst6  Ende- 
punkt  er  mk*,  hvor 

**  .  ,      f3a    ,         9  a* 


«2  «l    x*dx  :  V    #a# 

Jo  Jo 


2 


For  en  denned    parallel  Axe    gjennem  Tyngdepunktet   er  Inerti- 


as 


momentet  da  -3- .  w,  og  den  levende  Kraft  for  Drejning  om  Tyngde- 

punktet 

a*         id6\l 

Den  samlede  levende  Kraft  er  saaledes 

a*        /d6\\ .    .    Q       ,  n, 
4     m  \li)    ^  +  8  ca*    *J| 

s 
% 

altsaa  for  Begyndelseastillingen 

-^a'mfc*. 
4 

Da  nu   intet  Arbejde   udf0rea   af  de  virkende  Krofter,   maa   den 
levende  Kraft  v»re  konstant,  altsaa 


1&y  (1+8cwa^)_  9Aa? 


der  angiver    den    wfgte   Forbindelse   mellem    Vinkel   og    Vink»4- 
hastighed. 
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Ophranges  Stangen  i  det  averste  Endepunkt,  bliver  den  redu- 
cerede  Pendiillgeugde 

9        2       Q  9 

z  4 

For  Kemikere. 

To  Puiikter  bevsege  sig  paa  en  Cirkelperiferi  i  sanime  Omtebs- 
retning,  det  ene  med  dobbelt  saa  stor  Hastiglied  som  det  andet. 
Find  det  geometriske  Sted  for  Midtpunktet  af  Punkternes  Forbin- 
delseslinie,  og  bestem  de  af  Kurven  begraensede  Arealer. 

Opl.  Er  Cirklens  Centrum  0,  Punkterne  A  og  5,  det  Punkfi 
hvor  de  falde  sammen,  X  og  M  Kordens  Midtpunkt,  kunne  vi  tage 
OX.  som  Axe  for  et  polaert  Koordinatsystem ;  er  OM  — »  r ;  OX  =*  a, 

Q 

Z-  XOM  —  0,  alteaa  Z_  AOM  —  --,  faas  strax  den  S0gte  Ligning 

o 

6 
r  —  a  cos  -5-, 

6 

der  i  retvinklede  Koordinater  bliver 

4(:z2  +  y2)*  —  3a2(x2+y2)=-a*x. 
Formen  viser,  at  begge  de  uendelig  fjerne  Cirkelpunkter  ere 
Dobbeltpimkter,    saa   at  der  h$jst  kan    vsere  et  Dobbeltpnnkt  til; 

s0ges  dette  paa  saedvanlig  Maade,  finder  man  Punktet  I — ,  0  1; 

at  dette  er  et  Dobbeltpunkt  ses  ogsaa  strax  af  den  pol&re  Ligning, 

(l 

idet  det  bestemraes  ved  6  —  n\  r  —  —  saavelsom  ved  6  -*  2/r; 

d 
r  — X-.     Knrvens   Form  findes  let  ved  Hja3lp  af  den  polaere 

Ldgning. 

0jet  faar  Arealet 

Det  hele  indesluttede  Areal,  indbefattet  0jet,  bliver 

2  /      .   3  V'd 


S 


r  de-  T  \n+    4 "  /' 
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L0SNING  AF  OPGAYERNE  522,  634,  536,  540,  641, 

544,  545. 

522.    Trrak  en  ret  Linie,  der  skjserer  to  givne  Cirkler 

saaledes,  at  de  tre  mellem  Skjaeringspunkterne  liggende 

Liniestykker  ere  lige  store. 

(S.  A.  Christensen). 

Man   kan  bestemme   Centrenie  for  de  Cirkler  i   det  ved   de 

givne    Cirkler    bestemte    Bundt,   der   r0re    den    S0gte    Linie.      Da 

E0ring8punkterne    nemlig   dele  de  to  Korder  harmonisk,    ser   man 

uden  Vanskelighed,    at  de  dele  Stykket  mellem   Kordernes  Midt- 

2  4-  VS 
punkter  i  Forholdet  .     De  Lanier,   der  lose  Opgaven,  blive 

Mgelig  Faellestangenterne  til  de  to  Cirkler  i  Bundtet,  hvis  Centrer 

2  4-  V3 
dele  de  givne  Cirklers  Centerlinie  i  Forholdet  .-_.   M 

2  —  V  3 

(C.  Crone). 

534.     Find  Vaerdien  af  det  bestemte  Integral: 


« C*  igede 


J 

0 

(J.  L.  W.  V.  Jensen). 
Saettes  tg  8  —  x  faar  man 


+  x2 

hvor  R»kkeudviklingen  kan  benyttes,  uagtet  Konvergensen  h0rer 
op  ved  den  lavere  Grranse,  da  man  i  det  givne  Integral  for  den 
lavere  Grsense  kan  ssette  en  meget  lille  positiv  Starrelse;  man 
omskriver  nn  let  Integralet  til 


S 


GO    , 

dx  ** + *»      to' 


X  „—Z<tX 


l)  Jvfr.  Lmuingen  i  Aarg.  1886,  8.  25. 
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Nu  er  (ee  f.  Ex.  SchlOmilchs  Comp.  §  80) 

\   _  x       =»£*"*  +  e~~°x  _  1 

der  for  e~~*"x  «  z,  bliver 

•JO  dO 

Integralet  her  bliver,  idet  a  er  en  Sterrelse,  der  konvergerer  til  1, 

Li  (a)-  1(1—  a), 
der,    naar  Raekken  for  Li  (a)  benyttes,    bliver  (C  er  den  Eulereke 
Konstant) 

c  +  h.lM.1     , 

hvor  [?«]   betegner  den  numeriske  Vaerdi;   da  Storrelsen  i  Paren- 
the8en  konvergerer  til  Nul,  fear  man  saaledes 


J  ~  2  C        4' 


(Jul.  Petersen). 


535.     Summer  de  uendelige  konvergente  Brekker 


(-1) 


V— 1 


V 


2 -~  ~     sin 

«1      * 


f"(2p"fe) 


%    (-If-1         /0        Jv\ 

hvor  j?  er  et  helt  Tal. 

(J.  L.  W.  V.  Jensen). 

Raekken  * 


I  (-  if-1 

v  — 1  Va 


**(**»  ft) 


er  nbetinget  konvergent,  naar  a  >  1.     Yi  knnne  da  sainle  de  Led, 
hvor,  idet  q  er  et  nlige  Tal, 

p  =  g,  2g,  8»g ; 

dimes  Sum  er 
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—  (l -Tp \8tn(^pn  7~V 

der  konvergerer  til  Nul,  naar  a  konvergerer  til  1.  Det  samme 
gjaelder,  naar  sin  ombyttes  med  cos.  De  to  af  Hr.  J.  L.  W.  V. 
Jensen  opstillede  Raekker  have  derfor  Summon  Nul,  i  al  Fald,  naar 
de  betragtes  som  Orsenser  for  de  ovenfor  betragtede  mere  almin- 
delige  Rsekker.  (Jul.  Petersen).     " 

i 

540.  Givet  to  Punkter  A  og  B  og  to  rette  Linier 
M  og  N.  Man  skal  konstruere  en  Cirkel,  der  gaar 
gjennem  A  og  skjaerer  M  i  X,  N  i  I7,  saaledes,  at  XY 
gaar  gjennem  B,  hvorfra  tillige  Radius  til  X  ses  under 
en  given  Vinkel  {N   Madgen)< 

ft 

Figuren  trenkes  inverteret  med  B  som  Inversionscentrum. 
Betegnelserne  beholdes.  Yi  kunne  da, .  idet  vi  forel0big  se  bort  fi» 
det  givne  Punkt  Ay  S0ge  det  geometriske  Sted  for  den  s0gte 
Cirkels  Centrum  Z  (efter  Inversionen).  X  og  Y  gjenneml0be 
ligedannede  Punktrsekker  paa  Cirklerne  M  og  N.  Midtpunktet  P 
af  XY  gjennemlober  da  en  Punktr&ekke,  ligedannet  med  de  andre 
paa  en.  Cirkel  gjennem  SkjaBringspunkterne  for  M  og  N;  det  ene 
af  disse  Bx  er  frelles  Drejningspunkt  for  de  tre  Punktrrakker. 
L.  XBZ  er  den  givne  Vinkel.  Trekanten  BPZ  har  da  konstant 
Form,  saa  at  Z  beskriver  en  med  de  andre  ligedannet  Punktrsekke ; 
denne  og  Punktraekken  P  have  deres  Drejningspunkt  i  JB. 

Lad   Q   vrere  Drejningspunktet  for  Punktraakkerne  Z  og  X 

Man  kjender  da  Forholdet  QZ :  XZ  eller  QZ :  AZ;  derved  faas  en 

Cirkel  som  andet  geometrisk  Sted  for  Z. 

(Jul.  Petersen). 

541.  Hvilken  Eurve  skal  man  lade  rulle  paa  en 
ligesidet  Hyperbel,  for  at  et  Punkt  i  fast  Forbindelse 
med  den  rullende  Kurve  skal  beskrive  Hyperblens 
Assymptote.  (C   Juel) 

Lad  Hyperblen  i  et  retvinklet  Koordinatsystem  v»re  frem- 
stillet  red  Ligningen  xy  =»  aa,  og  lad  y-Axen  vsere  den  Asymptote, 


S7 

der  be8krives  af  Punktet.  Rare  Kurvertie  hinanden  i  Punktet  A, 
ligger  samtidig  det  beskrivende  Punkt  i  A's  Projektion  B  paa 
Asymptoten.  Taenkes  den  mllende  Kurve  henfert  til  et  polsert 
Koordinatsystem  med  Pol  i  det  beskrivende  Punkt,  er  BA  «•  x  —  r, 
og  man  tinder  for  fg.  til  Vinklen  fra  BA  til  den  feelles  Tangent  i 

A  Vaerdierne: 

rd$       dy  a*  a2 

^F       da?  """       xa  r1" 

Kurven,  hvis  Ligning  ved  Integration  findes  at  vrare  aa— *2r*(0  +  c), 

er  altsaa  Spiralen  Lituus1). 

(C.  Crone) 

544.  Konstruer  en  Sexkant,  hvis  modstaaende  Sider 

«  * 

ere  parallele,  af  Siderne. 

(A.  S.  Bang). 

Lad  Sexkanten  v»re  ABCDEF.  Antages  AB  <  ED,  kan 
den  brudte  Linie  BCD  parallelforskydes,  saa  at  B  falder  i  A, 
C  i  C,  og  D  i  Dv  I  Femkanten  ACXDXEF  kjendes,  da 
EDy  =-  ED  —  AB,  alle  Sider,  og  ACX  er  parallel  med  FE, 
CXDX  med  AF.  Antages  CD  <  AF,  kan  den  brudte  Linie 
DXEF  parallelforskydes,  saa  at  Dx  falder  i  Cx,  2£  i  Ex  og 
i^  i  jP, .  I  Firkanten  ^C,-B, f1,  kjender  man,  da  C,  jB,  —  #2)  -  AB 
og  i?\A  —  FA  —  CD,  alle  Sider,  og  4C,  er  parallel  med  ElFx. 
Antages  EF  <  BC,  kan  Linien  2£tGT|  paralleltorskydes,  saa  at  E1 
ialder  i  jF,  og  Cx  i  C,.  I  Trekanten  ACiFl  er  da  Siderne 
Differenserne  mellem  do  givne  modstaaende  Sider  i  Sexkanten. 
Denne  Trekant  kan  derfor  konstrueres,  og  da  enhver  af  Siderne 
bliver  parallel  med  det  Par  modstaaende  Sider  i  Sexkanten,  hvis 
Differens  den  er,  kjender  man  baade  Stprrelse  og  Retning  af 
Sexkantens  Sider,  hvorved  den  let  konstrueres. 

Opgaven  loses  paa  en  simpel  Maade  ved  en  mekanisk  Be- 
tragtning.  Antages  nemlig  den  forlangte  Sexkant  ABCDEF  kon- 
strueret,  saa  vil  Punktet  A  vaere  i  Ligevsegt,  naar  det  angribes  af 
Krsefter,  lige  store  og  parallele  med  Sexkantens  Sider.  Man 
parallelforskyder   Siden    DE,    saa    at    D   falder   i    A,    E   i    Ex. 

f)  Ogsaa  lost  af  A.  S.  Bang. 
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Kraefteme  AB  og  AEX  virke  da  i  modsatte  Retninger  og  kan. 
sammens&ttes  til  en  Kraft,  lig  deres  Differens,  virkende  i  samme 
Retning  som  den  storste  af  Kraefteme  AB  og  AEX.  Paa  samme 
Maade  med  de  2  andre  Par  modstaaende  Sider.  Puntet  A  skal 
altsaa  vaere  i  Ligev&gt,  naar  det  paavirkes  af  tre  Krsefter.  hver  lig 
Differensen  mellem  et  Par  modstaaende  Sider  i  Sexkanten  og 
parallel  med  disse  Sider.  Men  Retningerne  af  tre  givne  Krsefter, 
der  skal  holde  hinanden  i  Ligevaegt,  faas  som  bekjendt  netop  ved 
at  tegne  en  Trekant  med  Krafterne  til  Sider. 

(L.  Ankjaer). 

545.     Givet  2  rette  Linier  og  i  hver  et  Punkt.     Laeg 

gjennem   Punkterne    en    Cirkel,    som    af  Linierne    af- 

skjrerer  Korder,  som  have  a)  given  Sum  eller  Differens, 

b)  givet  Forhold,  c)  givet  Produkt. 

(A.  S.  Bang). 

Lad    de   2  Linier  vaere  AO  og  BO,   idet  0  er  deres  Skjae- 

ringspunkt,  og  lad  Cirklen  skjaere  den  f0rste  i  C,  den  anden  i  />. 

Man   kjender  da  Retningen  af  CD.     Parallelforskydes  CA,  saa  at 

C  falder  i  D  og  A  i  -4,,   kommer  Al  til  at  ligge   paa  en  given 

Linie  AQ.     Man  skal  altsaa  konstruere  Trekanten  BDAX. 

a)  Man  indf0rer  den  givne  Sum  eller  Differens  paa  Eiguren  ved 
at  afsaette  den  lig  BP  eller  JBJF,  paa  BO  til  begge  Sider.  Man 
ser  da  let,  at  man  som  geometrisk  Sted  for  A ,  faar  2  paa  hinanden 
vinkelrette  Linier  gjennem  P  og  ligeledes  2  paa  hinanden  vinkel- 
rette  Linier  gjennem  P,,  af  hvilke  hver  er  parallel  med  sin  af 
Linierne  gjennem  P;  disse  4  Linier  med  AQ  bestemme  4  Losninger. 

b)  Da  BD  :  DAX  er  givet,  faar  man  som  geometrisk  Sted  for  Ax 
2  Linier  gjennem  P,  harmonisk  forbundne  med  BO  og  BS  ?fc  AO. 
Disse  to  Linier  i  Forbindelse  med  AQ  bestemme  2  L0sninger. 

c)  Er  BD .  DA ,  givet,  faar  man  som  geometrisk  Sted  for  A , 
de  2  konjugerede  Hyperbler  med  BA  og  en  Linie  gjennem  P, 
parallel  med  AO>  til  Asymptoter.  Disse  2  Hyperbler  bestemme 
sammen  med  AQ  4  L0sninger.  Hyperblernes  Skjaering  med  Linien 
er  bekjendt.  (L.  AnkjaBr). 
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OPGAVER  TIL  BRUG  VED  UNDERVISNINGEN. 

(60 — 86  af  Ejgil  Schmidt,  87—88  af  C.  Cbonk). 

60.  Hvorledes  kan  man  ved  Inversion  bevise  den  bekjendte 
Saetning: 

Det  geometriske  Sted  for  de  Punkter,  der  ere  konjugerede 
med  et  givet  Punkt  med  Hensyn  til  en  given  Cirkel,  er  en  ret 
Linie  (Polaren). 

61.  Hvilken  Seetning  udledes  ved  Inversion  af  fj&lgende:  Dia- 
metrene  i  en  Cirkel  skjaere  Cirklen  orthogonalt 

62.  Bevis,  at  dersom  en  i  en  fast  Cirkel  indskreven  Firkants 
ene  Side  drejer  sig  om  et  fast  Punkt,  raedens  Diagonalernes  Skj»- 
ring3punkt  ligger  fast,  saa  drejer  den  modstaaende  Side  sig  ogsaa 
om  et  fest  Punkt.     (Inverter). 

63.  To  Paralleler  dreje  sig  hver  om  sit  faste  Punkt.  Bevis,  at 
Forbindelseslinien  mellem  deres  Skjaeringspunkter  med  2  faste 
Paralleler  ogsaa  drejer  sig  om  et  fest  Punkt. 

64.  Der  er  givet  2  faste  Punkter  og  3  Paralleler.  Fra  et 
bevaegeligt  Punkt  paa  den  ene  af  Parallelerne  trakkes  Linier  til 
de  faste  Punkter;  bevis,  at  Forbindelseslinien  mellem  disse  Liniers 
Skjaeringspunkter  med  de  2  andre  Paralleler  gaar  gjennem  et 
fast  Punkt. 

65.  Der  er  givet  3  Paralleler  og  paa  den  ene  2  faste  Punkter. 
Fra  et  bevaegeligt  Punkt  paa  en  4de  given  Linie  traekkes  Linier 
til  de  faste  Punkter;  bevis,  at  Forbindelseslinien  mellem  disse 
Liniers  Skjaeringspunkter  med  de  2  andre  Paralleler  gaar  gjennem 
et  fast  Punkt. 

66.  Hvilke  mere  almindelige  Saetninger  kunne  ved  Oentral- 
projektion  udledes  af  Ssetningerne  63,  64  og  65? 

67.  Der  er  givet  2  Cirkler  med  Skjaeringspunkter  i  A  og  B 
samt  et  Punkt  P.  Laeg  gjennem  A  og  P  en  Cirkel,  der  skjaerer 
de  givne  Cirkler  anden  Gang  i  2  Punkter,  der  ligge  i  ret  Linie 
med  B.  ' 


30 

68.  Der  er  givet  2  Punkter  og  2  rette  Linier.  Traek  2  rette 
Linier  hver  gjennem  sit  af  de  givne  Punkter,  saa  at  de  skjaere 
hinandeu  paa  den  ene  givne  Linie  og  af  den  anden  afskjaere  et 
givet  Stykke 

69.  Hvilken  Saetning  udledes  ved  Centralprojektion  af  felgende: 
Diagonalerne  i  et  Parallelogram  halvere  hinanden? 

70.  Konstruer  Skjaeringspunkterne  mellem  et  Keglesnit  og  en 
Cirkel,  der  gaar  gjennem  det  ene  Braendpunkt*  og  har  Centruni 
paa  Braendpunktsaxen. 

7 1 .  Bevis,  at  naar  en  ret  Vinkel  har  sit  Toppunkt  i  et  givet 
Punkt  af  en  ligesidet  Hyperbel,  saa  vil  den  Linie,  der  forbinder  SkjaB- 
ringspunkterne  mellem  Benene  og  Hyperblen,  have  konstant  Retning, 

72      Konstruer  en  Trekant  af  -r-,  ha  og  Vq. 

73.  En  Firkant  er  indskreven  i  en  Cirkel.  Bevis,  at  For- 
bindelseslinien  mellem  Diagonalernes  SkjaBringspunkt  og  Midt* 
punktet  af  en  Side  see  fra  de  2  tilstftdende  Siders  Midtpunkter 
under  samme  Vinkel. 

74.  Bevis  ved  Drejningsteorien,  at  en  bevaegelig  Tangent  til 
en  Parabel  skjaerer  2  faste  Tangenter  i  ligedannede  Punktrsekker. 
(Braendpunktet  er  Drejningspunkt). 

75.  Udled  af  Saetning  74  folgende: 

a)  Det  Stykke  af  en  bevaegelig  Tangent  til  en  Parabel,  der  af- 
skjaeres  mellem  2  faste,  ses  fra  Braendpunktet  under  en  konstant  VinkeL 

b)  Linien  fra  Braendpunktet  til  2  Tangenters  SkjaBringspunkt 
halverer  Vinklen  mellem  Braendstraalerne  til  Rtfringspunkterne. 

c)  Linien  fra  Braendpunktet  til  2  Tangenters  SkjaBringspunkt 
er  Mellemproportional  mellem  Braendstraalerne  til  R^ringspunkterneu 

76.  Konstruer  en  Parabel  af  2  Tangenter  og  deres  Rerings- 
punkter. 

77.  Konstruer  en  Parabel  af  Axens  Betning  og  3  Tangenter. 

78.  I  Trekanten  ABC  ligger  D  paa  Siden  AB.  Der  er 
givet:  Z_  C,  CD  —  A,  AD  *=  p,  BD  «=■  q.  Hvorledes  bestemme* 
Z.  CDA  —  v? 

Ex.    C  —  45#,  k  —  3,  p  —  1,  q  —  2. 
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79.  I  et  Parallelogram  er  givet  Siderne  og  Diagonalern.es 
"VjnkeL    Find  ParaUelogrammeta  VinkeL 

80.  I  Tiekanten  ABC  ere  Efejdefodpunkterne  a,  /i  og  y. 

„  .    ,     Ba  _  C/3  3 

Derergxvet:    -&-  -  -  »     og    ^  -  -  T 

Bestem  Trekantens  Vinkler  og  konstruer  Trekanten. 

81.  S0g  den  stgrete  og  mindste  Vwrdi  af  Sterrelsen  3  sin  x  4- 
4  cos  x  saint  de  tilsvarende  Veerdier  af  x. 

82.  Hvor  mange  YaBrdier  har  Sterrelsen: 

x  =  u-\-v  =  ^362  +  209  V$  +  ^362  -  209  ?3 
naar   wr    skal    v»re   reel?    Den   Ligning,    hvis  Rodder    ere  disse 
Vrardier  af  #,  har  §n  rational  Rod.     Bestem  denne  og  bring  derved 
de  reelle  Vserdier  af  it  og  v  paa  Formen  a  +  Vb. 

83.  Hvorledes  kan  man  strax  uden  Regning  paa  Papiret 
nedskrive  R0dderne  i  Ligningerne: 

x  —  ay  +  a%z  —  a8, 
x  —  by  -\-b2g  —  6s, 
#  —  cy  -f-  c*<r  —  c8. 

84  En  Mand  har  sin  Formue  staaende  paa  Rente  og  Rentes 
Rente  til  8  pCt.  p.  A.  Avert  Aar  heaver  han  kun  j  af  Renten  og 
lader  det  0vrige  lsegge  til  Kapitalen.  Den  hravede  Rente  foraerer 
han  stadig  sin  S#n,  der  anbringer  den  i  en  Forretning,  der  hvert 
Aar  medf0rer  et  Tab  af  I  Procent.  Hvor  l»nge  varer  det,  inden 
Fader  og  Sm  eje  ligemeget? 

85.  En  Mand  betaler  ved  Slutningen  af  hvert  Aar  TI(J  af  det, 
som  hans  Gjreld  ved  det  Tidspunkt  beteber  sig  til.  Hvor  laenge 
vil  det  vare,  inden  Ojselden  bliver  saa  lille,  at  han  kan  afbetale 
den  ved  i  de  neeste  5  Aar  at  udbetale  hvert  Aar  £  af  den  oprin- 
delige  Gjaeld? 

86.  Hvorledes  kan  man  direkte  uden  Regning  indse,  at  det 
Antal  Aar,  i  hvilke  man  maa  indskyde  en  Sum  i  en  Sparekasse 
for  dernsDSt  i  lige  saa  mange  Aar  at  kunne  hseve  den  dobbelte 
Sum,  er  lig  det  Antal  Aar,  i  hvilke  man  maa  indskyde  en  Sum, 
naar  den  opsparede  Kapital  dernaest  skal  vsere  i  Stand  til  at  give 
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den  samme  Sum    i   aarlig  Rente?    Hvorledes    kan   endvidere   det 
80gte  Antal  Aar  besteromes  uden  Anvendelse  af  Annuitetsformlen? 

87.  En  Kegle  er  begr&nset  af  en  Omdrejningskegleflade  og 
en  Plan,  der  afskjrerer  Stykket  It  paa  Keglefladens  Axe  og  danner 
Vinklen  v  med  Axen.     Find  Regions  Rumfang. 

88.  Hvor  langt  maa  et  Punkt  ligge  fra  en  Cirkels  Centrum, 
naar  dets  Potens  med  Hensyn  til  Oirklen  skal  vaBre  lig  Arealet  af 
den  i  Cirklen  indskrevne  regelmaessige  Sexkant. 


MINDRE  MEDDELELSEB. 

Wilsons    Ssetning    kan   paa    f0lgende    Maade    bevises    ved 
Hjselp  af  Format's. 

Ssetter  man  i  f(x)  » a^—1  —  1  efterhaanden  x—  1,  2,  3  o.  s.  v., 

saa  fremkommer  der  en  Differensrakke  af  Ordenen  p  —  1,  hvis 

(P  —  I)'*6  Differens  altsaa  er  konstant  lig  [p  —  1].     De  enkelte 

Led  i  denne  Raekke  give,  naar  p  er  et  Primtal,  allesammen  ved 

Division  med  p  Resten  0,  undtagen  de,  for  hvilke  selve  x  er  et 

Multiplum  af  p,  hvilke  give  Resten  —  1.    F0lgelig  ville  de  for- 

skjellige    Differenser   i   den    oprindelige  Rrekke   blive    kongruente 

med  de  tilsvarende  Differenser,   dannede  af  en  R&kke,   hvor   til 

Argumenterne 

0     1     2  .  .  .       p,  p  -f- 1  .  .  .        2p  .  .  . 

svare      —  1     0     0...  —  1,      0       ...  —  1      ... 

Det  ses  jajeblikkelig  heraf,  at  for  n  <  p  er  ^/(O)  =  ( —  l)w"*-\ 

og  altsaa  er  for  n  =  p  —  I  ogsaa  ,/P"~l  /(0)  =«  [p  —  1]  ==  —  1. 

q.  e.  d. 

(J.  G.) 
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HARLEDNING  AF  ADDITIONSTEOREMEN  FOR  NAGRA 

ELLIPTISKA  INTEGRALER. 
(af  Ol.  Olbson). 


1.  Om  variablerna  xpy  <p,  p  §ro  sa  beskaffade,  att  de  standigt 
uppfyUa  vilkoret 

cos  p  —  cos  \f)  cos  y  —  sin  xpsin  <p  Jp,  (1) 

Jp  —  Vl  —  k*  sin2  /u, 
s&  galler  ocksfi  integrallikheten 

(2) 

Giltigheten  af  denna  ekvation,  hvilken  utgflr  det  analytiska  uttrycket 
af  d.  s.  k.  additionsteoremet  fGr  de  elliptiska  integra- 
lerna  af  f6rsta  slaget,  f&rutsatta  vi  som  bevisad,  och  med 
denna  f&nits&ttning  som  utg&ngspunkt  skola  vi  framstalla  en  de- 
duktion  af  motsvarande  teorem  f5r  de  elliptiska  integralema  af 
andra  slaget  samt  ock  harleda  det  analoga  teoremet  for  nagra 
andra  integrator,  fallande  under  samma  klass  som  de  elliptiska. 

2.  F5r  att  verkstalla  deduktionen  af  additionsteoremet  f5r  de 
elliptiska  integralerna  af  andra  slaget,  g5ra  vi  den  observationen, 
att  man  har  identiskt 

.  sin9  %         1/1  „  \ 

och  i  f51jd  haraf  jemval 


-j- \\  Jxp  dip  +  \  J<p  d<p  —  \  Jp dpi, 
eller  pa  grand  af  (2): 

Y.  B»tko.    6.  Aaigang.  3 
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) 


i  /r*       r       r     \ 

— jr\\  dip  dp  4-  \  4<f  d<p  —  \  Jfidp]. 

Wi  betrakta  nu  modulen  &  som  variabel  och  en  af  ampUtuderna, 
p  t.  ex.,  som  funktion  haraf;  sedan  s&tta  vi 


A\p  dtp  +  \  J<p  dy  —  \  Jp  djw  — /(*,  ^,  y,  fjb)  (4) 

Jo  Jo 

och  derivera  denna  ekvation  med  afseende  pa  ft,  hvarvid  erh&lles 

sw2t// 


Jxp    "*" 


Jo      ^         A)      J/l4  r  dJc      dJc 


Jemf5r  man  detta  resultat  med  ekvation  (3),  &  man 

men  ur  likheten  (1)  erhalles 

4p,-41----sintfJ8inipklsiniJi,-\-k  cos  ft  -j^Y  (5) 

hvadan      — ^ sin  ip  sin  q>  Isin  p  +  cos  pkj^y  —  0, 

och  genom  integration  haraf: 

-jr/(&>  V>  ^J  A4)  —  ^  **w  V*  ^w  y  wn  I*  —  ^* 
F8r  att  bestamma  integrationskonstanten  g5ra  vi  (i  —  0,  och  &  d& 

C-\f(h  t/>,  9,0); 

men  (1)  ger  i  detta  speciela  fall  y  +  i/>  «=*  0,  och  i  f51jd  haraf 
ekvation  (4) 

/(ft,  t/>,  y,  0)  —  0;  altsa  C  —  0. 
Wi  erh&Ha  fSljaktligen 


S9  W 

J(p  dg>  —  \  /fy*  d/* 
o  Jo 


Jip  dip  +  \  ^y  dy  —  \  d/xdp  +  lc*  sin  ip  sin  <?  sin  p.      (6) 
Jo  Jo 

Detta   ar   additionsteoremet   f5r   de    elliptiska  integralerna  af 

andra  slaget 
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3.     Aterga  vi  nu  till  ekvation  (3)  och  kombinera  den  samma 
med  (6),  fa  vi 

i  siti^  xli  \  sin2  &  I  *  sin2  ih 

\     x .    dib  -j- \  — .-    d»  — \  — r-^du  —  sin  tit  sin  a  sin  u,   (7) 

och  om  vi  fran  (2)  subtrahera  den  sista  likheten, 

\cos2xplt        \   COS2  to  \CQS2jlj      4      .      t     .  '        v 

\  ~dy   dV  +  \  ~*jTdw~\  ~ljf  dp  +  sin  if>  stn  <?  sin  &  (8) 

« 

d  a.  additioneteoremen  f5r  integraler  af  formerna 

Ssin2  r  ,       \  cos2  t  , 

4    Widare  skola  vi  harleda  additionsteoremet  f5r  integraler  af 
utseendet 

sew2  f  cos*  t  , 
dt. 

Litem  oss  f6r  den  skull  derivera  den  sista  ekvationen  med  afeeende 
pa  k\   Wi  fa 

I  sin2Wcos2xp  ,      ,  i  sw2yC0s*<p  ,        I '  sin2  u cos2  a  , 

/cos2  a   .  m    .  \    1  da 


(9) 


men  af  (5)  erhalla  vi 

djx  __  A:  sm  xp  sin  y  sm  ^ 

dk  k2  sin  xp  sin  cpcos  p  -{-  Ay? 

eller,  emedan  pa  grund  af  (1) 

sin  xp  sin  to  cos  j*  «~ (cos  ^/  cos  <pcos  p  —  cos2  p)  — ,       (10) 

"I* 

dp k  sin  xp  sin  y  sin  p 

dk  ~       k2  cos  xp  cos  y  cos  p  4-  k\'    **'  *    ' 

(A,  =»  kompL  modul). 

Med  stod  af  (10)  och  (11)  erhiller  man  slutligen 

3» 
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pp 


fo 


sin2  xhcos2  \b  ,  t    .  I  sin2  <p  cos9  w  , 


(18) 


S*  sin2  p  cos1  p  ,         am  ?//  cog  ^  st'w  y  cog  y  am  /*  cos  p 
i         2I3/*         ^  k*  cos  ip  cosy  cos p  -|-  ftj 

5.     Om  vi  uti  den  sista  ekvationen  tilldela  amplituden  p  det 
spedela  vardet  p  =*  — ,  Cfaerg&r  den  till  fonnen 

\sin2\pcos2ib  ,         lsm*ycosag>  ,        riw'ii^^j      /lov 

J,— ?^J*»+i,— ?,rI*-X_3^r-e*' <13) 

under  det  att  sambandet  mellan  xfj  och  y  blir 

tgtptg  <P  =  j^,  (14) 

En  fhllkomligt  liknande  form  antager  afren   ekvation  (2),  da  man 
deri  tilldelar  p  samma  varde;  nemligen 


dip 
Som  salunda  integralerna 


I    dy        I    dp 

'  X1* "  Jo2** 


(15) 


och 


r««*  tffC08*ifj  ,      Psin*  9cos*9  . 
Jo"     ^         **  X        ^         ^ 


aro   si   beskaffade,   att   deras   summa   ar   lika  med  de  kompletta 
integralerna 


dp 
Ap 


d/*, 


t  *sin2  p  cos2  p 

X   *» 


dfh 


sa  skulle  man  om  de  samma  kunna  saga,   att   de   pa   visst    8&tt 
utgftra  hvarandras  »komplementc 

Denna  kompletteringsegenskap  tillkommer  dock  icke  endast 
dessa  tvanna  integraler,  utan  det  finnas  tySrtom  en  hel  klass,  som 
besitta  den  samma,  namligen  alia  som  aro  inbegripna  i  nttryoket 


[ 
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„  /sin  %  cos  t\  dv 


(16) 


>0 

t 

(F  en  fiinktion  hvilken  som  heist), 

och  hvaraf  de  tv&  nyssbehandlade   aro  blott  enskilda  fell.     Detta 

later  utan  svarighet  visa  sig. 

Om  vi  namligen  differentiera  (15)  —  k  Miles  denna  gang 

konstant  —  &  vi 

dxp  dip 

Axp  Ay* 

men  ekvation  (14)  ger 

cos  <p  cos  \b 

«»t/i-  — ~-y  sin  a>  —  -—-j 
T  Aq>  Acp 

,       f  sin  xp  cos  xp  sin  <p  cos  <p 

Axp  A<p       ' 

och  ffiljaktligen  &fven 

„  /sin  xp  cos  xp\  __  p  /sin  <p  cos  y\ 
*  V       lip      7  ~~  *  V       ^      7 

Om  man  nu  med  faktorn  (16)  ffcrl&nger  denna  identitet,   kommer 
man  till  differentialekvationen 

„  /sin  xp  cos  ip\  dxp  __  „  /sin  <p  cos  <p\  dtp 
V       Axp       /  Axp  ~~~       \       Aj>       /  ~Ay 

och  om  man  integrerer  mellan  granserna  xp  «-  0,  xp  —  xp*  hvilka 

Ti 

svara  mot  w  —  — ,  w  —  y,  far  man  slntligen  likheten 


\   F  ^w'w  ^  C05  V*\  f?j£.  i  I    jp/Mn9  C08  9\  dy 


ft 
\     P  f^  P  C08  l*\     ^ 

J0     \       4f*       '  Ap 


(17) 


Man  kan  p&  geometrisk  vag  erhalla  en  klar  forestallnjng  af 
variationen  hos  och  det  ftmsesidiga  f5rhallandet  mellan  granserna  i 
denna  ekvation.  De  knnna  n&mligen,  f&r  s&  vidt  de  sjelfva  s&  v&l 
som  modulen  aro  reela  samt  dessutom  k  <  1 ,  framst§llas  genom 
ett  par  vinklar  hos  ellipsen.     Man  finner  namligen,  att  de  repre- 
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senteras  utaf  den  excentriska  anomalien  och  den  motsvarande  vekto- 
rialvinkelns  komplement  hos  en  ellips,  hvars  excentricitet  ar  k. 

7.     G6ra  vi  i  ekvation  (17)  if)  —  g>,  fa  vi  —  med  anvandande 
af  (14)  — 

S  arc  cot  ^k  p* 

jp  /sin  p  cos  ft\  dp        1    I    _  /sin  fi  cos  p\  dp        ,-  ft 
0  «^0 

d.  a.  den  lag,  enligt  hvilken  integralen 


(—\  _  \    JT  (^n  P  C08  P\  ty 
2/       \     V— ^i-"/  J/* 


tudelas. 


RSr  t  ex.       *  -  A  V%     blit  J  (-|)  ~  -i  /(-j), 

0.    B.    V. 

8.     I  fraga  om  integraler,  hvilkas  amplituder  variera  i  SfVer- 
ensstamraelse  med  ekvationen 

tg  xptg  <p  —  jp  (19) 

skola  vi  Mrleda  annu  ett  par  likheter. 

Genom  logaritmering  af  (19)  samt  ffirlangning  med  faktorn 

dip  dip 


dip  z/y 


erhalla  vi 


IMjt  dlf>  ^lJA9  d  t   l  J9 

dip       Y  Jq>       *  kx     dtp 

och    om    vi    integrera   samt   sedan   subtrahera   de    uppkommande 
resultaten : 


I 


Ji«  «,_!«£.  w 


(2T  -=  den  komplette  ellipt  integr.  af  lata  slaget). 
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Observerar  man  vidare,  att  man  pft  grund  (19)  har 
si  erhaller  man  p&  enahanda  satt  relationerna 

fT 

9.     Widare   skola   vi   stika  formen   af  additionBteoremet  f5r 
integralerna 

(w  «  helt  positivt  tal). 

Han  kan  visserligen  erhSIla  det  samma  ur  ekvationen  (2)  genom 
n  upprepade  derivationer  mod  afseende  pa  k,  men  saval  deduk- 
tionen  som  och  sjelfva  resultatet  blir  af  nagot  enklare  form,  om 
man  genom  att  satta  * 

infSr  en  ny  modul  x  och  sedan  verkst&ller  derivationen  med 
afeeende  p&  denna. 

Begagnar  man  beteckningen 

J,1T  —  J|  (x,  t)  —  Vl  —  X  Wll1  T, 

far  man  nemligen  dervid: 

» 

*  J0^.9P       2»  v-l  V    + 9 
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aunt 


+ 


0 

d4  yi  lftta  tecknet     n  (2q  —  1)  betyda  -f  1; 

P-o 

Men  emedan  yi  p&  grand  af  (1)  hafva 
j  i 

der  /(x,  p)  — 5?i? —      

^  xcostp  cos  ycos  (A  -\-  I  —  X 

kunna  vi  skrifva 


Med  stfld  af  dessa  ekvationer  erhaller  man  slutligen 


V—  1 


[(^rv.4 


(24) 


10.    Till   sist  skola  yi  h&rleda  additionsteoremen  f&r  annu  ett 
par  integrator,  nemligen  de  af  fbrmen 


j 


sin**  %  ,     fcos** *  , 

jTdvA~jTd^ 

•0 


(n  —  helt  poaitivt  tal). 
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Wid  denna  harledning  skola  vi  gffidja  oss  pa  fftljande  far  de  ellip- 
tiska  integralerna  af  tredje  slaget  gallande  likheter: 


dtp 


(1  -f  X  sin2  tp)  Jxp 


+ 


J0(l  +  A«na9)  J9 


r 4l 


ft)  J  I* 


+ 


Ad« 


Q.i  +  <?»' 


(26) 


der 


q  —  sin  tf>  sin  <p, 
Q»  —  1  +  J-8  —  (cos  ft  +  qJpY  q~\ 


samt 


di/> 


+ 


\{p 


cos2  \p)  J\p       )  (1  +  A  cos2  y)  Jy 


dj* 


pT 

1  u)  /lu    yi 


Q'.Xdq 


(1  +  A  cos*  /i)  /*M      ^A»  +  <&  A  +  Q'3' 


(26) 


der 


Q*x  —  saW  ^  (cos  fx  +  q4p)-2, 

Q',  -  1  +  (1  -  g2)  (cos  /*  +  g^)"2* 

Qi  —  (cos/i  +  qJfi)~2. 

De  sista  integralerna  i  (25)   och  (26)  kunne  afven  skrifvas  under 

foljande  form: 


Qlkdq 


X2  +  Q2X  +  Q3 


(27) 


Adg 
A  +  Q's 


CS_QlA'i_     <*g     _  f  g  Q\  A'a 


dg 


A  -  A',' 


(28) 
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da  >>.,,  >L  och  jl'i,  X49  beteckna  rtttterna  till  reap* 

och  A'  +  QW-J-Qs— 0. 

Den  i  dessa  ekvationer  ingaende  kvantiteten  A  ar  en  arbitrar  para- 
meter, oberoende  saval  af  modulen  som  af  amplituderna;  om  vi 
derf&re  med  afeeende  pi  den  samma  derivera  (27)  och  (28)  samt 
sedan  gora  X  —  0,  erh&Ua  vi  foljande  resultat: 

ll-0Dnj__{_  1}nnl  /==0  rf2^lAl ^—rj- 

i*-oujj»-(-if  »i  i*-orPj2iiL — *.  _ 

Om  vi  vidare  derivera  (25)  och  (26)  med  afeeende  pa  samma 
kvantitet  och  sedan  anvanda  oss  af  de  tva  sista  resultaten,  erh&Ua 
vi  slutligen  ekvationerna 


sin**  \» 


dip 


dxp  + 


sin 


in 


dip 


Vdy- 


1     ^ 


rfM  +  (-  1)' 


1  q:  *i  - 


—  1* 


dg. 


(29) 


COS 


2n 


^9P 


2dy  = 


C0S2n  (l 


dfl 


*-(-ir\l«Mi-* 


(30) 


Betr&ffande  karaktaren  af  integralerna  Ix~°  Z>£  J,  i*~°  Z>*  J"', 
sa  finna  vi,  att  de  aro  hela,  rationela  fdnktioner  af  sm  \p}  cosxp, 
sin  <y,  cos  ^p,  sin  p,  cos  ft. 
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Wi  nafva  namligen 


9l  -  «„  M  ?»<— »>; 

*     w!  -  £  i K<3' + 0)W  - (Q*  - Qn 

davis&tta  Q  =  (QJ-4Qs)i; 

eller 


i,-A,~2»-iLl  W»      +       1.2.3       W>     V+-+V      J. 


i 

2v      .      _       - 

da  n  ar  ett  udda  tal, 
samt 


&;-^[t«-'+-1v^ii2-)«-8«i++»«.«^} 

da  n  ar  ett  jemt  tal; 

hvadan  £=«  -  -  *« 

A,  —  Aa        j«  («-')' 

der  £  betecknar  en  hel,  rational  funktion. 

FSljaktligen  blifVer  jemv&l  /' — UZ>;  J  en  hel  rational  funktion 
med  afseende  pa  g. 

Men  utom  g,  d.  v.  s.  sm  1//  «w  y,  ingar  dessutom  i  funk- 
tionen  pa  helt,  rationelt  satt  sw  /i,  eos  ji,  och  dp,  men  som  z/^,  sa 
snart  det  fbrekommer,  ingar  vid  sidan  af  q,  och  pa  grund  af  (1) 

q  JfA  =  COS  \p  COS  y>  —  COS  fa 

sa  kunna  vi  saga,  att  integralen  I'  "°  D;  J  altid  liter  framstalla 
sig  sasom  en  hel,  rationel  funktion  af  sin  xp,  cos  xp^  sin  y,  cos  y, 
sin  p,  cos  p. 

Det  samma  skall  man  ocksa  finna  vara  f&rhallandet  med 
I*={)D;  J',  sa  att  vi  slutligen  kunna  skrifVa 

iO  M)         r 

s%n     Ui 

— — —  efy*  4"  -^i  (w"w  ^>  °05  w>  $m  9P»  co5  <P>  Mn  fa  cos  m)> 
i/0    "P 


5 


(31) 
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I 


11      Zn 


-  dfi  +  #2  fan  ^  C08  Vi  si*1  $P>  cos  8P>  ww  A*»  cos  A*)- 


(32) 


OM  TRANSFORMATIONER  AF  DEN  BINOME  LI6NING. 

(af  J.  P.  Gram.) 


Den  binome  Ligning  zn  +  C  — -  0  har  den  Egenskab,  at  den. 

kan  opl0ses  ved  en  enkelt  Eoduddragning.     Det  samme  maa  vrare 

Tilfraldet  med  enhver  Ligning,   som  ved  en  lineser  Transformation 

fremgaar  af  hin.     Saette  vi  nemlig 

xx  -\-  X 

z  = j — » 

px  +  r 

saa  faas  den  nye  Ligning 

(xx  +  X)n  +  C(px  +  v)n  -  0, 

eller,  om  man  vil, 

A  (x  +  UT  +  JB  («  +  Cr  -  0.  (1) 

Denne  Ligning  opltfses  simpelthen  ved  f0rst  at  danne  Ligningen 

n 


x  -+-  b2  y    '      A 

og  deraf  bestemme  a?. 

Ligningen  (1)  kan  betragtes  som  Normalform  for  alle  de  Lig- 
ninger,  som  ved  en  lineaer  Transformation  kunne  omdannes  til 
binome ;  det  ses  at  venstre  Side  i  enhver  saadan  skal  kunne  skrives 
som  en  Sum  af  to  ft'te  Potenser  af  linesere  Udtryk  i  x. 

Det  er  let  at  angive  de  nodvendige  Betingelser,  som  en  fore- 
lagt  Lignings  Koefficienter  maa  tilfredsstille,  for  at  den  skal  kunne 
bringes  paa  Formen  (1).  Betingelserne  udtrykkes  simplest,  naar 
Ligningen  skrives  med  Binomialkoefficienter  som 
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n 


.„_!   ,  n(n-l)„     „_4 


f(x)  =  a03»  +  y  a,  a"-1  +  — j7j--  «t  *' 


+  ... 


n 


an_,x  +  aw  = 


=  0.| 


(2) 


Da  feas  nemlig  red  Sammenligning  med  (1) 

a0  -  A      +  B, 
a,  -  Att  +  Bt3, 

a,  -  ah  +  £?!, 


a<  -  ^Cl   +  *£• 


(3) 


Eliminerer  man  mellem  tre  paa  hinanden  f0lgende  af  disse 
Ligninger  Konstanterne  A  og  B  tilligemed  de  fselles  Potenser  af 
li  °S  C2!  8aa  ^aas  e*  System  af  Ligninger  af  Formen 

a,-  1       1 

«i+l      C      C,     -  0-  (4) 

Disse  udtrykke,  at  der  mellem  tre  paa  hinanden  folgende  Koef- 
ficienter  bestaar  en  linear  Relation 

Pa4  +  Qai^l  +  Bai+2  -  0,  (5) 

og  at  den  samme  Relation  bestaar  mellem  tre  sukcessive  Potenser 
^  f  1  °£  £*?  ***'  at  £,  og  f  2  ere  R0dderne  i  Ligningen 

P+QS  +  RZ*  -0.  (6) 

Af  (5)  felger  atter  ved  Elimination  af  F  :  Q  :  i2,   at  alle  Determi- 
nanterne,  dannede  af  3  vilkaarlige  Piller  i  Systemet 


D  = 


a0  al  a9  . 

. .  fl|       ...  Cl^_2 

a,  a2  a3 . 

. .  at+x . . .  an_] 

a9  a3  a4 . 

•  •  ai+2  •  •  •  an 

(7) 


forsvinde. 

Disse  Betingelser  udtrykke  netop,  at  der  mellem  Koefficienterne 
bestaar  den  rekurrente  Forbindelse  (5),  og  afgive  altsaa  n0dvendige 
Betingelser  for,  at  Ligningen  (2)  kan  bringes  paa  Formen  (1). 
Derimod  kunne  de  ikke  ogsaa  siges  at  vsere  tilstraekkelige. 

Ligningen  (5)  kan  nemlig  opfattes  som  en  Differensligning, 
tjenende   til  Bestemmelsen   af  den   almindelige  Form  af  Koeffici- 


.1 
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enterne  a.  For  saa  vidt  Rgdderne  i  (6)  ere  forsfcjellige,  vil  da  det 
almiitfelige  Integral  af  (5)  netop  blive 

hvor  A  og  B  ere  vilkaarlige  Konstanter.  Dette  kan  let  ses  ved  i 
Stedet  for  (5)  at  benytte  (4),  der  efter  Bortdivision  af  (£2  —  £i)  ^can 
skrives 

«t£i  C2  -  *i+\  (Ci  +  £2)  +  «i+2  —  °  (8) 

og  tilsteder  en  simpel  sukcessiv  Bestemmelse  af  a2,  a3  o.  s.  v., 
idet  man  begynder  med  for  a0  og  ax  at  saette  henholdsvis  A  -\-  B 
og-4j|  4-  5^2)  Irrilket  er  tilladt,  naar  f ,  —  Ja  er  forskjellig  fra  0. 
Under  denne  Forudseetning  fore  altsaa  Betingelserne  D  «*  0  tilbage 
til  Forxnen  (1)  for  den  forelagte  Iigning.  Transformationen  sker 
simpelthen  ved  mellem  (6)  og  to  af  Ligningerne  (5)  at  eliminere 
P:Q:R.  Man  faar  da  en  Ligning  af  2den  Grad  til  Bestemmelsen 
*f  £1  °S  £*•     Som  saadan  kan  f.  Ex   benyttes 


0- 


a0  ax  1 
ax  a2  z 
a2  a3  s* 


I 


(9) 


(a0a2  —  a?)*2  — (a0a8  —  ala2)z +  (axaz  —a\).t 
Efter  Opl0sningen  af  denne  findes  A  og  J5  af  Ligningerne 

4       4.  J5      «*  aa, 

-ACi  +  BC2  -  an 
hvorefter 

^  -  ?o  ?_.  JT  ?  1 ,  b  -  a*Cl  *~A  (10> 

fe2  bl  fel  S2 

og  Iigningen  kan  da  nden  videre  skrives  paa  Nonnalformen  (1). 
Har  derimod  Iigningen  (6)  lige  R0dder,  altsaa  f  x  —  f ,  —  f , 

saa  reduceres  samme  Ligning  til  12 1  £  -f-  5-^  )  =  0,  altsaa 

1       -2C~  £*' 

saa  at  (5)  samtidig  »ndres  til 
Ssettes  heri  a$  —  fy£*,  saa  £aas 
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som  ikke  blot  tilfredsstilles  for  b+  —  en  konstant,  men  ogsaa  for 
b;  =  ?',  saa  at  den  almindeligste  Form,  som  at-  kan  have,  nu 
vil  blive 

at-A.f  +  B.i?,  (11) 

hvor  A  og  B  ere  konstante  Starrelser,  hvilket  ogsaa  stemmer  med 
den  almindelige  Theori  for  linesere  Differensligninger. 

Den  forelagte  Ligning  antager  i  dette  Tilfeelde  altsaa  ikke 
Normalformen  (1),  men  derimod  folgende  Form, 

/(^)  =  A.(^  +  Y^^1C  +  n(i~1)^^C>  +  >..£n) 

—  A .  (x  +  0n  +  n  £B  (x  +  D*1-1  —  0, 
eller,  om  man  vil, 

f{x)  =  C(x  +  0»-l(x  +  k)  -  0.  (12) 

Den  fear  altsaa  n  —  1  lige  store  Rodder.  Den  flerdobbelte  Rod 
bestemmes,  som  det  ses  af  det  foregaaende,  som  den  fee  lies  Rod 
i  Ligningerne 

ait*  —  2aq_!  £  +  ai+2  «  0, 

eller  ogsaa  af  (9),  medens  Faktoren  x  -\-  k  simplest  Andes  derefter 
ved  Division. 

Hvis  endelig  i  Ligningen  (9)  samtlige  Koefficienter  forsvinde, 

blive  Rodderne  £  fuldstendig  ubestemte.   Men  da  haves  —  —  — 1  —  — '-♦ 

ax     a?     a3 

og  det  lader  sig  let  godtgjore,  at  der  i  Almindelighed  vil  bestaa  et 

konstant  Forhold  mellem  to  paa  hinanden  folgende  Koefficienter  a. 

Altsaa  forsvinder  ikke  blot  Systemet  (7)  men  ogsaa  Systemet 

CLq    d|    CL*  .  .  .  tt|| j 

a  |  a 2  «3 . . .  an 

medens  venstre  Side  af  Ligningen  samtidig  reduceres  til  Formen 
A  (x  -J-  0n>  altsaa  til  en  fuldst»ndig  n'te  Potens. 

Er  der  f.  Ex.  forelagt  Ligningen 

f(x)  —  2x«  —  6a:6  +  20a:3  —  30a:2  +  18a:  —  4  —  0, 

tta  omskrives  denne  ved  Indferelse  af  Binomialkoefficienter  Jorst  til 
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z*  —  2z  —  1, 


2.x«  —  6 .  lx6  +  15  .  0#4  +  20 .  lx*—  16  .  2aa  +  6.3a>  —  4  —  0, 
hvorefter  undersoges,  om  Determinantsystemet 

2—1  0  1—2 

—1  0  1—2  3 

0  1—2  3—4 

forsvinder  identisk.  Dette  viser  sig  at  vawe  Tilfreldet,  altsaa  hen- 
horer  Ligningen  til  den  betragtede  Art  og  er  enten  binom  eller 
har  5  lige  Rodder.    Dannes  dernaest  Ligningen 

2—1       1 
0—      —1  0       * 

0  1       z* 

6aa  viser  det  sig,  at  denne  har  to  lige  Rodder  £  —  —  1.  Den 
forelagte  Ligning  kan  altsaa  strives  under  Formen 

2  (x  —  l)6  (x  +  k)  —  0, 
og  en  Sammenligning  af  den  ferste  og  sidste  Koefficient  i  dette 
Udtryks  udviklede  Form  med  solve  Ligningen  viser  strax,  at  k  —  2, 
saa  at 

/(*)  -  8  (a  -  1)»  (*  +  »), 
hvilket  ogsaa  er  rigtigt. 

Et  Exempel  paa  det  forste  Alternativ  (Reduktion  til  Formen  (1)) 
afgiver  den  almindelige  Ligning  af  3die  Grad.  Da  der  for  denne 
ikke  existerer  nogen  af  Detenninanterne  i  Systemet  (3),  saa  kraeves 
der  ikke  nogen  Betingelse  for  Omdannelsen  til  Normalformen  (1). 
Denne  kan  altsaa  altid  ivaBrksaettes  ved  for  (x  -J-  t|)  og  (x  +  £2) 
at  benytte  de  lineaere  Faktorer  i  hojre  Side  af  den  ved  (9)  frem- 
stillede  Ligning.  Denne  Losning  af  3die  Grads  Ligningen,  som 
forst  er  angivet  af  Cayley,  er  den,  som  saedvanlig  an&res  i  Laere- 
bogerne  i  nyere  Algebra. 

Endvidere  ses,  at  naar  den  kvadratiske  Resolvente  (9)  har  lige 
Rodder,  maa  3die  Grads  Ligningen  have  to  lige  store  Rodder. 

For  Ligningen  af  4de  Grad  kraeves  paa  lignende   Maade,   at 


Determinanten 


a, 


a 


a, 


a,     a. 


a. 


a, 


a. 


a, 


som  er  en  af  Ligningens  to  In- 


varianter,  maa  forsvinde,  for  at  Ligningen  skal  kunne  bringes  paa 
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Formen  (1).     Den  har  tre  lige  Itedder,  naar  denne  Betingelse  er 
opfyldi,  og  deauden  Ligningen  (9)  &ar  lige  Redder. 

Efter  Unders0gelsen  af  de  Iigniflger,  som  ved  en  tinenr 
Transformation # kunne  reduceres  til  buLoote,  buttle,  nu  f0ige  en 
tilsrorende  af  dem,  som  dannes  af  den  binome  Ligning  ved  kva~ 
diatiske  Traneformationer.  Uden  at  indlade .  mig  paa  en  n*rjere 
Dr0ftelse  af  disse  skal  jeg  ved  denne  Lejlighed  berjare  et  apecielt 
Tilfaelde,  som  staar  i  njarje  Forbindelse  med  et  JSmne,  der  tidligere 
er  behandlet  her  i  Tidsskriftet.  I  dettes  Aarg.  1885  S.  39  har 
Dr.  A.  S.  Guldberg  angivet  den  almindelige  Form  af  de  Ligninger 
af  w'te  Qrad,  hvis  R0dder  have  Formen 
n  n 


#=»  wr 


V4+v^-^+^V4-y?^.  <-> 


n 


hvor  wn  =  1.  Sartter  man  her  •*  l/y  + 'V  4"  —  *"  "  -B"' 
aaa  86s  let,  at  man  kan  saette 

1  T> 

x  -  12"  +  —x. 
Transformerer  man  altsaa  Ligningen  ved  at  saette 

i 
saa  faas  y  —  HP  eller  t/n  —  JB, 

hvorved  den  altsaa  reduceres  til  en  binom  Ligning.  Af  denne 
fremgaar  atter  Ligningen  i  x  ved  at  saette 

y  =  Y±y^-B.  (14) 

Resultatets  Alinengyldighed  forringes  ikke  vaBsentlig,  naar  man  i 
Stedet  for  denne  seatter 

y^x  +  ^2  __  l7  (15) 

idet  man  fra  den  kan  gaa  over  til  den  foregaaende  ved  for  x 
og  y  at  s»tte  henholdsvis  xx  og  At/,  hvor  x  og  A  ere  paseende 
valgte  Konstanter.     Af  yn  —  B  faas  da  Ligningen 

V.  Bnkke.    5.  Aargang.  4 
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(x±Vx*  —  l)n  —  B. 
som  i  udviklet  Form  kan  findes  ved  at  udfere  Potensopbzrftningen 
paa  venstre  Side  og  bagefter  bortskaffe  Bodsttfrrelsen  Vx*  —  1. 

Den  derved  fremgaaende  Ligning  i  x  vil  ikke,  som  det  kande 
formodes,  blive  af  fcgjere  Grad  end  n.  Letteet  ses  dette  ved  at 
bemssrke,  at  Ldgningen  ogsaa  kan  dannes  ved  at  ssstte 

(Or  +  Vx2  —  l)n  —  B)  ((x  —  Vx*  —  l)n  —  B)  —  0. 
Hen  derved  faas  efter  Udforelsen  af  Multiplikationen 

1  +  B2  —  B((x  +  Vx2  —  l)n  +  (x  —  Vx2  —  l)n)  —  0 
eller 

2B(a?  +  «,  a*""2  (x2  —  1)  +  w4  a*-4  (x2  —  I)2  + 

n%aP~*(x*  — I)* +...)  —  B2  +  1, 
hvor  n„  w4,  n6  betegne  Binomialkoefficienter. 

Efter  Bortdiviedon  af  B  kan  Ligningen  ogsaa  skrives 

a*  +  n%  c^"%  (x2  —  1)  +  w4  **-4  (x1  —  l)a  +  . . . 

"(16) 


-K*+i> 


Yed  SammenHgning  med  den  af  Dr.  Quldberg  an&rte  Form 
maa  bL  A.  det  bemaarkes,  at  2x  i  denne  Ligning  svarer  til  x 
hos  Dr.  0. 

Ligningen,  som  den  her  er  forelagt,  vil  altsaa  l0ses  ved  at  saette 

2  a?  «  y  H , 

y 

hvorved  den  reduoeres  til  en  binom  Ligning  af  rite  Grad  i  y  eller 
rettere    sagt   til   en  Ligning   af  Formen   yw  4-  y~*n  «=*  B  +  •=-, 

vresentligt  Fremskhdt  med  Hendyn  til  Opl0sning  af  forelagte  Lig- 
ninger,  om  hvis  Beskaffenhed  intet  forud  var  bekjendt,  maatte  der 
forst  angives  den  almindelige  Betingelse,  Eoefficienterne  maatte 
opfylde,  for  at  Ligningen  ved  en  line®r  Transformation  knnne  om- 
dannes  til  den  i  (16)  angivne  Normalform.  Selve  Opl0sningen  vilde 
da  neppe  frembyde  nogen  Yanskelighed. 
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EXAMENSOPGAVER. 


Afgangsexamen  for  Studerende.    Januar  1887. 

Arithmetik. 

1.  Hvilke  hele  og  positive  Yaerdier  af  x  og  y  tilfredsstille 
Ligningen  

ix  +  Vy  +  Vx  —  Vy  —  14, 
naar  alle    Rodsterrelserne    skulle   have   de   i   Ligningen   angivne 
Fortegn? 

Det  mindste  Par  fundne  Yaerdier  proves  ved  Indsaettelse  i  den 
givne  Ldgning. 

2.  En  Mand  kj0ber  1.  Januar  1865  et  Stykke  af  en  Bygge- 
grund  for  1000  Kr.  og  1.  Januar  1870  det  jmige  for  3000  Kr. 
Hjgi  bortsselger  1.  Januar  1875  et  Stykke  for  8000  Kr.  og  1.  Januar 
1880  det  0vrige  for  4000  Kr.  Hvormange  Procent  pro  Anno  har 
han  haft  af  denne  Forretning? 

Geometri. 

1.  En  regelmaessig  5-sidet  Pyramidestub  er  omskreven  om 
en  Kugle.  Kadierne  i  Grundfiadernes  indskrevne  Cirkler  ere  R 
og  r.    Find  Stubbens  Yolumen  og  hele  Overflade. 

2.  Gjennem  et  Punkt  af  en  Parabel  ere  dragne  Liniepar, 
hvis  Yinkel  halveres  af  Parablens  Normal.  Bevis,  at  Forbindelses- 
linien  mellem  et  saadant  Liniepars  andre  Skjaeringspunkter  med 
Parablen  gaar  igjennem  et  fast  Punkt.  I  hvilke  Punkter  ber0res 
Parablen  af  Tangenter  fra  dette  Punkt? 

Beregningsopgave. 
Beregn  Overfladen  af  Tetraedret  ABCD,   naar  Z.  CAD  =* 
42°  8'  16",  ZL  DAB  —  L.  BAC  -=  57°  19'  42",  AB  -  0,5183', 
BC  =»  BD  =  0,4958',  og  naar  det  er  givet,  at  Trekanterne  BAC 
og  BAD  ikke  ere  kongruente. 

Beregn  endvidere  de  Stykker,  hvori  Kanten  CD  deles  af  AB'b 
Projektion  paa  Planen  CAD. 

4* 
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Projektionstegning. 

Tre  Punkter  a,  6,  c  ere  givne,  hvert  ved  sine  to  Billeder 
(Projektioner),  og  ingen  af  disse  Forbindelseslinier  er  parallel  med 
eller  vinkelret  paa  Grundlinien  (Projektionsaxen).  Der  80ges  Bil- 
lederne  (Projektionerne)  af  Skjaeringslinien  mellem  de  Kugler  med 
Centrene  a  og  6,  som  gaa  igjennem  c,  samt  det  vandrette  Spor 
af  en  Kegleflade  gjennem  denne  Skj&ringslinie  og  med  Toppunkt 
i  det  Punkt  af  den  ene  Kugle,  som  er  fjernest  fra  den  vandrette 
Billedplan. 

De  lards  Skolers  Afgangsexamen.    Juni  1887. 

Arithmetik. 

1.  L0s  Ligningen 

37  [x2  —  2  (m  —  1)  x  +  m2]  +  17  m  =  3142 

med  Hensyn  til  #,  og  find  de  hele  og  positive  Y»rdier  af  w,  for 
hvilke  R0dderne  blive  reelle  hele  Tal. 

Det  b0r  af  L0sningen  fremgaa,  at  den  eller  de  fundne  Yaerdier 
for  m  virkelig  ere  de  eneste  brugelige. 

2.  Find  en  Differensr&kke  med  et  lige  Antal  Led,  naar  dette 
Aatal  2  w,  Leddenes  Sum  s  og  Forskjellen  /  mellem  Summen  af 
Kvadraterne  af  Leddene  med  lige  Nummer  og  Summen  af  Eva* 
diaterne  af  Leddene  med  ulige  Nummer  ere  givne. 

Expl.     n  —  3,  *  — /—  91. 

Opl.  1.     Man  finder 


ym 


t    ,    .  ,~*.9  —  91m 
x  —  m  —  1  + 


37 


For  at  B0dderne  skulle  vsere  reelle  og  hele,  maa  man  have,  at 
3179 — 91m  er  positiv  og  delelig  med  37  og  Kvotienten  et  Kva- 
drattaL    Ligningen 

91  m  +  37  n  —  3179 

giver  som   det  eneste  positive  Rodpar  m  =  2,  n  =  81,    hvor   n 

10 


virkelig  er  et  Kvadrattal.     m  —  2  giver  x  —  , 


—    8. 
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8.     Wet  a2r  —  a2r_!  —  (a^r  —  a2r-l)   (a2r  +  a2r-l)  — 

* 

&  iHr  4"  a2r— 1)>  kyor  d  er  Differensen,  bliver  d  —  jLf  hvorefter 
Opgaven  er  let. 

Beregningsopgave. 

1.  Find  x  af  Ligningen 

cos  3  a;  —  (cosa)CMa, 
naar  a  —  57°  3'  15". 

2.  178530  Er.  udlaanes  til  4  pro  Cent  i  aarlig  Rente. 
Ojaelden  med  Rente  og  Rentes  Rente  afbetales  Ted  aarlige  Ud- 
betalinger,  den  f0rste  3  Aar,  after  at  Gjralden  er  stiftet.  Udbeta- 
lingeme  ere  paa  20000  Kr.  undtagen  den  sidrte,  som  er  mindre. 
Hvor  mange  Udbetalinger  ere  ngdvendige?  og  kvor  star  mta  den 
fiidste  Udbetaling  vaare? 

(log  1,04  —  0,0170333). 
Opl.  1.    Man  maa  have 

log  cos  x  =  cos  a  .  log  cos  a, 
og,  idet  begge  Sider  i  denne  Ligning  ere  negative, 

log  (  —  log  cos  3#)  —  log  cos  a  -f*  toff  ("*"  1°9  cos  aY 
log  cos  a  —      9,73647  —  10  —  —  0,26453 
log  (—  log  cos  a)  =      9,42248  —  10 

log  (—  log  cos  3  x)  —      9,1 5795  —  10 

log  cos3x**>  —  0,14386  —  9,85614  —  10, 

?s  —  +  44*  6*  30-'  +.p.  3608,  x  —  +  146  42'  10"  +  p.  120* 

2.    Sorites  178530  —  A,  20000  —  q  og  0,04  —  r,  bestemmes 

Antallet  af  Udbetalinger  n  ved 

w      ^j-toy(g--A(l+r)'r)>w_1 

lt>g(l+r) 

A  (1  +  r)»  r  —  7724* 

?  —  4  (1  +  r)» .  r  —  18876, 

0,21197  . 

n>  0^01703  >  n  ~~  * 

giver  n  «*-  13. 


^11 

1 


j 
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Betaltes  der  ogsaa  sidste  Gang  20000  Er.,  vilde  derved  vwre 
betalt  f0lgende  Betob  for  meget 

e  (1+y)    -t-1  —  A(l  +  r)15  —  332538  -  321521, 

eller  11017  for  meget  Sidste  Gang  skal  der  altsaa  kun  betales 
20000  —  11017  —  8983  Kr.,  hvor  det  sidste  Offer  dog  ikke  er 
paalideligt. 

Yed  Beregningen  af  n  ere  Interpolationerne  selvfolgelig  over- 
ftedige,  naar  man  som  her  ikke  benytter  Broken  til  Beregning  af 
sidste  Udbetaling. 


Geometri. 

1.  En  Cylinder  med  Hejden  h  er  indskreven  i  en  Eagle 
med  Radius  r.  Find  Diameteren  i  den  Kugle,  der  har  samme 
Yolnmen  (Rumfang)  som  det  ringformede  Legeme,  der  begrsenses 
af  Cylinderens  krumme  Overflade  og  af  et  Bselte  (en  Zone)  af 
Kuglefladen. 

Hvor  stort  maa  Forholdet  —  vsere,  naar  n  saadanne  Eugler 

skulle  kunne  ligge  saaledes  inden  i  Cylinderen,  at  enhver  af  dem 
berflrer  to  andre  samt  Cylinderens  krumme  Overflade? 
ExpL    n  —  6. 

2.  Find  Ligningen  for  det  geometriske  Sted  for  et  saadant 
Punkt,  at  Tangenter  derfra  til  2  givne  lige  store  Cirkler  danne  en 
given  Sum.  (Tangenterne  ere  regnede  mellem  Punktet  og  Bjffrings- 
punkterne.  Eoordinatsystemet  vaelges  saaledes,  at  Ligningen  fear 
en  simpel  Form). 

Hvilke  Eurver  kan  den  fondne  Iigning  fremstille? 

Opl.  1.  Af  bekjendte  Formler  udledes  let,  at  h  bliver  den 
S0gte  Eugles  Diameter.  De  i  Cylinderen  indesluttede  Eugler 
ber0re  altsaa  af  sig  selv  dennes  Grundflader.  S»ttes  nu  Cylin- 
derens Grundflades  Radius  1/r*  —  -j-  h2  —  p,  maa  Storcirklerne 
i   de   i  Cylinderen   indesluttede  Eugler  med  Diameteren  h  inde- 
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shrttes  i  en  Cirkel  med  Badius  q.     Skal  der  vsere   n   saadanne, 
80m  berore  den  ydre  Cirkel  og  hinanden  2  og  2,  maa  man  hare 


h       /         h\    .    180° 


altsaa  ved  Elimination  af  q 

180° 


stn 


2 


*!  _  4  w 


r2       /  i    i  o   •   180Q   i    o    •  .  180° 
'   1  +  2  stn \-  2  sin2 


n  n 

h      1  IT 
n  —  6  giver 


±-Vf 


2.  Tages  de  givne  Cirklers  Centerlinie  til  Abscisseaxe,  dens 
Midtpunkt  til  Begyndelsespunkt,  og  kaldes  de  givne  Cirklers  Radife 
a,  Centerlinien  2  c,  Tangenterne  fra  et  Kurvepunkt  t  og  V  og  deres 
Sum  24,  haves 

p  —(x  —  c)2+y2-a2, 
altsaa  ?2  —  *2  —  4xc. 

Danu  ?  +  *  — 2A 

2xc 


faas  if  —  f  — 


A  ' 


—  *a 


altsaa  tf  =•  A =-, 

A 

og  ved  Indseettelse 

&2 r* 

ftI      a'  +  y2  —  a'  +  A2  —  c2. 

Denne  Ligning  fremstiller,  t 

Va*  _l  £* 
— k»  _    » 

og  2  l/a*  +  A2  — c2  paa  a;-  og  y-Axen; 

2)  naar  A2  —  c2,  et  Par  rette  Linier  parallele  med  Abscisseaxen; 

3)  naar  c2  —  a2  <  A2  <  c2,  en  Hyperbel  med  2den  Axe 

VQ*  -Ufa*  c2  

—  ^       ,f —  paa  Abscisseaxen  og  lste  Axe  2  Va2  +  A*  —  c2 

paa  Qrdinataxen; 
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4)  naar  &*  —  c*  —  a*,  et  Par  rette  Linier  gjennem  Begyn- 
deteefpunktet; 

5)  naar  k2  <  c2  —  a2,  en  Hyperbel  med  fgrste  Axe 

Vc2 a2 fcl  
— p —  paa  Abscisseaxen  og anden  Axe  2  Vca  —  a2 — k2 

paa  Ordinataxen. 

(En  Unders0gelse  af,  med  hvilke  Fortegn  t  og  tx  maa  regnes 
for  de  forskjellige  Dele  af  det  geometriske  Sted,  fordres  ikke  og 
vilde  vsere  for  vidtl0ftig  til  at  forlange  ved  Examen,  men  vil  afgive 
en  god  Ovelse  i  Diskussion  af  analytisk  Geometri). 

Projektionstegning. 

Tegn  feret  Billederne  (Projektioneme)  af  tre  kongraente  og 
rette  (retstaaende)  Eegler,  hvis  Grundflader  ligge  i  den  vandrette 
Billedplan  (horizontale  Projektionsplan)  og  ber0re  hinanden  to  og 
to,  og  hvis  Toppunkter  ligge  over  den  nravnte  Billedplan.  Be- 
liggenheden  skal  vsere  en  saadan,  at  ingen  af  de  fseUes  Tangent- 
planer  til  Eeglerne  staar  vinkelret  (lodret)  paa  den  lodrette  Billed- 
plan (vertikale  Projektionsplan).     Eonstruer  dernaest  Billederne  af 

$  en  fjerde  Eegle,   som  er  kongruent  med  de  tre  ferste,  men   mod 

Toppunktet  nedad,  og  hvis  vandrette  Spor  ber0rer  hver  af  de 
ferstes  Grundflader.    Eeglerne  betragtes  som  uigjennemsigtige. 

2  Tillige  konstrueres  det  lodrette  Billede  af  den  Eurve,  hvori 

den  fjerde  Eegleflades  Forlaengelse  ud  over  sin  Grundflade  skjaerer 
en  ydre  fielles  Tangentplan  til  to  af  de  tre  forste  Eegler,  samt 
denne  Skjaeringskurves  sande  Figur.     Eeglefladens  Forlaengelse   og 


t 


i\ 


|  Tangentplanen  betragtes  som  gjennemsigtige,  og  Skjaeringskurvens 


\ 


Projektion  og  sande  Figur  trekkes  fuldt  op. 


Almindettg  Forberedeteesexamen.    Marts  1887. 

Arithmetik. 
1.    Udtrykket 

2x-3 1 


x*  —  3a:-f-  2   '   x*  —  5a +  6 
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skal  flammentrnUcea  til  Sn  Brtfk;  denne  akal  forkortee,  og  det  skal 
ajgjtfres,  hvor  stor  x  skal  vwre,  for  at  den  forkortede  Br0k  skal 
v»re  Nul,  og  hvor  stor  x  skal  vme,  for  at  den  forkortede  Birik 
skal  v»re  uendelig  stor. 

2.  Man  skal  ved  Logarithmer  beregne  Vrardien  af 

3.  Find  x  af  Ligningen 

x\+logx  _  100> 

OpL  1.    Den  forkortede  Brok  er 

_      2  (x  —  a) 

*       (a?  -  1)  (x  -  3)' 
x  =  2   giver  y  —  0, 
a?  —  1    giver   y  —  oo, 
a?  —  3   giver  y  —  oo. 

2.  Man  fear:     log  x  —  (0,15490) 2  «  0,02399. 

£  —  1,0568. 

3.  Ved  at  tage  Logarithmen  faas: 

(log  x)2  -f  log  x  —  2  —  0, 

10 


log  x  — 


-2'       X~{    l 


100 


Geometri. 

1.  At  kanstruere  en  regelm&esig  Ottekant,  naar  Leengden  af 
dens  mindste  Radius  er  given. 

2.  I  en  retvinklet  Trekant  er  Hypotenusen  givet  lig  2r,  dm 
ene  spidse  Vinkel  er  18°.  Fra  den  rette  Yinkels  Spids  til  Hypo- 
tenusens  Midtpunkt  er  tegnet  en  ret  Linie. 

Hvor  lang  er  denne  Linie,  og  hvilke  Vinkler  danner  den  med 
Hypotenusen?  Hvor  store  ere  Katheterne  i  den  retvinklede  Tre- 
kant? Hvor  stort  er  Arealet  af  den  retvinklede  Trekant? 

3.  I  en  Cirkel  er  indskrevet  en  regelmaassig  Sexkant,  hvis 
Areal  er  1  Q'.    Hvor  stort  er  Cirklens  Areal? 

Opl.  1.  Kn  regelmaassig  Ottekant  indskrives  i  en  Cirkel  med 
den  givne  Radius.  Derefter  tegnes  Tangenter  til  Cirklen  gjeanew 
Ottakratens  Vinkekpidser. 
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2.  Medianens  Laengde  er  r.  Dens  Tinkler  med  Hypotenusen 
ere  36°  og  144°.  Den  ene  Kathete  er  Side  i  en  regelmaeesig 
Tikant  med  storste  Radius  r  og  altsaa  lig 

f(V5-D. 
Den  anden  findes  ved  den  pythagorseiske  Saetning  at  vaere 

~  VlO  +  2  V&. 

Arealet  er  Y—  VlO  —  2  Vb. 

4 

3.  Kaldes  Cirklens  Radius  r,  giver  Sexkantens  Areal 

Cirklens  Areal  bliver  da: 

2tt 


2 


C  —  nr 

log  C  —  0,08250, 
C—  1,2092  D'. 

Praktisk   Regning. 

1.  En  Mand  begynder  en  Forretning  med  7000  Kr.;  paa 
denne  Sum  tabes  i  det  f0rste  Aar  4  Procent;  paa  Resten  af  Kapi- 
talen  tabes  i  det  andet  Aar  5  Procent;  paa  den  derefter  tilbage- 
blevne  Kapital  tabes  i  det  tredie  Aar  6  Procent;  paa  det  Bel0b, 
som  derefter  er  tilovers,  vindes  i  det  rjerde  Aar  7  Procent;  paa 
det  Belpb,  som  Kapitalen  derved  er  voxet  til,  vindes  i  det  femte 
Aar  8  Procent.    Hvad  ejer  Manden  efter  Udtebet  af  de  fern  Aar? 

Dersom  Forretningen  i  de  fire  f0rste  Aar  gaar,  som  ovenfor 
er  angivet,  saa  sp0rges  der  om,  hvor  mange  Procent  der  i  det 
femte  Aar  skal  vindes  paa  det  Betob,  som  Kapitalen  udgjgr  efter 
Udl0bet  af  det  fjerde  Aar,  for  at  Manden  ved  U&babet  af  det  femte 
Aar  atter  kan  eje  7000  Kr,? 

2.  En  Mand  kj0ber  720  Tjander  Korn  for  12  Kr.  48  0re  pr. 
T0nde.  Eornet  forsendes  med  Skib  til  det  Sted,  hvor  det  skal 
sselges.  Forsendelsesomkostningerne  udgjore  5  Procent  af  Indkj0bs- 
prisen.  En  Del  af  Ladningen  beskadiges  paa  Yejen,  saa  at  en 
Sjettedel  af  Kornet  maa  sselges  saaledes,  at  der  tabes  %\  Procent 
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af,  hvad  denne  Sjettedel  ialt  har  koetet  (o:  af  dens  Indkj0bspris  og 
Eorsendelsesomkostninger  tilsammen).  En  Trediedel  af  Koraet  maa 
snlges  for  netop  det  samme  Belgb,  som  denne  Trediedel  ialt  har 
kostet.  Resten  seelges  saaledes,  at  der  vindes  8$  Procent  af  det 
Betab,  som  denne  Best  ialt  har  kostet  Hvor  mange  Procent  af 
det  Betob,  som  alt  Koraet  ialt  har  kostet,  har  Manden  tjent  ved 
denne  Forretning? 

OpL  I.    Den  i  Opgavens  ferste  Del  s0gte  Eapital  er: 

x  —  7000  .  0,96  .  0,95  .  0,94  .  1,07  .  1,08, 

log  x  —  3,84102, 

x  —  6934,6  Kr. 

Kaldes  den  i  Opgavens  anden  Del  S0gte  Rentefod  for  y,  saa  er: 

7000  .  0,96  .  0,95  .  0,94  .  1,07  (1  +  y)  —  7000, 

1  ^  y  —  0,96  .  0,95  .  0,94  .  1,07' 

log  (1  +  y)  —  0,03760, 
1  +  y  —  1,09018,  o:  9,018  Procent. 
2.    Kaldes  den  ubekjendte  Rentefod  #,  har  man: 

—  720  .  12,48  .  1,05  .  (1  +  x\ 
#=  5p,  o:  3J  Procent. 

4de  Klasses  Hovedexamen  og  aim.  Forberedelaesexamen. 

Juni  1887. 

Arithmetic 
1.  515  Kr.  ere  satte  paa  Rente  og  Rentes  Rente  til  den 
aarlige  Rentefod  4  p.  Ct  i  3  Aar;  den  nye  Sum  derpaa  til  den 
aarlige  Rentefod  3}  p.  Ct  i  2  Aar,  og  den  derved  fremkomne  Sum 
til  den  aarlige  Rentefod  3  J  p.  Ct.  i  1£  Aar.  Renten  leegges  halv- 
aarlig  til  Kapitalen.  Hvor  stor  er  den  oprindelige  Kapital  bleven? 
Hvor  stor  vilde  den  vrore  bleven,  hvis  den  hele  Tiden  havde  staaet 
til  den  aarlige  Rentefod  3}  p.  Ct,  og  Renten  halvaarlig  var  lagt 
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i 

til?  Til  hvilken  aarlig  Rentefod  skulde  den  have  veeret  sat  ud  hele 

Tiden,  hvis  den,  ogsaa  med  halvaarlig  Rente,  skuMe  hare  naaet 
den  Bamme  Stpn-else,  som  den  voxede  til  paa  den  ferste  Maade? 
2.  8a?-6  -f  999ar-a  —  125.  Bind  x. 
8.  3  Differensr»kker,  hver  bestaaende  af  n  Led,  begynde 
alle  med  1.  Differenserne  ere  henholdsvis  1,  2  og  3.  Find 
R&kkernes  sidste  Led  (tiy  t2,  tz)  og  Summen  af  hver  R&kke 
($,,  sa,  *,),  og  vis,  at  t2  er  Middeltallet  mellem  tt  og  <„  og  lige- 
ledes  89  mellem  st  og  s8.  Hvor  stor  skulde  Differensen  v»re  i 
den  anden  Rsekke,  for  at  s2  skulde  v»re  Mellemproportional  mellem 
*i  °8  ss?  Til  Ezempel  for  det  sidste  Spargsmaals  Yedkommende: 
n  —  17. 

OpL  1.  515 . 1,02«  .  1,01875* . 1,01758  —  x, 

logx  —  2,71181  +  0,05160  +  0,03226  +  0,02260  —  2,81827, 

x  —  658,07  Kr., 

515.1,048751»  =  a;1, 

logxl  —  2,71181  +  0,10485  ==  2,81666, 

xx  —  655,63  Kr. 


V 


658,07 


,  Ug  (1  +  r)  -  ±  (2,81827  -  2,71181)  - 


515  7     *y     l     '       13 

0,00819  —  log  1,01905. 
r  —  0,01905,  svarende  til  3,81  p.  Ct,  p.  A^ 

Ana  af  Redaktionen.  Skjent  en  Forretningsmand  ikke 
noget  0jeblik  vilde  vsere  i  Tvivl  om,  at  Meningen  af  de  brugte 
Udtryk  er  den,  at  4  p.  Ct.  p.  A.  skal  forstaas  som  2  p.  Ct.  halv- 
aarlig o.  s.  v.,  saa  kan  det  samme  dog  ikke  med  Sikkerhed  rentes 
at  gjelde  om  Eleverne,  da  Laeretogerne  netop  meget  skarpt  frem- 
h»ve  Forekjellen  mellem  4  p.  Ct.  helaarlig  og  2  p.  Ct  halvaarlig, 
uden  paa  den  anden  Side  at  meddele  noget  om,  hvorledes  Sprog- 
bmgen  er  i  det  praktiske  Liv.  Det  havde  derfor  vaeret  at  fore- 
trtekke,  at  Opgaven  havde  vwret  affattet  i  Udtryk,  som  vare  i 
Overensstemmelse  med  den,  Examinanderne  plejede  at  benytte. 

J.  P.  G. 

OpL  2.    (or-8)1  +  ^  x-«  —  ^  —  0  giver 
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#  —  2. 


XT*  =* 


—  125,     x y. 

OpL  3.    tl—n)ti  —  2»  —  1,  t3  =  3n  —  2, 

Sa_(3„_i).|-ln».-£L+i>, 

^-2+V(n+l)(3n-l)  leterrf=  7  eUerrf 

»  —  1  4 


Geometri. 

1.  I  en  Trekant  ABC  er  AB  —  BC.    Fra  S  er  henad  £A 

» 

og  1?C  afeat  Stykkerne  BD  og  J322  henholdsvis   —  —  BA  og 

«■  Y  £C.     i)-E  skjaerer  AC*  Forlaengelse  i  F.     Hvor  lang  er 

CF  udtrykt  ved  AC? 

2.  Konstruer  et  Bektangel,  der  i  Areal'  er  ligt  et  givet 
Kvadrat  med  Siden  a.  Rektanglets  Sider  have  en  Forskjel  =  en 
given  Linie  6. 

3.  En  Cirkel  med  Radius  -  r  er  given.  Gjennem  dens 
Centrum  og  Endepunkterne  af  en  Bue  paa  60°  er  beskreven  en 
anden  CirkeL  Man  skal  finde  Arealerne  af  de  derved  fremkomne 
krumlinede  Figurer,  udtrykte  ved  r. 

OpL  1.   DragesGJB^iiCsaaerGj;—  i-AC;  DG  —  ^BA. 

^-^  =  4-;  AF  —  AC+CF  —  9GE  —  3AC, 

AF      DA       9  ' 

CF  —  2  AC 
Man  kunde  ogsaa  drage  en  Linie  gjennem  D  ?&  AC  eller  gjennem 

C*AB. 

Opl.  2.  Tegnes  en  Cirkel  med  Diameter  b  og  bestemmes 
udenfor  denne  et  Punkt  A,  saaledes  at  en  Tangent  til  Cirklen  fra 
dette  er  lig  a,  og  drages  endelig  fra  dette  Punkt  en  Linie  gjennem 
Centrum,  saa  faas  umiddelbart  Rektanglets  Sider  bestemte  som 
A&tandene  fra  A  til  Liniens  Skj»ringspunkter  med  Cirklen. 
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Opl.  3.    De  80gte  Arealer  ere  henholdsvis 
g(8V8-ii);    ^(7tt-3i/3);    g  (11  tt  +  3  l/3). 


Praktisk  Begning.     (Aim.  Forberedelsesexamen). 

1.  En  Mand  sender  en  Blinding  af  2  Sorter  Eorn  til  England. 
Den  ene  Sort  er  kj0bt  for  12  Kr.  pr.  Td.,  den  anden  for  12  Kr. 
50  Ore  pr.  Td.  Undervejs  fordsarves  £  af  Kornet  og  bliver 
us»lgeligt;  Besten  sselges  for  1 J  Lstr.  pr.  Quarter,  for  ialt  960  Lstr., 
hvilket  er  420  Er.  mere  end  Indkj0hspiisen  for  alt  Kornet.  Hvor 
mange  Tdr.  blev  der  kj0bt  af  hver  Sort?  (10  Quarter  «  21  Tdr. 
1  Lstr.  =-  18  Kr.  25  0re). 

2.  En  Mark  har  Form  af  et  Bektangel  med  Siderne  1390,6 
Alen  og  206,79  Alen.  Den  besaas  med  Bug,  hvortil  medgaar 
7,4326  Skp.  pr.  Td.  Ld.,  og  der  h0stes  13,107  Fold,  hvoraf  }{ 
sadlges  for  14  Kr.  75  0re  pr.  Td.  Hvor  meget  indkommer  derfor? 
(1  Td.  Ld.  —  14000  Q  Alen). 

Opl.  1.    ~^r   giver   533$    Qu.,   som   er   —    1120   Td.      A 

kj0bte  altsaa  1400  Td. 

960  Lstr.  —   17520  Kr.,   Indkj0b8pri8en   var   17520  Kr.   — 

420  Kr.  —  17100  Kr. 

12 a: +  12 J  (1400  -x)  -17100;  #«800Td.,  1400  -  x  —  600  Td. 

^   .    0     1390,6  .  206,79  .  7,4326  .  13,107  .  13 .  14,75      . 
0pL  2'     14000.2.8.27 *™ 

efter  Forkortning  og  Udregning  ved  Logarithmer  1776  Kr.  32  Ore. 


Adgangsexamen  ved  Polyteknisk  Laereanstalt.    Juni  1887. 

1.  1.  Konstruer  en  Trekant,  som  er  ligedannet  med  en  given 
Trekant,  og  som  har  sin  ene  Vinkelspids  i  et  givet  Punkt,  medens 
de  to  andre  falde  i  en  given  Cirkelperiferi. 

2.  Konstruer  en  Cirkel,  som  gaar  igjennem  to  givne  Punkter,  me- 
dens Tangenterne  fra  et  tredie  givet  Punkt  danne  en  given  Vinkel. 

II.  1.  I  en  Trekant  er  givet  den  ene  Side,  Hojden  paa  denne  og 
Forholdet  mellem  de  to  andre  Sider.    Hvorledes  udtrykkes  disse? 
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* 

2.  En  Cirkel  gaar  gjennem  to  Punkter  A  og  2?,  medens 
Tangenterne  fra  et  tredie  Punkt  C  danne  en  given  Vinkel  2  v. 
Beregn  Cirklens  Radius,  idet 

1(7— 125;  45  —  112;  Z.  CjLB  —  90°  og  cos*  t;  —  tin  v. 

IH.  1.  Hvor  stor  er  sterste  Radius  i  det  regulaere  Ikocaeder, 
naar  Eanten  er  a? 

2.  Mellem  to  koncentriske  Eugler  med  Radierne  B  og  r 
ligge  n  Eugler  saaledes,  at  enhver  af  dem  r0rer  de  to  koncentriske 
Eugler  og  alle  de  Eugler,  der  omgive  den.  (Om  enhver  Eugle 
ligger  saaledes  en  Ereds  af  Eugler,  der  r0re  den,  og  af  hvilke 
enhver  r0rer  de  to  nsermeste  af  Eredsen).  For  hvilke  V»rdier 
af  Forholdet  B :  r  og  af  ri  er  dette  muligt? 

IV.  I  en  Parabel  indskrives  en  Trekant  ABC  saaledes,  at  AB 
og  AC  ere  Eurvens  Normaler  i  Punkterne  B  og  C.  Bestem  de 
geometriske  Steder 

1)  for  Skjaeringspunktet  af  Medianerne  i  Trekant  ABC  og 

2)  for  det  Punkt,  hvis  Abscisse  og  Ordinat  ere  Mellempropor- 
tionaler  mellem  henholdsvis  Abscisser  og  Ordinater  til  Punkterne 
B  og  C.    (Uden  Hensyn  til  Fortegnene). 

Eoordinatsystemets  Stilling  antages  at  vsere  den  saedvanlige. 


MINDRE  MEDDELELSER. 


I.  Naar  p  og  q  ere  indbyrdes  primiske,  vil  Divisionen 

(a?y— l)(s— 1) 

(xP  —  \)(x*  -  1) 
gaa  op,  og  det  Udtryk,  /(#),   som  fremkommer,  vil  have 
alle  sine  Eoefficienter  lig  0,  -J-  1  slier  —  1. 

1.     At  Divisionen  gaar  op,   folger  af,  at  ocP  —  1  gaar  op  i 

(x  —  1)  (1  +  x*  +  x*  +  a&  +  .   .  a**-1)*)  —  <f  (x). 
Da  q  er  primisk  med  p,  ville  Tallene 

q,  2q,  3q..  .  (p  —  l)q 
ved  Division  med  p  give  lutter  forskjellige  Rester,  hvoraf  f0lger,  at 


J 


, 
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ip(x)x.  {p—  l)(l  +  x  +  x2  +  ...xP-l)(modx*  —  1), 
saa  at  alteaa  x?  —  1  gear  op  i  y(x). 

For  det  Tilf&lde,  at  p  og  q  ere  Primtal,  er  Saetningen  bevist 
3  i  en  Afhandling  Side  74  i  forrige  Aargang,  og  det  deri  givne  Bevis 

kan  ogsaa  anvendes,  naar  p  og  q  ere  vilkaarlige  primiske  TaL 

2.    Man  har  identisk 

/(*)  .  (xP  —  1)  -  9(x); 
kaldea  Koeffioienten   til  xn  i  /(a;)   aw   og   i   <p(x)   pn,  has   ved 
ttammenligning 

|  Un—p       anwmm  rnt 

hvoraf     an  —  —  pn  +  an„p  =-  —Pn—Pn-p  +  «»-2p  —  •  •  ■ 

""       Pn       Pn—p       Pn  -%p 
Da  jp(a?)  er  af  Oraden  (p  —  1)  g  +  h  nndes  der  h0jst  q  Led  (0) 

i  «n,  og  Indices  i  disse  Led  give  alle  forskjellige  Rester  ved 
Division  med  q\  nu  giver  en  direkte  Betragtning  af  <p(x),  at 
pn  —  —  1,  naar  q  gaar  op  i  w,  ffn  =**  -f-  1,  naar  w  giver  Resten  1 
ved  Division  med  g,  og  pn  —  0  i  alle  andre  Tilfaelde,  hvoraf  folger, 
j  at  hqjst  et  Led  i  ctn  er  +  1,  toajst  et  ^^  er  —  1  °g  de  0viige 

!  Led  altid  ere  Nul,  saa  at  man  maa  have  an  — »  0,  +  1  eller  —  1. 

(A.  S.  Bang). 

II.     Folgende  elegante  Konstruktion  af  Mellempropor- 

tionallinientilto  givne  a  og  b  turde  fortjene  Opmaerksomhed, 

da   den    vistnok    er   den   i   praktisk   Henseende   simplest   mnlige. 

?  Paa  en  ret  Linie  abetter  man  BC  —  b  og  i  modsatte  Retninger 

CA  —  ££>  —  a.  Oin  A  og  D  som  Centrer  slaas  med  Radius  a 
to  Cirkeibuer,  som  skjsere  hinanden  i  et  Ponkt  0.  Da  er 
()iJ  —  (>(."  den  stfgte  MellemproportionaL  Det  er  ligegyldigt,  om 
a  eller  6  er  stmst,  men  Konstruktionen  bhver  nfijagtigst,  naar  a 
tag«s  ^  6.  Beviset  faas  let  ved  at  fselde  den  vinkelrette  fra 
0  og  slaa  en  af  Cirklente  helt  randt,  idet  da  umiddelbart  ses,  at 

OB  blivw  Xellemproporticnal  til  3  a  og  —  b.    Denne  Konstruktion 

isdkal  fcr  v\  30  Aar  siden  wre  angivet  af  Schweizeren  Gouzy. 
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OM  ALGEBRAISKE  KURVERS  BESTEMMELSE  VED 

PUNKTER. 
(af  H.  G.  Zeuthen). 


Lseren  om  Bestemmelsen  af  en  algebraisk  Kurve  ved  Punkter 
har  et  meget  simpelt  Grundlag,  nemlig  TaBllingen  af  Konstanter  i 
en  algebraisk  Ligning  og  Dannelsen  af  lagninger  af  forste  Grad 
til  Bestemmelse  af  Konstanterne  ved  Indsaettelse  af  de  givne 
Punkters  Koordinater.  Den  kan  derfor  fremstilles  og  i  sine  Hoved- 
traek  forstaas  strax  efter  den  analytiske  Geometris  ferste  Begyn- 
delsesgrunde.  Den,  som  ikke  vil  blive  paa  Overfladen,  men  vil 
gj0re  sine  Beviser  uangribelige  og  udtale  sine  Saetninger  saaledes, 
at  ingen  Graenser  for  deres  Anvendelse  forblive  tvivlsomme ,  vil 
derimod  paa  dette  Omraade  finde  ret  betydelige  Yanskeligheder. 

Hvori  disse  bestaa,  kan  antydes  derved,  at  Ssetningerne,  som 
man  har  at  opstille,  handle  om,  at  visse  Grupper  af  opgivne  Punkter 
kim  give  et  mindre  Antal  indbyrdes  uafhrangige  Ligninger  til  Eon* 
stanternes  Bestemmelse.  Saadanne  Saetningers  Yaerd  formindskes 
vsesentlig,  naar  man  ikke  har  paalidelige  Midler  til  at  d0mme  om 
den  indbyrdes  Uafhaengighed  af  de  Bestemmelser,  som  man  beholder 
tilbage,  ja  de  kunne  blive  fdldstaendig  vaBrdil0se,  naar  man  ikke 
engang  iiaar  Vished  for,  at  det  kun  er  i  Undtagelsestilfaelde ,  at 
denne  Uafhsengighed  ikke  kan  opnaas. 

Der  turde  vel  findes  Exempler  paa,  at  disse  Yanskeligheder 
ere  helt  oversete,  og  indenfor  Laerebogsliteraturen  findes  neppe 
noget  Exempel  paa,  at  de  ere  fuldstaendig  overvundne.  I  Stedet 
for  her  at  skildre  deraf  flydende  Svagheder,  skal  jeg  nejes  med  at  hen- 
vise  til  min  Anmeldelse  her  i  Tidsskriftet  (1877)  af  Jul.  Petersen: 
Analytisk  Geometri  II,  hvor  jeg  har  vist,  at  end  ikke  denne  For- 
fatter,  som  ellers  ingenlunde  plejer  at  opnaa  sin  store  Korthed  og 
Simpelhed  paa  Nerjagtighedens  Bekostning,  helt  har  undgaaet  dem. 

I  Specialafhandlinger  ere  Yanskelighederne  dog  overvundne, 
navnlig  af  NQther,  hvis  Behandling  dog  er  bleven  for  omfattende 

V.  Beklce.    5.  Aargang.  5 
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for  Laerebtfgerne  derved,  at  han  (saavel  som  Halphen)  har  med- 
taget  Hensyn  til  saadanne  Tilfeslde,  hvor  de  bestemmende  Punkter 
ere  sammenfaldende  Skjaeringspunkter  mellem  givne  Kurver.  Yed 
at  lade  en  Behandling  af  Bestemmelsen  ved  lutter  adskilte  Punkter 
gaa  forud,  har  imidlertid  hans  Discipel  Dr.  Bacharach  i  sin 
Doktordisputats  opnaaet  en  Fremstilling,  som  i  Hovedsagen  nok 
kunde  finde  Plads  i  storre  Laereb0ger  l ). 

Ben  paagjaaldende  Laere v  er  imidlertid  saa  fundamental,  ej  blot 
for  de  algebraiske  Kurvers  og  Funktioners  Theori,  men  ogsaa  for 
LaBren  om  Integraler  af  algebraiske  Differentialer  og  disses  om- 
vendte  Funktioner,  at  det  ikke  er  uden  Betydning  at  opnaa  det 
samme  ad  forskjeUige  Veje.  I  det  her  meddelte  lille  Arbejde  har 
jeg  efter  bedste  Evne  straebt  at  opnaa  den  tilsigtede  Uangribelighed 
ved  de  simplest  mulige  Midler.  Medens  NSther  og  Bacharach  gj0re 
Brug  af  den  algebraiske  Form  for  Bestemmelsen  af  to  Kurvers 
Skjaeringspunkter  ved  Elimination,  har  jeg  S0gt  at  holde  mig  til 
det  saedvanlige  simple  GTundlag  for  Kurvers  Bestemmelse  ved 
Punkter,  idet  jeg  blot  gj0r  de  efterhaanden  vundne  SaBtninger  fuldt 
anvendelige  ved  ej  blot  at  sparge  om  nodvendige  men  ogsaa  om 
tilstraekkelige  Betingelser. 

1.      En    Kurve    af    w'te    Orden    er    bestemt    ved    — *         — - 

Punkter,  hvorigjennem  den  skal  gaa,  naar  blot  disse  Punkter  ere 
indbyrdes  uafhaengige,  det  vil  sige,  naar  ikke  enhver  Kurve  af  w'te 
Orden  gjennem  nogle  af  Punkterne  af  sig  selv  gaar  igjennem 
andre  af  disse. 

Kigtigheden   heraf  f0lger  af ,    at  Kurvens   Ligning   indeholder 

(» +  1) (n  +j)  Koefflcienterj   hvis  IK* +  8)  ForhoM  det  er  til. 

straekkeligt  at  kjende,  samt  at  hvert  givet  Punkt  giver  en  Ligning 
af  f0rste  Grad  mellem  disse. 

For  at  bruge  denne  Saetning  med  Sikkerhed  gjaelder  det  om 


*)  Dette   gjeelder  maaske  ikke   om  Dr.   Valentiners  Behandling   her  i 
Tidsskriftet  af  enkelte  herhen    herende  Sporgsmaal,    hvor    uangribelig 
,     denne  Behandling  end  turde  vare. 
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at  finde  Kjendetegn  paa,  hvor  mange  indbyrdes  uafhsengige  Punkter 
en  given  Punktgruppe  indeholder. 

2.  Vi  begynde  med  at  sp0rge:  Hvor  mange  indbyrdes  uaf- 
haengige  Bestemmelser  af  en  Kurve  af  n'te  Orden  q>n  giver  det, 
at  den  skal  gaa  igjennem  de  nm  Skjaeringspunkter  mellem  en 
given  usammensat  Kurve  ipm  af  m'te  Orden  og  en  given  Kurve  af 
HJte  Orden.  Naar  vi  her  og  i  det  folgende  tale  om  Skjserings- 
punkter  mellem  to  Kurver,  forudsaettes  det,  at  Kurverne  ikke  belt 
eller  delvis  falde  sammen. 

A.  For  n  <  m    kan   man   indse,    at  de   nm  Punkter   fuld- 

staendig  ville  bestemme  yn  og  alteaa  vaere  at  tselle  som  ~*~    - 

indbyrdes  uafhsengige  Punkter.  I  modsat  Fald  vilde  man  nemlig 
kunne  bringe  <pn  til  at  gaa  igjennem  endnu  et  Punkt  af  ipnv 
hvorved  de  vilde  faa  nm  -f-  1  Punkter  faelles,  hvilket  er  umuligt, 
da  den  usammensatte  Kurve  tpm  ikke  kan  vaere  en  Del  af  <pn, 
fordi  n  <  m.  To  Kurver  af  n'te  Orden,  der  skjaere  i/;w  i  de 
samme  Punkter,  falde  altsaa  sammen. 

B.  For  n  >  wi  rille  vi  antage,  at  de  /2m  Skjseringspunkter 
give  nm  —  x  indbyrdes  uafhgengige  Bestemmelser,  eller  at  en 
Kurve  af  w'te  Orden  yn,  der  gaar  gjennem  nm  —  x,  passende 
valgte,  blandt  Skjaeringspunkterne,  ogsaa  gaar  gjennem  de  x  sidste. 
Vi  skulle  bestemme  x  ved  at  80gej  hvor  mange  nye  Punkter  der 
endnu  beh0ves  til  at  bestemme  yw.  Laegger  man  et  af  de  nye 
Punkter  paa  tpw,  faar  denne  sidste  mn  +  1  Punkter  faelles  med 
yn,  og  maa  altsaa,  da  den  er  usammensat,  udgjore  en  Del  af  <pn. 
Den  0vrige  Del  af  denne  bliver  af  Ordenen  n  —  w,  og  den  fuld- 

staBndige  Bestemmelse  af  yn  kraever  altsaa  endnu ^ 

Punkter.     Idet  man  saaledes  fear  en  Kurve  g>n  bestemt  alene  ved 

n  (n  4-  3) 
Punkter,  maa  Antallet  af  de  indbyrdes  uafh»ngige  vaere  =- — . 

Altsaa  er 

n(n  +  3)                               (n  —  m)(n  —  m  +  3) 
s —  nm  —  x  -+-  1  -| ~ , 


hvoraf  x  — 
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(m  —  1)  (m  —  2) 


2 

Altsaa:  De  nm  Punkter,  hvori  en  given  Kurve  af  n'te 
Orden    skjserer    en    given,    usamraensat    Kurve    af    m'te 

n  (n  +  3) 


Orden,    give,    naar   n  <  m,    — ^— ^ ,   og   naar    n  >  »?, 

(m  —  1)  (m  —  2)    .     , ,       .  _,  i>      A 

nwi  — 7^ -   indbyrdes   uafhsengige    Bestem- 

melser   af   en    derigjennem    gaaende   Kurve   <pn  af  w'te 

Orden.     Man  kan  altsaa  af  Skjseringspunkterne  udtage  disse  Antal 

indbyrdes   uafhaengige  Punkter,    og   enhver  Kurve  af  w'te   Orden 

gjennem  de  udtagne  Punkter,    hvilke    ikke   altid  kunne  v»re    vil- 

kaarlige  Punkter  af  Qruppen,  vil  da  af  sig  selv  gaa  gjennem  de 

n  (n  +  3)    „      (m  —  1)  (m  -  2)  _     w      .   , 
0vnge  nm — ^ — -  eller   -£ Punkter  i  denne. 

Da  Ligningen 

n^       n(n  +  3)      (m-l)(m-2) 

vilde  give  n  —  m  —  1   eller  n  —  m  —  2,  kan  i  disse  2  Tilfralde 
hvilken  som  heist  af  de  to  Regler  anvendes. 

Tillaeg.     En  usammensat  Kurve    wm  af  w'te  Orden 

kan  ikke  have  mere  end  * -~ Dobbeltpunkter. 

A 

Er  der  nemlig  d  Dobbeltpunkter,   kan   man   igjennem   dem    altid 

laBgge   en  Kurve    yn  af   tilstrokkelig  hqj   Orden  n   £>  m  —  2). 

Denne  vil  endnu  skj®re  xpm  i  d  nye  Punkter,  som  falde  i  Dobbelt- 

punkterne,   og  som  ikke  give  nogen  ny  Bestemmolse  af  yn;    men 

af  saadanne  Punkter   kan   der   som   vist   ikke  existere  mere    end 

(m  —  1)  (w  —  2) 
2 

3.  Den  i  2  beviste  S»tning  vil  med  en  bestemt  Undtagelse 
ogaaa  gjaelde,  naar  \pm  er  sammensat.  For  at  finde  denne  Und- 
tagelse maa  man  erindre,  at  den  Omstondighed,  at  \pm  var  usam- 
mensat, benyttedes  til  at  vise,  at  \pm  maatte  udgj0re  en  Del  af 
<IPn,  naar  denne  foruden  gjennem  de  tnn  givne  Skjaeringspunkter 
skulde  gaa  igjennem  endnu  et  Punkt  af  \pm.     Lad  os  nu  antage, 


69 

at  VmC3*8  VVn  Vm  )  er  sammensat,  og  at  ii»m  af  Ordenen  m,  er 
en  usammensat  Del  deraf.  Hvis  man  nu  fordrer,  at  yn  foruden 
gjennem  de  mn  Skjaeringspunkter,  der  indbefatte  de  mln  Skjae- 
ringspunkter  med  i//w  ,  skal  gaa  gjennem  endnu  et  Punkt  af  denne, 
maa  den  helt  indeholde  den.  <pn  vil  da  foruden  af  um  komnie 
til  at  bestaa  af  en  Kurve  <»n_ln  af  Ordenen  n  —  w? , ,  som  gaar 
gjennem  alle  dem  blandt  de  opgivne  nm2  SkjaBringspunkter  mellem 

H  °&  Vm  '    hvorigjennem   \pm     ikke  allerede  gaar.      o)n m     vil 

altsaa  gaa  igjennem  mere  end  (n  —  m1)m2  Punkter  af  wm  ,  und- 
tagen  i  det  Tilfaelde,  hvor  alle  mxm2  Skjaeringspunkter  mellem 
\pm  og  \f)m  hpre  med  til  de  opgivne  n  m  Skjaeringspunkter  mellem 
9n  °£  YW  Finder  dette  sidste  ikke  Sted,  maa  con__m  indeholde 
Kuiven  \pm  og  altsaa  yw  indeholde  hele  vm>  livis  \f>m  er  usam- 
mensat. Er  derimod  \pm  sammensat,  maa  Unders0gelsen  fortsaettes 
paa  samme  Maade.  Man  finder,  at  de  i  Nr.  2  fundne  Resultater 
vedblive  at  vaere  rigtige,  naar  \pm  er  sammensat,  hvis 
blot  ingen  af  de  sammensaettende  Dele  alene  skjaerer 
den  0vrige  Del  af  Kurven  i/;m  i  Punkter,  som  h0re  med 
til  de  givne  mn  Skjaeringspunkter  med  yn. 

4.  Vi  skulle  nu  se ,  at  det  her  angivne  Tilfaelde  virkelig 
danner  en  Undtagelse,  idet  vi  bevise,  at  de  mxm2  Skjaerings- 
punkter mellem  2  Kurver  \pm  ogi/»w   samt  de  0vrigeSkjae- 

1  2 

ringspunkter  mellem  en  derigjennem  gaaende  Kurve 
af  n'te  Orden  og  \f)m  og  \pm  ved  Bestemmelse  af  en 
ny  Kurve  af  n'te  Orden  <pn  gjennem  alle  de  samme 
Punkter  ville  taBlle  som  et  givet  Punkt  mindre  end 
Skjaeringspunkterne  med  en  anden  Kurve  af  Ordenen 
mi  +w2.  Naar  vi  saette  my  -\-  m2  —  wi,  ville  alle  Skjaerings- 
punkterne  med  ym    og  \pm    altsaa  for  n>m  —  3  hojst  vaere  at 

♦«ji                         (»w  —  1)  (m  —  2)        n  .        „    ,.  „ 

t»Ue  som  mn  — -£ —  1    opgivne  Punkter,    og  for 

«<m  h0jst  som  —     "*        —  1.      Yi  kunne  nejes   med   her  at 

bevise  dette,  idet  den  f0lgende  Saetning,  5,  derefter  vil  vise,  at 
de  her  angivne   Antal  af  indbyrdes  uafhaengige  Skjaeringspunkter 
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virkelig  ville   naas,  naar  ingen  yderligere  SammensaBtning  af  xpm 
eller  \pm    giver  fornyet  Anledning  til  sarame  Formindskelse. 

Saatningen  faar  ingen  Betydning,  naar  »<m„  da  den  givne 
Kurve  af  w'te  Orden  saa  helt  eller  delvis  vildc  indeholde  \pm  , 
eller  naar  n  <  m,.  Foruden  n  >  *w,,  n  >  m2  skal  det  for  0je- 
blikket  (i  Nr.  4—7)  forudseettes,  at  ingen  af  Kurverne  ipmi  og  \pm  Js 
SkjaBringspunkter  falde  saramen  indbyrdes. 

Vi  begynde  med  at  betragte  det  Tilfaelde,  hvor  n  er  saa  stor, 
at  det  giver  indbyrdes  uafhsengige  Betingelser,  at  yn  skal  gaa 
gjennem  de  mlm2  Skjaeringspunkter  mellem  \pm  og  xpm  .  Dette 
finder  f.  Ex.  ganske  sikkert  Sted,  naar  n>mlm2 —  1,  da  man 
saa  kan  bringe  en  af  n  rette  Lanier  sammensat  Eorve  til  at  gaa 
igjennem  mxm2  —  1  vilkaarlig  valgte  af  Punkterne,  uden  at  gaa 
igjennem  det  sidste. 

For  en  saadan  Vaerdi  af  w  (som  vi  tillige  foruds»tte  >  m  —  3) 

ville  de   m ,  m  y   Punkter  kunne  betragtes  som  henhjafrende  til   de 

indbyrdes  uafhsengige  Skjaeringspunkter   baade  med  \vm     og   med 

\pm  .     Supplerer  man  disses  Antal  til  de  Vaerdier,    som  de  kunne 

antage,  uden  at  yn  indeholder  nogen  af  de  to  Kurver,  bliver  der  i 

alt  hojst 

(ro,— l)(m,  -2)                                   (m,  -l)(ma  —  2) 
nt»t ~ — f-  nm2  —  mlm2 

eller 

(m-\){m  -  2) 
nm  — - 1 

indbyrdes  uafhaengige  Skjaeringspunkter  med  den  af  y>m    og  \pm 
sammensatte  Kurve. 

Er  derimod  Ordenen  »i,  af  den  S0gte  Kurve  yw  for  lille  til, 
at  man  paa  Forhaand  tear  paastaa,  at  de  Betingelser,  at  den  skal 
gaa  igjennem  Skjreringspunkterne  mellem  ym  og  \pm  ,  ere  ind- 
byrdes uafhaengige,  kan  man  udfylde  den  dertil,  heist  ved  Til- 
fejelse  af  rette  Lanier,  som  hver  for  sig  skjaere  den  af  \pm  og 
H*m  sammensatte  Kurve  ym  i  fit  adskilte  Punkter.  Vi  ville,  idet 
«  =  Mj  -(-  n2y  ved  yn  betegne  en  Kurve  af  n'te  Orden,  der  skal 
skjaere  \*>m   i  de  samme  Punkter  som  en  given  Kurve  af  Ordenen 
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w,  —  deriblandt  Skjraringspunkterne  mellem  \pm  og  \pm  —  og 
som  n2  rette  Lanier. 

Idet    nu    Skjseringspunkterne    med    \pm    give    h0jst    nm  — 

0»-iym-2)  _  l  Be8temmelser  af  ^  ^  ^  endnil  bringe 

,  ..,  ,  .  .  .  ,  .  (n  —  m  -f  1)  (n  —  m  +  2)  . 
den  til  at  gaa  lgjennem  mindst   ^ ! — -  -f-  1 

Punkter  af  Planen.  Vsolges  n  —  w  -+"  1  af  disse  paa  en  af  de 
Tette  Linier,  maa  denne  blive  en  Del  af  yn.  Tilbage  bliver  en 
Kurve    <jpn_i,    som    kan    bringes    til   at    gaa    igjennem    (mindst) 

—±-= — — -  +  1    Punkter    foruden    Skjaeringspunkterne 

med   u>m,    hvilke    sidste   altsaa  taelles  som    (h0jst)    (n  —  1)  m  — 

{m  "  V"  ""-  ~  1  i"0—**  Punkter-  0m  fW-i*  Be8tem- 
melse  ved  disse  gjaelder  altsaa  det  samme  som  om  r/)n's.  Paa 
denne  Maade  kan  man  fortsaette,  til  man  kommer  til  den  oprin- 
delig  s0gte  Kurve  yn  ,  eller  hvis  dennes  Orden  #,  er  mindre  end 
m,  indtil  man  kommer  til  en  Kurve  yOT,  som  foruden  gjennem 
Skjaeringspunkterne  med  \pm  kan  bringes  til  at  gaa  igjennem 
(mindst)  2  vilkaarlig  valgte  Punkter.  Laegger  man  det  ene  paa  en 
af  de  tilf0Jede  rette  Linier,  som  endnu  ere  tilbage,  vil  for  det  f0rste 
denne  fea  m  -\-  1  Punkter  faBlles  med  ym  og  altsaa  blive  en  Del 
af  den.  Den  0vrige  Del  bliver  af  Ordenen  m  —  1,  men  skal  dog 
endnu  gaa  gjennem  hver  af  de  0vrige  rette  Liniers  m  Skjaerings- 
punkter  med  \pm.  Den  maa  altsaa  ogsaa  indeholde  alle  disse. 
Tilbage  bliver  altsaa,  naar  nx  <  m,  en  Kurve  yw  ,  der  foruden 
igjennem  de  opgivne  Skjaeringspunkter  med  wm  endnu  kan  bringes 
til  at  gaa  igjennem   (mindst)  et   vilkaarlig  valgt  Punkt  og  altsaa 

fi   (n    4-3) 
er  underkastet  (twjst)     !      \ L  '     ;  —  1  Betingelser. 

Tillseg  til  3  og  4.  Foruden  den  Anvendelse,  som  skal 
gjflres  i  det  fMgende,  kan  man  bruge  de  beviste  Ssetninger  til 
en  Pr0ve,  om  en  Kurve  \pm  af  m'te  Orden  med  mindre  end 
(m  -  1)  (m  —  2) 


2 


-\-  1    Dobbeltpunkter  er  usammensat   eller    ikke. 
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Kjendetegnet  vil  v&re,   om  disse  Punkter  og  de  andre,   hvori   en 

derigjennem  gaaende  Kurve  af  n'te  Orden  endnu  skjaerer  y>nP  give 

(m  -  1)  (m  —  2)         ,         ^  0    n  (n  +  3)  _    . 

nm  — v ^v -  og  for  n  <  m  —  2,       v      — -   Bestem- 

melser  af  en  saadan  Kurve,  eller  et  mindre  Antal.  Expl.  En 
usammensat  Kurve  af  6te  Orden  kan  ikke  have  Skjseringspunkterne 
mellem  to  Kurver  af  3die  Orden  til  Dobbeltpunkter. 

5.  Af  4  udledes,  at  for  w  >  w„  n>w,  en  Kurve  yn 
af  n'te  Orden  igjennem  de  mlm2  Skjaeringspunkter 
mellem  %pm     og  \pm     vil  skjsere  en  af  disse,    \pm  ,    i   de 

samme    {n  —  tnt)  ma    Punkter,    som    en    Kurve    Qn m     af 

Ordenen  n  —  tnt. 

Yi  skulle  foretobig  antage,  at  wm    og  \pm    ere  usammensatte. 

Man  kan  ifolge  4  bringe  en  Kurve  af  n'te  Orden  til  foruden 
igjennem  Skj&ringspunkterne  mellem  <pn  og  \pm  .  xpm  at  gaa 
gjennem  endnu  et  Punkt  af  xpm  .  Den  vil  da  helt  indeholde 
denne  Kurve.     Dens  evrige  Del  maa,  naar  n  <«!  +  iw2  vaere  en 

fira  ym    forskjellig  Kurve  ^w m  ,  da  dens  Orden  n  —  m ,   da   er 

for  lav  til,  at  den  kan  indeholde  \pm  .  Dette  kan  ogsaa  undgaas, 
naar  «>«/,  —  «*»,  da  af  y^'s  indbyrdes  uaihsengige  Skjaerings- 
punkter    med    den    sammensatte    Kurve,    som   da    ifelge    4    hajst 

udgjore 

(m  —  1)  (»•  —  2) 
mu  —  i _ _  i? 

hvoar  w  — »**,  +«,,  eller 

(w,  — r>  (ml  -2) 
m,  .  n  —  - — ! ^__§ 1 

+  tw?  (ii  —  fwj  —  ^-*- M-\J* \ 

de  i  forste  Linie  an&rte  udkneves  til  at  bestemme  alle  Skjaerings- 
punkter med  ym  r  hvorefter  kun  de  i  sidste  Linie  anfarte  skulle 
bestemme  de  »vrige  Skjaeringspunkter  med  *M  .  Gjennem  saa 
mange  Punkter  af  +m  kan  man  imidlertid  ifwige  2  begge  en 
Kurre  af  Ordenen  h  —  w„  som  ikke  indeholder  ym  . 

Kurven  $m^m  er  fuldstsendig  uafhssngig  af  Skjseringspunk- 
terne  med  \tm  ;  thi  efterat  man  til  disse  har  fcjet  endnu  et  Punkt, 
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bestemme  de  en  Kurve  af  w'te  Orden,  sammensat  af  \pm  og  en 
endnu  ganske  ubestemt  Kurve  af  Ordenen  n  —  m , .  Derved  fear 
man,  at  Antallet  af  indbyrdes  uafhaengige  Skjaeringspunkter  med 
den  sammensatte  Kurve  \pm  .  \pm  virkelig  naar  de  i  4  angivne 
Vaerdier. 

Er  \pm  sammensat,  f.  Ex.  af  2  Dele  af  Ordnerne  m2  og  m'2', 
kunde  det  antages,  at  Kurven  Qn—m  helt  indeholdt  den  f0rste  af 
disse.  Da  £w_m  skal  gaa  gjennem  alle  <pn's  (n  —  rnt)m24  Skjae- 
ringspunkter med  den  anden  Del,  vil  dette  dog  kun  vaere  muligt, 
naar  yn  gaar  gjennem  alle  m%m'{  Skjaeringspunkter  mellem  de  to 
Dele.  I  saa  Fald  formindskes  Antallet  af  indbyrdes  uafhaengige 
Skjaeringspunkter  mellem  yw  og  y>m  med  1,  og  det  vil  derved 
helt  kunne  undgaas,  at  yw  indeholder  nogen  af  de  to  Dele. 

Er  xf)m  sammensat  af  to  Dele  af  Ordnerne  m\  og  w?','>  fanr 
dette  kun  Indflydelse  paa  Bevisforelsen,  naar  yw  gaar  gjennem  alle 
disses  m\  m"  Skjaeringspunkter.  Gjennem  yw's  Skjaeringspunkter 
med  \pm  og  \pm  kan  man  da  laegge  en  Kurve  af  w'te  Orden 
sammensat  af  den  f0rste  af  \pm  's  Dele  og  en  Kurve  af  Ordenen 
n  —  m\ .  Yed  at  lade  denne  traede  i  y w,s  Sted  finder  man ,  at 
Skjaeringspunkterne  med  ipm  ligge  paa  en  Kurve  af  Ordenen 
n  —  m\  —  m\%  det  er:  n  —  mt. 

6.  Af  4  og  5  udledes,  hvor  mange  Bestemmelser  af 
en  Kurve  af  Ordenen  n  det  giver,  at  den  skal  gaa 
gjennem  de  rnlm2  Skjaeringspunkter  mellem  2  Kurver 
Vm  °£  Vm  a^  Ordnerne  mxm2,  om  hvilke  det  bestandig 
antages,  at  de  ikke  have  saminenfaldende  Skjaeringspunkter.  Det 
antages,  at  n  >  mv  n>  m2. 

Hvis  n>  mx  -\-m2  —  3,  kan  man  af  dens  0vrige  Skjaerings- 
punkter   med    xpm  ,    der    skulle  Hgge  paa  en  vilkaarlig  Kurve  af 

Ordenen  n  —  m ,,  vaelge  m2  (n  —  mx)  —  - — — vil- 

kaarlig,  og  ikke  flere.      Betingelserne  at  gaa  gjennem  de  miw2 
Skjaaringspunkter  ere  altsaa  ifolge  2  og  3  indbyrdes  uafhaengige. 

Hvis  n  <  m1  -\-  m2^  ses  paa  samme  Maade,  at  Antallet  af 
indbyrdes   uafhaengige    Skjaeringspunkter   udenfor   Gruppen    af  de 
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mlm3  Punkter  bhver    ' — = — -.      Heraf   f0lger, 

at   den   Fordring,  at  qpM  skal  gaa  igjennem   de   mxm2  Skjaerings- 
punkter  giver  netop 

(n  —  mx )  (n  —  mx  -+-  3)       (tn2  —  1)  (m2  —  2) 


nm2  - 


e]ler 


(m,  4-  tw,  —  n  —  1)  (m,  4-  ma  —  w —  2) 

mx  m2  —  - — — - '  2 

1     *  2 


indbyrdes  uafhaengige  Betingelser  (Cay ley's  Theorem). 

7.  Beviset  for  5  kan  benyttes  til  en  analytisk  Fremstilling  af 
en  Kurve  af  w'te  Orden.qpw  gjennem  de  mxm2  Skjaerings- 
punkter  mellem  \pm  og  ym  .  Gjennem  disse  og  qpw's  0vrige 
Skjaeringspunkter  med  \f>m  gaar  som  vist  en  Kurve  af  w'te  Orden, 
sammensat  af  \pm  og  en  Kurve  Qn—m  af  Ordenen  n  —  m1.  Det 
ved  <pn  og  den  sammensatte  Kurve  i/'m  •  Qn—m  bestemte  Bundt 
vil  indeholde  en  Kurve,  som  gaar  igjennem  et  nyt  Punkt  af  \pm  , 
og  hvoraf  \pm  altsaa  udgj0r  en  Del.  Den  0vrige  Del  nn_m  er 
af  Oidenen  n  —  m2.     Man  finder  altsaa 

<*>n  =  V*Wl  Qn—mx  +  Vw2  ^n— ro2  »  (1) 

idet  =  betyder  identisk  lig,    og  Talkoefficienter   ere  trukne  med 
ind  i  q  og  7i. 

8.  I  Nr.  4 — 7  er  det  dog  endnu  forudsat,  at  Kurverne  xpm 
og  \pm  ikke  have  sammenfaldende  Skjaeringspunkter.  Have  de 
saadanne,  kan  Ligningsformen  (1)  tjene  til  Forklaring  af,  hvad  det 
vil  sige,  at  en  Kurve  q>n  skal  gaa  igjennem  sammenfaldende  Skjae- 
ringspunkter  mellem  \pm  og  xpm  .  Der  vil  nemlig  vaere  visse 
Betingelser,  som  Koefficienterne  i  de  ffefrste  Led  af  de  Raekker, 
som  fremstille  Kurven  <jpn's  gjennem  et  saadant  Sammenfaldspunkt 
gaaende  Grene,  n0dvendigvis  maa  tilfredsstille,  for  at  Ligningen  for 
Kurven  qpn  skal  kunne  antage  denne  Form.  Man  finder  f.  Ex..  at 
en  enkelt  Gren  af  \pm  ,  som  har  r  sammenfaldende  Skjaerings- 
punkter med  \pm  ,  maa  have  lige  saa  mange  med  gu,  hvad  der 
giver  r  lineaere  Ligninger  mellem  Koefficienterne  i  qpn;  at  et  Punkt, 
som  er  r-folds  Punkt  baade  paa  \pm    og  \pm  ,  ogsaa  maa  vaere  det 
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Fa  ?n>  °S  Samlingen  af  r  Tangenter  til  hver  af  Kurverne  i  dette 
Punkt  maa  vsere  i  Involution,  hvad  der  giver  ra  lineaare  Betin- 
gelser,  svarende  til  de  r2  sammenfaldende  Skjaaringspunkter  mellem 
%n  Qg  ipm  o.  8.  v.  Angaaende  yderligere  Bestemmelser  skal  jeg 
hen  vise  til  Clebsch-Lindemann:  Vorlesungen  fiber  Geometric, 
S.  338  ff.,  men  iovrigt  kun  fremhaeve,  1)  at  Fordringen,  om  at  q>n 
6kal  gaa  gjennem  r  sammenfaldende  Skjaeringspunkter  mellem  ypm 
og  \pm  giver  r  lineaere  Ligninger  i  g.n's  Koefncienter,  og  2)  at  r 
af  Skjaeringspunkterne  mellem  to  Kurver,  der  begge  tilfredsstille 
disse  Betingelser,  derved  falde  sammen.  Bestemmelsen  ved  r 
sammenfaldende  Punkter  afviger  saaledes  ikke  fra  Bestemmelsen 
ved  r  adskilte  Punkter  i  noget  af  det,  som  er  benyttet  i  den  fore- 
gaaende  Udvikling.  Denne,  og  altsaa  ogsaa  dens  Resultater,  ved- 
blive  altsaa  at  va&re  gyldige. 

9.  Vi  kunne  af  de  foregaaende  Sastninger  udlede  Kjendetegn 
paa,  hvor  mange  indbyrdes  uafhaengige  Bestemmelser 
af  en  Kurve  af  n'te  Orden  det  giver,  at  den  skal  gaa 
gjennem  en  vis  forelagt  Gruppe  af  Punkter. 

Vi  kunne  derved  norjes  med  at  antage,  at  Gruppen  ikke  giver 
en  mldstaendig  Bestemmelse  af  Kurven,  idet  man,  naar  Kjende- 
tegnene  herpaa  ikke  ere  tilstede  hos  et  til  Bestemmelsen  tilstraekke- 
ligt  Antal  Punkter,  kan  slutte,  at  de  virkelig  bestemme  Kurven. 
Vi  kunne  altsaa  antage,  at  der  allerede  er  lagt  Kurver  af  Ordenen 
n  eller  muligvis  af  lavere  Ordener  gjennem  Gruppens  Punkter, 
eller  at  disse  udgjpre  en  Del  af  SkjaBringspunkterne 
mellem  to  Kurver  ipm  og  \pm  af  Ordnerne  m,  og  m2, 
hvor  n>  m,  og  n  >  m?.  Disse  Kurver  kunne  godt  vaere  sam- 
mensatte;  men  det  skal  forudsaettes,  at  de  ikke  del  vis  falde 
sammen.  Den  givne  Punktgruppe  ville  vi  kalde  (P),  de  0vrige 
Skjaeringspunkter  mellem  \pm    og  xpm    danne  en  Gruppe  (Q).      Vi 

8kulle  for  sig  betragte  de  Tilfaelde,  hvor  n  =  m,  +  wa  —  3. 

I.  Er  n  >  m,  +m,  —  3,  have  vi  allerede  set  i  6, 
at  alle  de  mlm2  Skjaeringspunkter  mellem  \pm  og  \pm  give 
indbyrdes   uafhaengige  Bestemmelser  af  Kurven  <pn.      Det    samme 
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maa  altsaa  ogsaa  vaere  Tilfaeldet  med  enhver  mindre  Qruppe  af 
disse  Punkter. 

II.  Er  n  —  mx  +  m2  —  3,  er  det  i  6  vist,  at  alle  w,  ms 
Skjaeringspunkter  give  m}m2 —  1  indbyrdes  uafhaengige  Bestem- 
melser  af  qpw;  men  der  staar  tilbage  at  bevise,  at  disse  kunne 
erholdes  ved  hvilke  soin  heist  m ,  m  2  —  1  af  Punkterne,  og  at 
saaledes  enhver  Gruppe  (P),  der  blot  ikke  indbefatter 
alle  Skjaeringspunkter,  giver  indbyrdes  uafhaengige 
Bestemmelser. 

For    at  bevise   det,    kunne   vi  gjennem   de  mxm2  Skjaerings- 
punkter Ja3gge  en  Kurve  af  Ordenen  rn ,  +  m2  —  2,  sammensat  af 
en   ret  Linie    X  gjennem  et  vilkaarlig  valgt  blandt  Skjaeringspunk- 
terne,  Q,  og  en  Knrve  <jpw  gjennem  de  0vrige  (P).     Den   sammen- 
satte  Kurves  ovrige  Skja3iingspunkter  med  \pm    ville  if0lge  5  ligge 
paa  en  Kurve   Qm  _2  ^  Ordenen  m2  —  2.     Da  m2  —  1    af  dem 
ligge  paa  Linien  gjennem  Q,  maa  qm  __2  vaere  sammensat  af  denne 
og  en  Kurve  [im  _3.     Af  dehne  sammensatte  Kurves  m2(m2  —  2) 
Skjaeringspunkter,  ere  de  m2  —  1  A's  Skjaeringspunkter  udenfor  Q 
De    0vrige    m2  (m2  —  3)+  1?    maa    V83re    <Pns    Skjaeringspunkter 
udenfor  (P).     Af  disse  falder  altsaa  det  ene  i  Q,  hvorigjennem  da 
enhver  Kurve  af  w'te  Orden  gjennem  Punkterne  (P)  maa  gaa.     De 

0vrige  ligge  paa  den  vilkaarlige  Kurve  (im2s  og  give  — -  — -~ 

Bestemmelser  af  g»n7s  Skjaeringspunkter  med  xf)m  .  Baade  det  ene 
og  det  andet  viser  den  indbyrdes  Uafhaengighed  af  de  ved  de 
m8  n  —  1  Punkter  (P)  givne  Bestemmelser  af  yn. 

III.  Er  «<w,  -|"  m2  ~~  3i  ville  v*  om  en  Gruppe  paa  k  ~\-  I 

Punkter  (P)  antage,   at  den  giver  k  Bestemmelser  af  g>n,  saaledes 

at  enhver  Kurve  qpw,  der   gaar  gjennem  k  passende  valgte  iblandt 

Punkterne,  af  sig  selv  gaar  gjennem  de  I  andre.     Kurven  q>n  kan 

da  if0lge  6  bringes  til  endnu  at  gaa  gjennem 

(m ,  +  m2  —  w-l)(m,  4-wi2  —  n  —  2)       ^        7 
mxmt  —  — —- - '-£ — L- - ? -  —  1  —  k 

af  de  0vrige  Skjaeringspunkter  (Q)  mellem  ipm  og  \pm  ,  uden 
derved    at    bringes    til    at    gaa   gjennem    dem    alle.       En    Kurve 
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pm  ±.m  — n— 3  Sennem  de  nerved  ikke  benyttede  Punkter  (Q)  vil 
endnu  kunne  bringes  til  at  gaa  igjennem  I —  L  Punkter  af  Planen ; 
thi  if0lge  det  nys  under  II  beviste,    vil    den  sammensatte  Kurve 

VnPm  +m  — *— 3>  som  er  a^  Ordenen  m,  +  m2  —  3,  naar  den 
gaar  igjennem  Punkterne  (P)  og  (Q)  paa  et  hvilket  som  heist  n»r, 
af  sig  selv  gaa  gjennem  dette  sidste.  pm  \m  __n_3  skal  altsaa 
kun  bringes  til  at  gaa  gjennem 

(ffli  +  m2  —  n)  (mt  +  w,  —  n  —  3}  __  1 

Punkter  (Q),  idet  Sumraen  af  dette  Tal  og  det  Antal  Punkter  (Q), 
hvorigjennem  qpw  allerede  er  lagt,  bliver  mxm2  —  k —  I  —  1,  altsaa 
1  mindre  end  hele  Antallet  af  Punkterne  (Q). 

Yed  Brugen  af  dette  Bevis  maa  bemserkes,  at  det  vel  kan 
haende,  at  Kurven  (yn's  Bestemmelse  medf0rer,  at  den  af  sig  selv 
gaar  gjennem  nogle  af  de  Punkter  (Q),  hvorigjennem  pm  -|-Wa— n_3 
er  sagt  at  skulle  gaa.  Dette  svsekker  dog  ikke  Bevisets  Gyldighed, 
naar  man  blot  lader  det  sidste  Punkt  Q,  som  ikke  benyttes  ved 
Bestemmelsen  af  pm  i^  _»w_3,  men  hvorigjennem  den  skal  gaa 
af  sig  selv,  vsere  et,  hvorigjennem  qpn  ikke  gaar. 

Da  de  af  Punkterne  (Q),  hvorigjennem  qpn  blev  lagt,  vare  fuld- 
kommen  vilkaarlig  valgte,  see  det,  at  ogsaa  en  hvilken  som  heist 
Kombination  af 

{mx  +  m*  —  n)  (rot  +  m2  —  n  —  3) _l  +  2 

Punkter  (Q)  ligger  paa  en  Kurve  af  Ordenen  «?,  -\-mv  — n  —  3, 
som  tillige  gaar  gjennem  I  —  1  vilkaarlige  Punkter.  Hvis  for  en 
af  Kombinationerne    dette    giver   en    fuldstaandig   Bestemmelse    af 

Mm1+wi9— n— 3»  ****  man  ve(*  ©fterhaanden  at  ombytte  det  til  dens 
Bestemmelse  overfl0dige  Punkt  Q  med  de  endnu  tilbagevrarende, 
at  den  samme  Kurve  gaar  gjennem  dem  alle.  Det  samme  vilde 
endog  vaBre  Tilfaeldet  med  uendelig  mange  Kurver  /»mi^.Wa_w__3, 
hvis  ingen  Kombination  gav  en  fuldkommen  Bestemmelse;  men  det 
felgende  viser,  at  dette  Tilfclde  ikke  kan  indtrade. 

Vi  have  her  som  en  n0dvendig  Betingelse  for,    at  i 
en  Punktgruppe  (P),   som  henh0rer  til  Skjaeringspunk- 
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terne  mellem  to  Kurver  af  Ordnerne  m,  og  w2,  I  (passende 
valgte)  af  Punkterne  ligge  paa  enhver  Kurve  af  Ordenen 
n,  som  er  >  w,  og  >  m^,  gjennem  de  0vrige,  fundet 
den,  at  der  gjennem  alle  de  andre  Skjaaringspunkter 
(Q)  mellem  de  samme  givne  Kurver  og  I  —  1  vilkaarlige 
Punkter  af  Planen,  kan  laegges  en  Kurve  af  Ordenen 
mx  -\-m2  —  n  —  3. 

Det  skal  nu  vises,  at  denne  Betingelse  ogsaa  ertilstraekkelig 
og  altsaa  kan  benyttes  som  Kjendetegn. 

Dette  opnaas  ligeledes  ved  gjennem  Punkterne  (P)  -f-  (Q)  at 
lsegge  en  Kurve  af  Ordenen  m,  +  w?2 — 3,  sammensat  af  en 
Kurve  vWx ^.ma_«n— 3  af  Ordenen  m1  +  m2  —  n  —  3  og  en  Kurve 
%n  af  n'te  Orden.  Den  fiarste  kan  bringes  til  foruden  igjennem 
Punkterne  (Q)  at  gaa  igjennem  I  —  1  af  Punkterne  (P),  hvis  sam- 
lede  Antal  vi  som  fpr  ville  kalde  k  -f-  I.  At  den  ikke  derved 
bringes  til  at  gaa  igjennem  alle  Punkterne  (P)  fjalger  af,  at  dens 
Orden  er  mindre  end  mx  og  tn2.  For  at  den  anden  Kurve  %n 
skal  gaa  gjennem  de  manglende  k  ■+-  1  Punkter  (P),  er  det  altsaa 
tilstraekkeligt  at  lade  den  gaa  gjennem  k  blandt  dem.  Idet  man 
paa  denne  Maade  kan  udtage  alle  Kombinationer  paa  k  -\-  1  Punkter, 
faas,  at  samtlige  Punkter  (P)  virkelig  kun  give  k  indbyrdes  uaf- 
hsBngige  Bestemmelser  af  en  Kurve  af  n'te  Orden. 

Blandt  specielle  Tilfaelde  af  den  beviste  Saetning  kan  maerkes 
det,  hvor  n  —  m2,  eller  hvor  man  allerede  har  lagt  en  Kurve  af 
n'te  Orden  gjennem  den  givne  Gruppe  (P).  Det  bliver  da  en 
Kurve  af  Ordenen  m}  —  3,  som  skal  gaa  gjennem  Punkterne  (Q) 
og  I  —  1  Punkter  af  Planen.  — 

Ifolge  en  ForudsaBtning,  som  vi  have  maattet  opstille,  er  der 
dog  en  vis  Art  af  indbyrdes  Afh&engighed  mellem  den  givne 
Qtruppes  Punkter,  som  man  ikke  umiddelbart  udleder  af  de  opstillede 
Kjendetegn,  nemlig  den,  hvor  enhver  Kurve  af  n'te  Orden  der- 
igjennem  indeholder  en  fast  Kurve  Xr*  Denne  vil  nemlig  da 
ogsaa  udgj0re  en  Del  baade  af  tpm  og  af  \pm  .  For  at  sikre  sig 
imod,  at  dette  Tilfaelde,  der,  naar  det  opdages,  vaBsentiig  simpli- 
ncerer  Opgaven,  skal  forblive  ubemasrket,  maa  man  for  alle  Yaerdier 


79 

af  r  <  n   nndersoge ,    om  nogen  Kurve   %r  indeholder  mere  end 

(r \\tr 2) 

rn  — ~ af  de  givne  Punkter.     Den  omspurgte  Deling 

vil  da  finde  Sted,  hvis  der  ikke  mellem  disse  Punkter,  som  man 
om  forn0dent  kan  dele  i  mindre  Grupper,  finder  saadanne  Afhaen- 
gigheder  Sted,  som  reducere  Antallet  af  indbyrdes  uafhaengige 
Punkter  til  den  opgivne  Vaerdi.  Yed  Under80gelsen  heraf  kan  den 
fundne  Ssetning  benyttes. 

Overalt,  hvor  der  er  Anledning  til  at  benytte  den,  giver  den 
en  virkelig  Keduktion,  da  Ordenen  m, +m2 — n—  3,  af  den 
Kurve,  om  hvilken  det  skal  undersoges,  hvormange  indbyrdes 
uafhaengige  Bestemmelser  den  ny  Gruppe  (Q)  giver,  er  mindre 
end  n. 


INTERPOLATION  OG  INTEGRATION  VED  RJ1KKER. 

(af  F.  Buchwaldt). 


§  1.     Vi   ville  taenke   os  den  Funktion  F(x),  som  i  et  givet 
Interval  for  x  skal  ndvikles  i  en  konvergent  Raekke,    der  har  en 

m 

for  Interpolation  og  Integration  bekvem  Form,  fremstillet  som  en 
Kurve  i  et  retvinklet  Koordinatsystem  med  x  som  Abscisse  og  F(x) 
som  Ordinat  Hvis  der  i  det  givne  Interval  findes  et  eller  flere 
Punkter,  i  hvilke  enten  F(x)  tilligemed  F'(x),  F"(x), . . .  eller  i  Al- 
mindehghed  jFW  (x)  tilligemed  F(r+l)(x),  i^r+2)  (#), . .  er  uendelig, 
saa  deles  Intervallet  i  2  eller  flere  Intervaller  saaledes,  at  der  i 
hvert  af  disse  mindre  Intervaller  kim  bliver  et  af  disse  saeregne 
Punkter,  som  koinmer  til  at  ligge  ved  Intervallets  ene  Graense,  og 
hvis  Abscisse  vi  ville  betegne  ved  g,  medens  Abscissen  til  Inter- 
vallets andet  Endepunkt  betegnes  ved  (g  -4-  h),  hvori  h  er  positiv 
eller  negativ.  De  samme  Betegnelser  anvendes  for  Abscisserne  til 
Endepunkterne  i  det  oprindelig  givne  Interval,  naar  dette  ikke 
deles.  Hvis  der  til  x  —  g  svarer  et  saeregent  Punkt,  anvendes 
bedst  Substitutionen : 

x  —  g  +  h  •  t. 
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I  raodsat  Fald  bruges  heist  Substitutionen : 

men  tor  at  kunne  udvikle  Formler,  f©lles  for  begge  Tilfeelde,  ville 
vi  sainmenfatte  begge  Substitutioner  1  dea  ene: 

x-g  +  '-=±k  +  ±.t,  (1) 

saa  at  t  —  —  (i  —  1)  er  svarende  til  x  ■=*  g*   t  —  -\-  \  til 
x  —  g  -f-  A,  og  man  vaelger  at  saette  t  —  1  eller  t  —  2,  eftersom 
der  til  a*  —  g  svarer  et  s»regent  Punkt  (F<r)  (g)  —  co)  eller  ikke. 
Vi  ville  dernsest  forudssette,  at  F(x)  i  Intervallet 

—  (t  -  1)  <  t  <  1 
kan  udviklea  i  en  konvergent  ftokke,  hvis  Eoefficienter  man  ikke 

behflver   at   kjende,    men   hvis   Form    maa,    idet   der   til   #  — -g^ 

t  —  —  (t  —  1),  skal  kunne  svare   et  s&regent  Punkt,  i  Alminde- 

lighed  kunne  angives  ved 

(#  + 1  —  l)a>  (A,  +  Ax  t  +  A,t*  +  .   .) 
+  <*  +  •-  1>- (1».  +  H,  *  +  B,  <»  +  •  ■  •) 

+ 

hvori  enhver  af  Rekkerne,  indeholdende  henholdsvis  a,,  a„  .  ■  •, 

waa  betragtes  for  sig.     F(x)  kommer  saaledes  til  at  bestaa  af  en 

Sum  af  Funktioner  Z—J\x).  der  antages  at  ville  kunne  udvikles 

i  konvergent  Rwkke  saaledes 

^-zw-z^+^-T-^  +  T*)-  J  w 

hvori  «  ikke  er  posativ  heL  men  ioTrigt  kan  hare  en  hvilken  som 

hoist  anden  VaerdL    ogsaa   0.      Dog  er  det  klart,   at  Rsekken  (2), 

saa    vel    soai   enhver  paa   denne  bysget  Interpolationsnekke,    ikke 

kan  benvttes  til  Besteoiuielsen  af  /\yK  svarende  til  t  —  —  (/  —  1), 

{*+*         h  f  * 
med  BtLuidre  u  er  "^  0.  hvoriaiod  Bestetnarelsen  af  \Zdx  —  —  \Zdi 

ikfcxat  fordrer*  at  «  er  ^-  —  L  ctaar  t\  ikke  er  =»  (X  eller,  hvis 
(•V  lV  —  °*  ^V-l  ***  —  ^  ikkua,  at  «  er  :>  —  (r -f  1). 
Soar  a  er  —  0.  ta^es  *  —  2;  i  modsat  FaLd  saettes  j  —  I. 


(4) 
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Betegne  vi  Faktoren  til  (t  -\-  i  —  l)a  i  (2)  ved  F,  altsaa  naar 

Y-C0  +  L\t  +  C9t*+...,  (3) 

Z=*f(x)=-(t  +  i  —  i)«.r  og  \Zdx*=^-\(t  +  i->lfYdt, 

saa  vil   Konvergensbetingelsen   Limr     J^    <  1    for  Raakken  (3) 

med  N0dvendighed  fordre,  at  man,  idet  p  er  et  endeligt  helt  Tal, 
i  numerisk  Henseende  har 

Cp  >  ^p+l  >  ^>+2  >  •  •  -i 
for  saa  vidt  ikke  enkelte  af  disse  Koefficienter  ere  =  0  og  saaledes 
Mtbortfaldeaflteekken.  St0rrelserne  Cp^  Cp^  . ..  saavelsom 
ethvert  af  de  Produkter,  i  hvilke  de  i  det  Mgende  indgaa  enkeltvis 
fiom  Faktor  af  lste  Grad,  ville  vi  betegne  som  St0rrelser  af 
henholdsvis  jp'te,  (p  -f-  l)'te,  .  .  .  Orden. 

Idet  vi  nu  antage,  at  n  er  >  py  altsaa  at   Cn  er  en  St0r- 
relse  af  n'te  Orden,  vil  (n —  l)'te  QTads  Funktionen 

y~D0+Dl.t  +  D2.t'  +  ...  +  Dn_l.t«-\        (4) 

(n) 
hvori  Koefficienterne  D  ere  bestemte  saaledes,   at  y  er  —  Y  for 

de  n  Yaerdier  tXJ  £2,  .  .  .  tn  af  f,  eller  idet 

.   «  —  1  ,    .    h 

for  de  n  Yaerdier  xxi  x2,  .  .  .  xn  af  #,  vaere  en  approximator  YaBrdi 

* 

af  J,  hvis  Korrektion  eller  Fejl 

00  (n) 

t;-F-y  (5) 

vil  vise  sig  at  vaere  af  n'te  Orden.    De  til  t  =  fr,  eller  x  »  #r, 

(n)  (n) 

svarende  Yaerdier  af  Y  og  y  betegnes  ved  Yr  og  yr,  og  vi  have 

altsaa  Fr  =  yr  og  i;r  =  0  for  r  —  1,  2,  ...  w,  eller  r  <  w,  nvor- 

(n)  (n)  ~~ 

imod  ??r  for  r  >.  (ft  +  1)  e^er  *  Almindelighed  t?  for  enhver  anden 

Yaerdi  af  t  end  tn  t2)  .  .  .  fr  er  en  ikke  forsvindende  St0rrelse  af 

n'te  Orden. 

Den  ofte  besvaerlige  Bestemmelse  af  Koefficienteme  D  i   (4) 

ved  n  Iigninger  af  Formen 

V.  B»kke.    5.  Aargang.  6 
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Fr  —  D0  +  Dt.tr  +  ...  +  Dti 


n— 1 


n — 1  •  *r      » 
undgaas  ved  Lagranges  bekjendte  Formel,  scxm,  naair  man  s&tter 


og 


antager  Formen 

(n)        r~n  gpr  (Wj  Q 


2/ 


9r  (w>  'r)     r 


(6> 


Denne  Formel  er  dog  ikke  bekvem,  hverken  til  Beregningen 

P9+h         h  f*1 
af  Y  eUer  til  Bestemmelsen  af  \  Zdx  —  -7-  \  (f  +  i  —  l)a  Feft,. 

4  *   J— (i— l) 

hvorimod  den  ganske  vist  for  a  —  0  (i  =  2)  kan  anvendes  med 

Fordel  til  Beregningen  af  -^  \  Y  dt,  naar  man  forud  en  Gang  for 

2  J-l 


alle  har  fundet  Yaerdierne  af  Integralerne 


dt  for  ganske 


bestemte  Vaerdier  af  /,,  £2,  ...  tfw. 

I  Almindelighed    vil   der  haves  en  lettere  anvendelig  Inter- 
polationsformel  i 

J-^o+(<-«i)-^i+('-'i)('-'t)-^t+^- 

naar  forst  Interpolationskoefficienterne  J  ere  blevne  beregnede. 
Dette  kunde  ske  ved  at  saette  t  =  tx,  som  giver  J9  —  Yl}  derpaa 
t  —  t2j  hvorved  Jx  bestemmes,  0.  s.  v.  indtil  t  =  tn1  hvorved  «7n_x 
bestemmes;  men  Beregningen  kan  ogsaa  opstilles  tabellarisk.  Man: 
finder  nemlig  efterhaanden 

7   —  V      T  =-     2         *  —  yM 

^0  —  ■*  n  ^  1  ~  1 I —  — -Tj   , 

*2         &i 


r2      *i 


tz  —  tx 


y[i]  _  y[i] 

_2___i_  —  yP3 
/    t       ~  xi  ' 
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som  leder  til  at  ssette 


r ,     yTrr1]  -  yfr+1] 


(7) 


r-1*  ville  vi  kalde:  »Interpolationskoefficienten  af  r'te 
Orden  for  Y  ved  Udgang  fra  tp*.  Jr  —  Y[  J  bliver  da  Inter- 
polationskoefficienten  af  r'te  Orden  for  Y  ved  Udgang  fra  tv 

Den  tabellari&ke  Beregning  af  Interpolationskoefficienterne  ud- 
fgres  bedst  saaledes: 


'.7. 


hl\ 


U  r, 


W 


.  i 


L  Y 


Yt-Tt      yi.] 


r,-F, 


3   "2-r2 


[i] 


&3       *2 


.    •        x  n— 1 


if]-r,[,] 


r3     rt 


r; 


m 


rf] 


rf1 


,[2] 


<4-«. 


n  -2 


"  u-tx 


-Y 


[3] 


yW 


Bet  Led,  der  sidst  bliver  beregnet  og  kommer  til  at  staa  i 
Trekantens  Spids  tilhjajre,  er  Y\n~~  ,  og,  vil  man  have  en  Kontrol 
for  Regningens  Rigtighed,  saa  behpver  man  kun  at  beregne  6n 
Skraaraekke  til,  idet  man  som  t^x  benytter  Vrerdien  for  tv  Den 
fra  t2  nedad  tilh0jre  udgaaende  Skraarakke  vil  da  komme  til  at 
ende  med  Yy~~  ,  som  for  tn  •  x  —  tx  skal  vaere  =  Y\n ~~  .  Det 
er  nemlig  en  Selvf0lge,  at  Abscisserne  #,,  f2, .  .  .  t n  ikke  behjave 
at  veere  ordnede  efter  deres  St0rrelse.  Iblandt  n  givne  Abscieee- 
vaerdier  kan  man  tage  en  hvilken  som  heist  til  Udgangsvrardi  og 
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betegne  den  ved  tt  og  ordne  de  uvrige  (n  —  1)  Abecisser  paa  vil- 
kaarlig  Maade;  V&rdien  for  Interpolationskoefficienten  af  (n  —  l)'te 
Orden  forbliver  stedse  uforandret,  Dette  er  viatnok  umiddelbart 
indlysende;  men  vil  iuvrigt  senere  blive  bevist. 

Naar  vi  mi,   i  Oyerensstemmelse  mod  den   late  Formel  (6), 
indfgre  Betegnelserne 

f  (0,0-1, 

(0 

9(1,0  — y  (0,  <)•(<  —  <,)  =  <  + o„ 

(2)  (2) 

7  (2,0  -  9  (1, 0  •  (t  -  U)  -  *»  +  o,  t  -f  o2) 


<r>       ,     <r>        o  (f)     ,„ 

<p(r,t)  —  9(r—l,t).(t—tr)=f  +  alir-l+a2tr-2+...-\-ar,  (8) 


saa  bliver 

V-^i+f(M)ii%y(»,or!\-...+y(»-i,or!,,"Il  (») 

(n+l) 
og,   vil  man  derfra  gaa  over  til    y    ,    som  er  Ordinaten  1  den 

Kurve,  der  foruden  at  indeholde   de  samme  n  Ponkter  (£,,   Fx), 

(f„  F2),  .  .  .  (/tt,  F^)  som  den  Kurve,  hvortil  y  er  Ordinaten, 
desuden  indeholder  Punktet  (tn  i  lT  Fn4_i),  saa  Jaas  efter  Bereg- 
ningen  af  F}nJ 

(n+D    (")  w 

(n+l)     (n+l)      (ft)      (n) 
eller,  idet  F  *«    y    +    v    -=  y  +  r, 

(n+l)      (n)      (n)      (n+l)  r  , 

y     _yasSBt,_      v     —  y (n, 0 .  Ij"J.  (10) 

Da  det  kan  bevises,  at  Fj*J  er  en  St0rrelse  af  samme  Orden  som 

Cmy   altsaa  af  n'te  Orden,   saa  giver   (10)   en,   numerisk  bestemt, 

(»)         (») 
approximativ  Yserdi  af  n'te  Orden  for  Fejlen  v  paa  y.     Ogsaa  i 

denne  Henseende  viser  saaledes  Formlen  (9)   sig   at   vaare   langt 

hensigtsmsessigere  end  Lagranges  Formel  (6). 

Hvis  det  kan  antages,  at  den  numeriske  Aftagen  af  Leddene 
i  Bnkken  (3)  indtrader  senest  ved  Leddet  Cn_1  f-1,  saa  at  Cn_i 
er  en  Sterelse  af  (n  —  l)'te  Orden,   og  man  cmsker  at  spare  sig 
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Beregningen  af  F^i  og  derved  af  Yf*\   saa  kan  man  i  (10)  i 

Stedet  for  Tr^  indsaette  F|n~~  ,  som  er  bekjendt,  saa  at  man  i 
numerisk  Henseende  fear 

?<?(w,0.  r[*~l\  (ioo 

som  giver  en  skarpere  Bestemmelse  for  Fejlens  h0jere  Grouse  end 
den,  der  vilde  angives  ved  det  sidste  Led  af  Kaekken  (9),  multi- 
pliceret  med  i,  idet  i  numerisk  Henseende 

y  (w,  t)  =  y  (n  —  1,  t) .  (t  —  t^  <  9P  (n  —  1,  t) .  i. 

At  i  Almindelighed  Y\  J  er  en  Sterrelse  af  r'te  Orden,  naar 

Cr  er  af  r'te  Orden,  bevises  ved  at  udtrykke  Y\r*  ved  Koeffici- 
enterne  C  l  (3).  HertU  benyttes  denne  Pormel  i  Forbindelse  med 
(7).    Man  finder  efterhaanden 

yfl]    =    ^2^1     -    C,      +    C,     (*,      +    t2)    +    C,    (t\    +Ut2    +    <")+... 


r ,       yP3  _  yM 


hvorved  man  ledes  til  Formlerne 


C2  +  Cz  {tx  -\-t2  ■+•  £3)  +  . . .» 


,[r-l] 


(r) 


(r) 


(r) 


F}r  ll~cr_l+cr.bl+cr+l.b2+:..+cr_l+p.bp+..., 

ir) 

b\   ™*  '  1   T"  **    "T  •  •  •  ~T"  V' 


ii-«r+<r 


x  i«i  — «a )  i*a — *s)        /«r  -  1  —*r)  /(*r- *i+P) 


(11) 


idet 


$i  2^  «2  >  S3  >  . . .  >  «r  ^  si  — jPj 


(r) 


hvis  Rigtighed  bevises  ved  Induktion.     bp1  der  kan  udtrykkes  ved 

(r) 
Koefficienterne  a  i  (8),  er  altsaa,  umiddelbart  udtrykt  ved  t ,,  t2, . . .  trf 

en  Sum  af  Produkter  af  p  Faktorer,  tagne  paa  alle  mulige  Maader 
blandt  disse  r  St0rrelser  og  saaledes,  at  enhver  af  Faktorerne  kan 
gjentages  og  i  saa  Fald  regnes  for  lige  saa  mange  enkelte  Fak- 
torer. Hvis  alle  Abscisserne  /,,  <2,  .  .  .  tr  havde  samme  YsBrdir 
eller  hvis  t2  —  tx  -j-  dt,  t9  —  tt  +  2dt>  ...tr  =  tl  -\-(r  —  1) dty 
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vilde   0-   erholde   sin   med  Hensyn  til   tt    sterst   mulige   Vaerdi, 

nemlig,  i  Falge  Formlen  for  Antallet  af  Kombinationer  med  Ele- 

menternes  Qjentagelse 

[r—  1+p]  jg  .   r(r+l)...(r-f  p  -  1)  # 
[r- 1]M*~  l.2...p  *' 

8om  vilde  give 

^i        ""  f^Z\]  (jr__1]  Cr-\  +m^f'i  +     raj    ^r+l  £  +  •••/"" 

L      /^Z^ L.Tlr-1) 

[r-i]  \  dT11  A      [r-l]    l       ' 

Hvis   altsaa  Koefficienterne    Cr,   Crj.i,  .  .  .  i  (3)    alle   have 

samme   Tegn,   maa  Interpolationskoefficienten   af  r'te  Orden    F[rJ 

altid  i  numerisk  Henseende  vaBre  mindre  end  ■=-=  Y\r\     Ligesom. 

[r]     »         ^ 

'2  ■"  *i  +  *i  *s  °"  *i  +  2<ft, . . .  <r  «  f  1  +  (r  —  1)  *  ^Ufi  bringe 
Baekken  (9)  paa  Formen 

y      Jr'   '     [1]    *'  +     [2]      *•+•••+     [r-1]     *•         + 

<<  - *,  r  (rM  +  (t  _  *r+l)  r[r+i]  4- . . . 

hvis  fdrste  r  Led  ere  sammenfaldende  med  de  ferste  r  Led  af 
Taylors  Rsekke,  saaledes  ses  det  let,  at  tt  —  tt  -}-  A  t,  tz  =  tt  + 
2 .  A  tf, . . .  tr  —  tf ,  +  (r  —  1) .  A  tf,  vilde  bringe  de  furste  r  Led  af 
Baekken  (9)  til  at  falde  sammen  med  de  f0rste  r  Led  af  den  be- 
kjendte  Interpolationsformel  for  Y  ved  konstante  Differenser  A  t  for  t. 
Ssettes  nemlig  F2  —  F,  =  A  Fx,  .  .  .  Yr  —  Fr_,  —  A  Fr-i. 

A  F2  -  A  F,  =  A*  F„ . . .  Ar~2  F2  —  Ar"2  F,  -  Ar~l  F„ 
faas  if0lge  (7): 

Ji]       A_F,    vm  A»F,  v[r-l]  A'"1 7, 


•og  if0lge  (8): 

g>(M) -(*-<,),  sp(8,0-(*— *i)(«-'i-  Aft...y(r—  1,*)  — 
(*  —  *i)  (*  —  <i  -  A  0  (t  -  /,  —  2  A  0  •  •  •  (*  —  *i  -  (r  —  1)  A  0, 
som,  indsatte  i  (9),  give  de  f0rate  r  Led  af  Interpolataonsformlen 
ved  ^Eqvidifferenserne  A  t 
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(r) 
Da  Vffiidien  af  bp  ikke  forandres  derved,  at  Ordningen  i  Reekke- 

Mge  for  de  r  Abscissevaerdier  forandres,  saa  vil  dette  heller  ikke 

Wive  Tilfeeldet  med  VaBrdien  af  Y[r~l\  der  vil  forblive  den  samme, 

kvad  enten  den  ene  eller  den  anden  af  Abscissevserdierne  tages 

som  Udgangsrordi  og  betegnes  som  tv     Deri  ligger  det,  at  den 

tabellariske  Beregning  af  Interpolationekoefficienterne   kan  kontrol- 

leres  paa  den  foran  anf0rte  Maade. 

Beregningen  af  Sterrelserne  bp  umiddelbart  ved  Abscisserne 
tv  t2..  .tr  kunde  udfgres  efterhaanden  saaledes: 


(2)                (0 

(3)             (2) 

(n)            (n-1) 

...  6,  =<„  +  &] 

(1) 

K  - 1\ 

(*)        (0     (i) 
62  —  ttbt  -\-bt 

(3)           (3)      <*) 
&2— *3*>l+&* 

(w)          (n)    (n-1) 

(2)           (2)      (1) 

&J  —  <2&2+&3 

(3)           (3)      (2) 

(n)         (n)  (n-1) 

.   .   .   03  =tw02  -|-Oj 

(2)          (2)             (1) 

(3)          (3)            (4) 
6j»  —  Mp-l+»p 

(n)         (n)         (n-1 

•  •  •  bp=~tnbp_ i"h"p 

(n)  (n)         (n) 

Fejlen  t;  =  F  —  y  paa  y  maa,  ifelge  (9),  have  Formen 

hvori  /„+!,  <w.i-2i  •  •  •>  der  be8temme  Vaerdierne  af  Y\n ,  F}  "*"  J,  . . ., 
kunne  gives  ganske  vilkaarlige  Vaerdier.    Yi  ville  da  s»tte  (n  i  j  —  eft, 

<n+2  —  9  <Wi  •  •  •  tfw_^  =  ^  d£, . . .,  som  if0lge  (11)  giver 

(n+p)  (n) 

ft,     —  *|  +*2  +  •••  -Mtt  =  &p 


(*+*) 


(n) 


6g    -#  +  *?    l«1  +  ...  +  (J-ftal 
[n+pl  (w^  W 

(W) 
i    ^nr^-y-^-r  •  ^r   i    •  •  • 

og,  ifelge  <8X  y  (w  +  P,t)  —  y  (w,  0  .  tP.  (n) 

Inds»ttes   disse  VaBrdier   i  oven  staaende   Udtryk    for   v1   og 

ordnes  derpaa  R®kken  efter  Leddenes  St0rrelsesorden,  der  jo  angives 

ved  Indices  for  Koefficienterne  C,  saa  erholdes 
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v-<P(n,t).{Cn  +  CH+l(t  +  bl)  +  ... 

(♦»)  „_i     (»)  „_ 


(») 


+  Cn+p{1?  +  bl1?-l  +  bi1?-*  +  ...  +  bp)-\-..} 


(12) 


(») 


Fejlen  v  er  saaledee  af  n'te  Oiden  og  foiBvinder  for  <  —  <lr 

<i,...  <n,  hvilke  n  Vserdier  af  t  ere  B0ddeme  i  <f  (n,  t)  — ■  0. 

(r) 
Storrelserne  fl>„,  der  ved  Formlen  (11)  ere  udtrykte  unuddelbart 

ved  Abstisserne  tt,  tt,...tr,  kunne  ogsaa  udtrykkes  ved  Koeffici- 

(«•)    (r)         (•) 
enterne  a,,  aa, . . .  or  i  (8). 

Man  har  nemlig,  iftdge  (12),  (8)  og  (3), 
(r)  (r)  (r)  (r) 

t;  —  (f  +  o,  r-1  +  o,  r~2  + . . .  -f  ar) . 

p="*>  _      (r)    „    1      (♦■)    „ 

2    CH,«»+iI«,,"1  +  ».«' 
1»— o     ^ 


—2 


(r) 


og 


Q  =-T — 1  P=CD  I 


(r)  (r) 

og,  da  y  —  F  —  vr  er  en  Funktion  af  Graden  (r  —  1)  med  Hensyn 

til  f,   maa  Koeffidenteme  til  f,    P"*"1,   f^**  i  de  Led,   der  ere 

multiplicerede  med  Cr  i ~,  v»re  «  0.    Man  faar  derfor,  ved  efter- 

haanden  at  ssette  p-0,  1,  2,  .  .  .,  Betingelserne 

(r)      (r) 
a,-f  6,—  0 

(r)      (r)(r)      (r) 


(13) 


(r)      (r){r)  (r)  (r)  (r)       (r)      (r) 

«r  +  &iar-l+6*°r— *  +  •  -  +  ftr—  lai  +  frr  — ° 
(r)(r)      (r)(r)  (r)(r)      (r) 

*i«r  +  Mr-l  +  -  -  +  ftrai+ftr+l~0 

(r)(r)      (r)       (r)  (r)  (r)       (r) 


der  dog  neppe  ville  kunne  faa  nogen  Anvendelse  i  Praxis. 

Medens  Formlen  (9),   ifelge  (10),  giver  en  forkoldsvis  let  og 
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(n)     (n+l) 
simpel  Overgang  fra  y  til  y,  er  dette  lngenlunde  Tiliaeldet  medi 

Lagranges  Formel  (6).    Denne  giver  nemlig 

(n+l)    (n)      (n)  (n+l)  r-=n+l  Yr 

V  —  y  —  v  -  r  —  ?  (n,  f)     2     — ,— r  i/  V 

som,  trods  sin  simple  Form,  vilde  give  en  meget  besvaerlig  Regning. 
Sammenlignes  denne  Formel  med  (10),  faas 

Y\r~l]  _  qT  __^_  .  (U) 

1  q=i   9>q(r,tq) 

Da  Ft'-1]  i&lge  (11)  er  —  0,  naar  Y  er  —  Cpf  og 
p<(r  —  2),  faas 

J    — ■*—  —  0  for  p  <  r  <—  2, 
q^\  ffq  (r,tg)  — 

og,  indsaettes  derfor  i  (14)  R»kkeudviklingen  for  Yq  if0lge  (3),  faas. 

y[r-l]  _  *^r  fi-— l<g       +  <?r*g+  —  +  fi— 1+g  *q  +  •". 

1  2=1  9fy  (r>  *q) 

(r) 

som,  sammenholdt  med  den  lste  (11),  viser,  at  bp  kan  udtrykkes. 
umiddelbart  ved  Abscisserne  t^  t?,  .  .  .  tr  under  en  anden  Form 
end  den,  der  angives  ved  den  sidste  (11),  nemlig  ogsaa  saaledes 

K-    *       *  ,    *    '  (15> 

*         q^WqWq) 

(r) 
hvorved  maa  erindres,  at  b0  —  1,  og  at 

(r)  (r)         (r) 

6_i  —  6_2  —  6—8  =  .  .  .  =  0. 

Formlerne  (14)  og  (15)  have  Interesse,  for  saa  vidt  som  de 
tjene  til  nsermere  at  belyse  Sammenhaengen  mellem  de  foregaaende 
Formler;  men  for  de  praktiske  Anvendelser  ere  de  vistnok  uden 
Betydning. 

Ifelge  (4)  og  (5)  bliver 

(n)  (n) 

Z=>  (t  +  i  —  1)«  .  y  +  (t  +  i  —  l)a .  v 


og 


^+h     h  f1  <»>       h  C1  <») 

\Zdx  —  A-\(t  +  i--l)a.y.dt  +  -r-yt  +  i--l)a.v.dtf 

Jg  %    t)_(»--l)  %     J-(i— 1) 


(16)> 


90 

hvori  Udtrykkene  for  y  og  v,  if0lge  (8)  og  (12),  indsaettes.  I  hgjre 
Side  af  Formlerne  (16)  er  det  2det  Led  Korrektionen  til,  eUer 
Fejlen  paa  det  lste  Led. 

(Fortsettes). 


EN  FUNKTIONALLIGMNG  (OPGAVE  502). 
(af  J.  L.  W.  V.  Jensen). 


I  sidste  Hefte  af  Tidssfcriftets  forrige  Aargang  har  Hr.  A.  S. 
Bang  fors0gt  at  lese  Opgave  Nr.  502,  hvis  Ordlyd  er  ffrlgende: 

Bestem  de  entydige  analytiske  Funktioner,  som 
tilfredsstille  Funktionalligningen 

f(x  +  y)  =  af(x)  .f(9)  +  bf(x  +■  *>)  ./(y  +  «), 

hvor  a,  b  og  w  ere  givne  Konstanter,  forskjellige  fra  Nul. 

Da  Hr.  Bangs  Losning  er  grundet  paa  den  stiltiende  og 
aldeles  uberettigede  Forudsaetning,  at  f(w)  (og  1  —  a/(0))  ikke 
kan  vaare  Nul  eUer  uendelig,  og  i  evrigt  er  meget  ufuldstsendig, 
skal  jeg  i  det  felgende  vise,  hvorledes  Opgaven  kan  lgses  exakt 
ved  rent  elementere  Betragtninger.     (Sndgn.  Aarg.  1878,  S    154). 

For  Kortheds  Skyld  benytter  jeg  felgende  Betegnelser: 

y(x)- a;  j\x+m)    in  j\x+2m)-xt ;  m—  r, ,%+«)-  yv 

/(y-2«)  -  rt;  J\x  +  y)  *  i\  /(.r  +  y+«)  -  Ut. 
Af  Funktionalligningen 

r-  axr  +  bxlrl  (A) 

udledes  Ted  at  give  a*  eUer  y  Tilvsexten  m 

L\  =  aXx  F  -f  bX?  r,  ~  a  AT,  +  6X,  I\,  (B) 

soni  under  den  Forudssetning,  at  ikke  A~,  —  0,  giver  as 

ftA^-aA       bl\  -qT       , 

y  —  ~  —   A,  (tr) 

-A,  ±  , 

hvw  It  er  en  Konstant.     Tilfteldet  A",  «0  ses   imidlertid   at   til- 
SvdsstiLe  iA)>  saa  at 
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X  -  0 

«r  den  f0rste  L0sning  af  Funktionalligningen. 

Yed  Hj»lp  af  (C)  omskrives  (B)  til 

Ux  -aXtY  +  aXYx  +  kXt Yv 

som  ved  at  kombineres  med  (A)  giver 

aU+aU,  —  (aX  +  aXx)(aY  +  aYx),  (D) 

naar  a  bestemmes  saaledes,  at  den  tilfredsstiller  den  anden  Grads 
Ligning 

ka  -f  ab  —  «2,  (E) 

hvis  E0dder  i  det  f0lgende  betegnes  ved  a'  og  a". 

Da  aX  +  aXx  if0lge  Foruds»tningen  skal  vsere  en  entydig 
analytisk  Funktion  af  x  og  if0lge  (D)  tilfredsstiller  en  Funktional- 
ligning  af  Formen 

F{x  +  y)  =  F(x).F(y), 
hvis  eneste  analytiske  Opl0sninger  som  bekjendt  ere 

F{x)  =====  0  og  F(x)>=*  ecx,  (c  en  vilkaarlig  Konstant). 
haves  til  Bestemmelse  af  X,  idet  (E)  foretebig  antages  ikke  at  have 
lige  Rodder,  enten 

aX  -«-  a"Xx  -0     | 
-eller 

aX+uiXl  ~ecx 

aX+u"Xt  =e&x. 
f'  er  en  ny  Konstant,  som  nedenfor  vil  blive  bestemt  ved  c. 
Kombinationen  aX  4-  a'Xx  ■—  0,  aX  -f-  «"X,  —  0,  f0rer  kun  til- 
hage  til  den  f0rste  Leaning. 

Af  (F)  &lger 

a  (a"  —  «')'  «'  ~  «"       a  (a"  —  «')' 

hvoraf 

ab 


(<*> 


«og  sluttelig 
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ecx 


X  = 

a  +  be2co 

torn  er  den  anden  Loaning. 
Af  (G)  folger 

a»ecx_a*ectx  ecx^ec4x     g»  e"*  ec* — a' ef°  ef* 

hvoraf  a44  «-  -  ae~ co,  a4  —  —  ae"-c'° 

og  el<H^<>_^«       ",  (H> 

og  saaledes  haves  den  tredje  Loaning. 

"a  (a  +  lelco) 
hvor  r1  er  bestemt  ved  c  ifelge  (H). 

Der  staar  nu  blot  tilbage  at  behandle  Tilfeldet  af  lige  Rodder 
i  Ligningwi  (E\    Til  Bestemmelse  af  A'  tjener  da  forst 

«A  +  aXt  —  e«*  eller  A-  eC*  — -A^i  (I) 

som  ved  Indsiettelse  i  (A)  med  Benyttelse  af  (E)  gnrer 

«r,  -  it  At  <**  +  «!>**  eller      ^  -  *I  +  Zl, 

dor  or  af  Fonuen     F\ x  +  y^  —  f\x>  +  .Fvy). 
IVnno  Funttionalligmngs  eneste  analytiske  Timing  er 

/Yr)  —  Clr: 

dorfor  i»a*      A  t  -  (>  r<*    A  —  ( V  —  •*>  *—«"  *cjr, 


.»«.• 


sota  tf»!£*  vF  fiv»r  O  —  —       >  oiler  sluttelic 

A X~"V* 


,Uy  or  .Voa  fjord*  o$  $;d$to  Losnisc:  TilSeidot  aj-  o-V,  —  0 
tsror  *o*v.>,£  4t^Mr  tilb*£o  tu  $*sto  Ijkhu^:. 

IV*  &v\%avcto  Oyow  or  sack's  £;lissie&.U£t  k«  red  de  fire 


Ov\fc«  xcor 
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/(*)-0; 


e6* 


a  +  fte26"' 


(-*)+ 


H  —  -?Ll  +  2n7rt 


/(a;)  == ! 5- ,  c'  = c: 


/w> -4  0 -£)*"» 


som  ere  almengyldige;  dog  maa  i  den  anden  og  tredie  ikke 
a-\-bd*Ca  —  0.  Hr.  Bangs  L0sning  er  identisk  med  den  anden, 
•de  0vrige  tre  give  /(»)  —  0. 


Da  Hovedpunktet  i  Hr.  Jensens  Loaning,  den  elegante  Om- 
8krivning  til  Formlen  (D)  synes  noget  vanskelig  at  finde,  antager 
jeg,  at  det  ikke  vil  v»re  uden  Interesse  at  se  en  anden  Loaning, 
som  jeg  derfor  ganske  kort  skal  antyde. 

Man  fear  af  to  forskjellige  Udtryk  for  f(x  +  y  +  to)  Ligningen 

offr  +  *)f(y)  +  bf(x  +  2w)f{y  +  m)  — 

af(x)f(y  +  M)  +  bf(x  +  «)/(y  +  S»), 
•der  kan  omskrives  til 

/(*  +  «)  (o/ty)  -  bf{y  +  2a>))  -/(y  +  m) (af(x)  —  bf{x  +  2a,)).   (1 ) 
Denne  spalter  sig  i  folgende  tre 

f(x  +  «)  -  0,  af(x)  -  bf(x  +  2W)  =  0, 
af(x)  -  bf(x  +  2  w)  +  2c/<*  +  «)  -  0,  (2) 

ivor  c  er  en  arbitoer  Konstant. 

Den  fjefrste  giver  f(x)  —  0,  den  anden  er  indbefattet  i  den 
tredie  for  c  =■*  0.  Da  denne  sidste  ogsaa  vilde  fremkomme,  hvis 
ferste  Led  i  den  forelagte  Ligning  var  en  vilkaarlig  Funktion  af 
#  +  y,  giver  den  en  almindeligere  Bestemmelse  af  f(x)  end  den 
forelagte,  og  Resultatet  maa  derfor  proves  ved  Indssettelse  i  denne. 

Men  nu  kan  (2)  betragtes  som  en  Differensligning,  hvor 
Differensen  er  a>,  og  behandles  som  saadan,  idet  man  tsenker  sig 
•sat  x  —  na>  og  Differenserne  indforte. 

Derved  faas,  idet  m  er  en  Konstant,  som  bestemmes  ved 
Ligningen 
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—  bmla  +  2cma  +  a  —  0,  (3> 

f(x)  -  Amx  +  Bmx2,  (4> 

naar  Itedderne  m,  og  m2  i  (2)  ere  forskjellige,  derimod 

f(x)  —  jlm?  +  Bamtx,  (5) 

naar  (2)  har  lige  R0dder. 

En  n0jagtig  Bestemmelse  af  Konstanterne  f0rer  tilbage  til  de 
af  Hr.  Jensen  angivne  L0sninger. 

(J.  P.  Gram). 


EXAMENSOPGAVER. 


Skolelaererexamen.    Maj  1887. 

Regneopgave  Nr.  1.  (3  Timer).  A  kj0ber  696  Tdr.  5  Skpr. 
1J  Fdkr.  Korn  til  en  Pris  af  46,20  Kr.  for  3  Tdr.  1|  Skp.  og 
betaler  Kornet  med  Obligationer,  som  Saelgeren  modtager  til  Kurs 
96J.  Hvis  de  derimod  vare  modtagne  til  den  Kurs,  hvortil  A  selv 
havde  kj0bt  dem,  kunde  han  for  de  samme  Obligationer  have  faaet 
12§  Tdr.  Korn  flere. 

I.  Hvor  stor  var  Obligationernes  paalydende  Vserdi? 

II.  Til  hvad  Kurs  havde  A  kj0bt  dem? 

Yed  Rensning  svinder  Kornet  1T9T  p.  Ct.,  og  naar  A's  andre 
Omkostninger  laegges  til  det  Bel0b,  han  selv  har  givet  for  Obli- 
gationerne,  staar  det  rensede  Korn  ham  nu  i  16  Kr.  pr.  T0nde. 
Han  sselger  304  Tdr.  effcer  3  Maaneder  for  17,50  Kr.  pr.  Tende, 
og  Resten  1  Maaned  senere  til  en  saadan  Pris,  at  hans  rene  For- 
tjeneste  ved  Handelen  er  30  p.  Ct.  p.  A.  af  hans  hele  Udgiffe. 

Id.    Hvor  meget  udgjorde  hans  andre  Omkostninger? 

IV.     Hvad  fik  kan  for  1  T0nde  af  det  sidst  solgte  Parti? 

46  SO 
Opl.  1.     -^f-  .  696f  =  10058|  Kr. 

10058 J  .  ^  ==  10450  Kr.  (I). 

~*~ .  12|  —  182  J;  10058  J  +  182|  —  10241. 
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10241 


.  96J  —  98  (II). 


696|  Kr.  .  ^?  —  684  Tdr. 


10058J 

98£ 
100 
684  .  16  —  10944;  10944  —  10241  —  703.  (HI). 

304  .  (17£  —  16)  —  456  Kr.  (Tjent  i  3  Mdr.). 

12 
456  .  V  —  1Q24  Kr.     (Tjent  i  1  Aar). 
o 

10944  .  jjjg  3283,2. 
3283,2  —  1824  —  1459,2. 
1459,2  .  -^  —  486,4. 

La 

16  +  ^  =  17,28  Kr.     (IV). 

Regneopgave  Nr.  2.  (2  Timer).  Era  Begyndelsen  af  Aaret 
1888  vil  A  den  1.  i  hver  Maaned  henlsegge  Penge  i  en  Spareb0sser 
men  hver  f0lgende  Maaned  10  0re  mere  end  i  den  foregaaende. 

L  Hvis  han  1.  December  1889  henlaegger  3  Kr.  2  0re,  hvor 
meget  har  han  da  paa  dette  Tidspunkt  i  alt  i  Spareb0ssen? 

II.  Hvis  den  ved  Udgangen  af  1889  samlede  Sum  skal 
hinne  give  2  Kr.  30§  0re  i  aarlig  Rente,  udsat  til  b\  p.  Ct.  p.  A., 
hvor  meget  maa  han  da  henlsegge  1.  Jannar  1888,  og  hvor  meget 
1.  December  1889? 

ICL  Hvor  laenge  vil  det  vare,  inden  Spareb0ssen  i  alt  inde- 
holder  40,6  Kr.,  hvis  A  sidste  Gang  henl»gger  2  Kr.  80  0re,  og 
hvor  meget  maa  han  i  saa  Fald  henl»gge  1.  Jaauar  1888? 

Opl.  2.    302  —  a  +  23  .  10;  a  —  72. 

s  -  72  +  3°2  .  24  -  4488  0re.  (I). 
230$  .  ~  =  4320  —  (a  +  u) .  12. 


(H). 


u  —  a  +  23  .  10. 

u  +  a  —  360  I  a  —  65 

u  —  a  —  230  J  u  =  295 

4060  — (^t—  )w;  280  =«a  +  (n  —  1).10. 
8120  —  an  +  280  n;  a  —  290  —  10  n. 
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8120  —  290m  —  10w*  -f  280n 10w»  +  570  w. 

a  — 280  — 28.10  — 0     I 

a  —  280  —  27  .  10  =  10  J  ^ 

Regneopgave  Nr.  3.  (2  Timer).  EnBjaBlke  har  kvadratiske 
Endeflader,  hvis  Omkredse  henholdsvis  ere  36  og  24  Tommer;  et 
Snit  i  4  Alens  Afstand  fra  den  tykkeste  Ende  vil  have  en  Omkreds 
af  33  J  Tomme.    Hvor  stor  er  Bjselkens  Rumfang? 

Den  overskjrares  parallelt  med  Endefladerne  i  2  lige  lange 
Stykker,  og  gjennem  hvert  af  disse  bores  der  paa  langs  et  cylin- 
drisk  Hul.  Naar  dettes  Radius  er  1J  Tomme  storre  i  det  tykke 
end  i  det  tynde  Stykke,  og  de  2  Bjaelker  efker  Gjennemboringen 
indeholde  lige  store  Traemasser,  hvor  stor  er  da  Radius  i  hvert 
Hul?  (tt  — £). 

Opl.  3. 

8i  ~6  ~  9~=l;  X  "  U;X  +  4  ~  18  (Alen)  "  36  (F0d)" 

U\  Kbk£  —  24624  Kbktm. 
^f  ((7J)2  +  9*  +  7i  .  9)  -  216  (x  +  1  J)»  .  y  - 

SIR 

^f  (6J  +  (7J)2+6.7i) 

22 

—  216  .  x*  .  y.    Heraf  #  —  1T\  Tomme;  x  +  1J  —  3&  T.     (II). 


OPGAVE  TIL  LOSNING. 


550.  I  en  Plan  er  givet  n  Punkter.  Igjennem  3  og  3  af 
disse  laegges  Cirkler.  Det  antages  at  hver  to  af  disse  skjasre  hin- 
anden.  Hvor  mange  Skjseringspunkter  er  der,  som  ikke  falde 
sammen  med  de  givne  Punkter.  (H.  Valentiner). 


Acta  Mathematica 


Zeitschrift 
herausgegeben  von 


Journal 
r6dig6  par 


e.  Mittag-Leffler. 


Sverige. 

A.  V.  B&cklund, 

Lund. 

A.  Th.  Daug, 

Upsala. 

H.  Gyld6n, 

Stockholm. 

Sophie  Kowalevski, 

Stockholm. 

G.  Mittag-Leffler, 
Stockholm. 


Redaction: 

Norge. 
C.  A.  Bjerknes, 

Christiania. 

O.  J.  Broch, 

Christiania. 

S.  Lie, 

Christiania. 

L.  Sylow, 

Frederikshald. 


Finland. 

L.  Lindelttf, 

Helsingfors. 


Danmark. 

L.  Lorenz, 

Kj0benhavn. 

J.  Petersen, 

JKJ0benhavn. 

H.  G.  Zeuthen, 

Kj0benhavn. 


P&  tidskriften  kan  prenumereras  i  hvarje  bokhandei  i  de  nor- 
diska  landerna,  Tyskland  och  Frankrike. 


INDHOLD. 


Side 

Om  algebraiske  Kurvers  Bestemmelse  ved  Punkter.    Af  H.  <?.  Zeuthen  65 

Interpolation  og  Integration  ved  Reekker.    Af  F.  Buchwald 79 

En  Funktionalligning.    Af  J.  L.  W.  V.  Jensen 90 

Examensopgaver 94 

Opgaver  til  l»0sning 96 


tfr 


TIDSSKRIFT 


FOR 


MATflEMATIK. 


UDGIVET 


AF 


J.  P.  Gram  og  H.  6.  Zeuthen. 


FEMTE  RiEKKR 
Femte  Aargang. 


KJ0BENHAVN. 

E.  JESPERSENS  FORLAG. 

HoFFENSBERG   &   Trap's  EtABL.  —  Kj0BENHAVtf. 

1887. 


FJERDE  HEFTE. 


Tidsskrift  for  Mathematik  udgaar  paa  E.  J68per86RS 
Forlag  med  et  Hefte  paa  1 — 3  Ark  hveranden  Maaned  til  en  Pris 
af  6  Kroner  for  Aargangen,  som  altid  bliver  paa  12  Ark.  Sub- 
skription  modtages  i  alle  Boglader  i  Danmark,  Norge  og  Sverig. 

Artikler  og  andre  Bidrag  bedes  indsendte  til  Dr.  J.  P.  Gram, 
Linn6sgade  16,  A,  3.  Sal,  Kj0benhayn,  E. 


97 


INTERPOLATION  06  INTEGRATION  VED  RJ1KKER. 

(af  F.  Buchwaldt). 

(Forteaettelse). 


§  2.     Bestemmelsen  af  \Zdx  ved  Hjaelp  af  dot  fflrste 

Led  i  horjre  Side  af  den  2den  (16)  vil,  i&lge  Udtrykket  (12)   for 

(») 

v,  naar  de  n  Abecisser  <,,  t2i .  .  .  tn  ere  ganske  vilkaarlig  valgte, 

i  Almindelighed  medfflre  en  Fejl  af  w'te  Orden,  hvis  f0rste  Led  er 


1    •)-(*-!) 


(n,t).dt;  men,  kan  man  disponere   over  alle 


n  Abscisser,  saa  vil  Fejlen  kunne  bringes  ned  til  at  vaere  af 
Ordenen  2w,  og,  kan  man  disponere  frit  over  de  s  Ab- 
scisser f,,  tf2, .  .  .  ts,  medens  Abscisserne  t8\^  t8i2>  •  •  •  ^n 
ere  givne,  saa  vil  Fejlen  kunne  bringes  ned  til  at  vaere 
af  Ordenen  (n  -f-  s).  Det  sidste  Tilfselde,  der  for  s  — w  inde- 
holder  det  foregaaende,  i  hvilket  der  kan  frit  disponeres  over  alle 
n  Abscisser,  fordrer,  if0lge  (12),  at  Abscisserne  <n  £2, .  .  .  t81  naar 
Feilen  i  den  2den  (16)  skal  vaere  af  Ordenen  (n  -f"  s)>  bestemmes 

saaledes,  at 
1 

(t  +  %  —  Yf .  9  (w,  0  .  f  .  dtf «  0  for  p  —  0, 1,  2. . . .  (5  —  1).    (17) 
Da  t8  i  lf  <8^_2>  •  •  •  ^n  ere  tekjendte,   kjendes  ogsaa  Konstanterne 

(t-t,+l)(t-ta+<l)...(t-tn)-f"->+kli»-*-i+...+kn_g, 

eg  man  har  da,  idet 
ifelge  (8),  de  s  Betingelser 

1  <«>  (8) 

(<  +  t-l)°.(*»  +  a1i»-1  +  ...  +  aJ. 

-(*-0  J  (17)' 

(**-*  +  &,  f"-*-1  +  . . .  +  Jcn_8) .  ^  .  M  —  0 

for  p  —  0,  1,  2, ...  (5  —  1) 

V.  Bnkke.    5.  Aargang.  7 


$ 
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(8)     (8)  (S) 

til  Bestemmelsen  af  de  s  Konstanter  a,,  a„  . . .  a8  i  y  (s,  t),  nvor- 
n»st  <,,  f2, .  .  .  ^  findes  som  B0dderne  i  y  (5,  Q  =  0. 
Fejlen  paa  Bestemmelsen  af 

\Zdsc  ved  4-\(*  +  i— lf.yd*  Uiver  da: 

*  J-(«-l) 


*p 


4-\(*-H— l)a  vtft  — 
*  J-(i-i) 


(18) 


Da  man  i  Almindelighed  ikke  kjender  Koefficienteme  C  i 
Bakken  (3)  for  Z,  kan  en  egentlig  numerisk  Beregning,  i&lge  (18), 
af  Integrationsfejlen  ikke  finde  StecL  Naar  derimod  Foradssetnin- 
gerne  for  Formlen  (10)'  ere  tilstede,  altsaa  naar  i  numerisk  Hen- 
seende  Ulighederne 

Cp  >  Cp^i  >  Cp-\.%  >  •  •  -i 
der  ere  en  Fjrige  af  Konvergensen  af  Rsekken  (3),  indtrode  ved 

P  ^l  (w  —  1)?   s**  at  ^n— 1  er  **  (w  —  l)'te  Or^611!   s*8-  v^l  man 
af    (18)    kunne    erholde    en    numerisk   bestemt   h0jere 

Grsense  for  den  begaaede  Fejl  ved  i  Stedet  for  C^g  at 

ssette  Ti~  *■  og  lade  de  folgende  Led  af  Raekken  bortfalde. 

I  (17/  og  (18)  saa  vel  som  i  (1)  vil  det,   som  foran  an&rt, 

v»re  hensigtsmsessigt  at  s»tte  i—  1,  naar  a  ikke  er  =  0,  og 

t=  2,  naar  a  er  =  0. 


§  3.  I  2  Tilfcelde  kunne  de  8  Iigninger  (17)',  der  tjene  til 
Bestemmelsen  af  de  s  ikke  givne  Abscisser  tl7  £,,  .  .  .  ts,  erstattes 
Ted  §n  enkelt  Iagning  af  ste  Grad,  hvori  disse  Sterrelser  findes 
som  Kidder. 

Det  ene  af  disse  Tilfeelde  er  det,  i  hvilket  5  er  —  n,  saa  at 
der  ingen  Abscisser  er  givet  Det  andet  Tilfeelde  er  det,  i  hvilket 
det  er  givet,  at  man  for  hver  af  Intervallets  Granger  (x  —  g  og 
x  —  g  +  h)  skal  have 


99 

(»)  (»)  <"> 

r-V,p=.V', re-')  -  yC-D, 

saa  at  der  i  Alt  er  gftet  tl  Abscisser,  nemlig  I  Abscisser 

—  —  (i  —  1),   eller  rettere  —  —  (i  —  1),  —  (i  —  1)  -f-  dt,  . . .  • 

—  (i—  1)  +  (Z —  l)dt,  og  Z  Abscisser  —  +  1,  eller  — .  -|-  1, 
+  1  —  dt, 4- 1  —  0  _  i)  & 

Det  vil  vaare  naturligt  foret  at  behandle  dette  sidste  Tilfolde, 
i  hvilket  der  skal  disponeres  over  s  =  (w  —  21)  ikke  givjxe 
Abscisser,  da  det  er  det  almindeligere,  idet  det  for  I  —  0  ind- 
befatter  det  fgrstnsvnte  mere  specielle,  men  desuagtet  hyppigst 
forekommende  Tilfielde,  bvori  der  kan  disponeres  frit  over  alle 
n  Abscisser.- 

De  (n  —  21)  Betingelser,  som  skulle  tilfredsstilles  af  samtlige 
n  —  (w  —  2Z)  +  2Z  Abscisser,  og  som  skulle  tjene  tQ  Bestemmelsen 
af  de  ikke  givne  (n  —  21)  Abscisser,  ere  if0lge  (17) 

f .  w  .  dt  —  0  for  p  «  0, 1,  2, . . .  (n  —  21  —  1), 
L(i-l)  J      (17)" 

idet  co  —  (<  +  i  —  l)a .  g>  (w,  Q. 

Disse  Betingelser  tilfredsstilles  alle  ved 
(*  +  i  —  l)a.y(w,0  —  «  — 


i 


K. 


(19) 


dp-*1 

hvori  £  bestemmes  saaledes,  at  Koefficienten  til  <°t* 
bliver  =»  1.    Man  har  nemlig 

saa  at,  ifelge  (19),  den  lste  (17)"  vil  vsere  tilfredsstillet,  naar 

«=n-W-l-r  j^      [n  —  gl  —  l— r]         [n  —  i] 

«fo        [3][n-2Z-l-r-g][n-?-ar 

{«  +  n  — 1} ft  4.  j  _  n«+H-i+rf*  ft  _  l)»»-?-4 
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for  p  —  0, 1,  2, . . .  (w  —  21  —  1)  er  —  0  saavel  ved  t  —  —  (i  —  1) 

som  ved  <  —  1 ;  men  i  dette  Udtryk  for  \  w  .  dtlmfy  i  hvilket  (jvfr. 

Side  66  i  Tidsskr.  f.  Mathem.,  1885) 

{a  +  n  —  1}  (a  +  n  —  l)(a  +  n  —  l—l)... 

[a  + 1 +  i  +  r  +  q\  ™  («  +  i+l  +  r  +  g)(a  +  J-f  r+g)...^ 

1 


(a  +  I  +  1  +  r  4-  «)  •  •  •  («  +  w  —  I  +  l)1 
ville  de  mindste  Potensexponenter  for  (t  -f-  *  —  1)  °g  ('  —  1)  V8ere 
henholdsvis   (a  +  1  +  I)  og  (w  —  J)  —  (w  —  21  —  1)  =  (1  +  IJ, 

saa  at  alle  Led  i  denne  R»kke  for  \  co .  df  1+r  have  den  fBalles 

Faktor 

K .  (t  +  i  —  l)a+l+l  (t  —  l)l+l. 

Naar  altsaa  blot  a  i  (2)  er  >  —  (1  +  Z),  eller,  naar  ved  I  —  0, 

r»(i+f) 
a  er  >  —  1 ,  bliver  \  w  .  df1"^  —  0   saa  vel  for  t  —  —  (i  —  1) 

som  for  <  —  +  1j  hvorved  det  er  bevist,  at  (19)  tilfredsstiller  alle 
Betingelserne  i  (17)". 
Da  (19)  giver 

{t+i  —  ip.9{n,t)  —  K.(t+i  —  l)a+'(*-l)*. 

g-«r»  1    fo-2q      [n-q    {«+n-fl  * 

2«0     [«][w— 2^~^][w—i  — «]{«  +  ?  + «} 

fear  man  altsaa,  efter  Bortdivision  af  den  for  alle  Led  fselles  Faktor 
(t+i— l)a+l.(t— 1)*,  at  de  (n— 21)  stfgte  AbscissevaBrdier 
kunne  findes  som  R0dderne  i  den  (w  —  2Z)'te  Grads 
Ligning 

y  (m,  0  


(t  +  i-l)l.(t-l)1 


(20) 


Ved  disse  Abscissevserdier,   i   Forbindelse   med  de   I   givne 
Abscisser  —  (i  —  1)  og  de  I  givne  Abscisser  -f-  1)  ^"^  mau  ^ 
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ifijlge  (18),   at  Fejlen.  paa   BeBtemmelsen  af  \Zdx   ved 
4  \  (/  4.  j_  i)«.  y .  $  bliver 

i  \(<+t-l)a  S!  cU  -  A  \  ('+*-!)"  •  9>  («» <>  fe  (n-Z)  <*""+  •■•} <*.  (21) 

J_(»_l)  *  J-(i-l) 

altsaa  af  Ordenen  2  (»  —  Q,  hvorved  maa  erindres,  at  I  er  <  -^-, 

eller  at  2  (w  —  /)  —  n  +  (w  —  2l)~=n  +  s>n. 

Er  /  =  0,  saa  at  der  kan  disponeres  over  alle  n  Ab- 
scissevsBrdier  tl,ti, .. .  tn,  saa  blive  altsaa  alle  disse  at 
bestemme  som  R0dderne  i  (20),  der  for  I  —  0  bliver  en  Ligning 
af  w'te  Grad,  naar  man  vil  have,  at  Fejlen  paa  Bestemmelsen  af 


hvori  I  saettes 


F+h  h  Cl  W 

\Zdx  ved  4-\(*  +  i  —  l)a  .  y .  cfe  skal,  ifclge  (21), 

*V  z  J-<*-i) 

=»  0,  kunne  bringes  ned  til  at  vaere  en  Starrelse  af  Ordenen  2  n. 
Der  vil  vistnok  hyppigst  blive  Anvendelse  for  Tilfceldet  I  —  0; 

men  Tilfaeldet  I  =»  1,  hvorved  der  altsaa  stilles  den  Fordring,  at 

(»)  (»)      „ 

man  skal  have  y  —  F,  eller  (J  +  i  —  l)a  y  —  Z  ved  Intervallets 

Gronser  x=*g  og  a?  =  ^  +  A,  vil  dog  ogsaa  let  kunne  forekomme 
og  kan  i  hvert  Fald  skaffes  tilveje  derved,  at  det  oprindelige  In- 
terval deles  i  mindre  Intervaller,  begransede  af  de  givne  Yserdier  af  x» 


§  4.  Naar  a  ikke  er  «  0,  saa  at  der  til  x  =  g  svarer  et 
sasregent  Punkt  (/M  (g)  —  oo),  ssettes  i  de  foregaaende 
Formler  i—  1. 

Derved  bliver  i  (19)  og  (20) 
(P-^H-n— l  (t—lf^1 

eft*-2*  r«0       M     [nrrl-rr] ...         '• 
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saa  at  man.   ved  i  (19)  og  (20)  at  saette  K=-t — - — — :t> 

{a  +  2n  —  21} 

fear,  at  i  disse  Formler  er 

9(Jht>mm 

f+T'hVJH.    {«+n}    {a+2n-2l-r}  f^r 
r=\      M    [n-l— r]  {a+n— r\    {a+2n-2Z} 
,  De  (n  —  21)  ikke  givne  AbBcisser  findes  altsaa,  i&lge  (20), 
flom  B0dder  i  Ligningen 

y(B,^<n+r°r/(-l)r("-?->-+l)(n-l-r+2)...(»-Q] 

r=l  1  .  2  . . .  r  ^ggj 

(g+w-r+ 1)  (g+n-.r+2) . . .  (g^-n)   p-r_o  I 

(a+2w— 2Z— r+1 )  (a+2n  -2Z— r+2) . . .  (a+2n— 21)  1 

«fter  at  i  denne  Ligning,   der  indeholder  samtlige  n 
Abscisser  som  B0dder,  Faktoren  1?(f — 1)',  som  hidrtfrer 
fra  de  21  givne  AbBcisser,  er  bortdivideret 
Af  (22)  feas,  for 

J_0,  n-l,  y(l,0=<_^_0, 

J-O,  n-2,  y(2,0=^-2^^+^±l^- 

«-(-4        (a+3)(a+4) 

V2(i+2)\  /        -|/2^+2)\ 
a+8  1  I,   «+2   V  a+3  I 
a+4   /  V  a+4     a+4   /    ' 

i— 1,  n— 2,  9(2,*)  — **  —  <—*(*- l)  —  0, 
i_l,  n-3,  y(3,0«^-2^±|^  +  ?±?^- 

<«-»(<-S!)-°' 

i-l,  »-4,  9>(4,Q- 

f 4  .  o  "+*, ,  ,  («+«)  («+4)    (a+2)  (a  +3) 
a+6  "1'(a+5)(a+6)    (a+6)  (a+6) 


\   a+6     a+6 


a+6 

±5_/-a 

+6     a+6 


f   «+3   V  «H 
\   a+6     a+6 
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Som  Exempel  paa  Anvendelsen  af  denne  sidste  Formel 
(y  (4,  t)  for  n  —  4  og  I  —  1)  saa  vel  som  paa  Anvendelsen  over- 
hovedet  af,  hvad  <Jer  hidtil  er  fremstiUet,  ville  vi  antage,  at  der 
for  Funktiomea 

F(x)  —  VI  -  x2 

skal  i  Intervallet  ( —  1  <  x  <  +  1)  fremstilles  en  endelig  Inter- 
polationsrakke,  som  giver  de  mrjagtige  Yaerdier  F( — 1)  —  0, 
F(0)=*1  <*g  -F(-fl)  — 0,  og  som  i  Almindelighed  for  hvilke 
som  heist  Yserdier  af  x  har  en  Fejl  af  h/ajst  4de  Orden,  der  ved 
Integration  meUem  Qrranserne  —  1  og  + 1   skal  give  den  mindst 

mulige  Fejl  paa  Bestemmelsen  af  \  F(x)  dx.     Da  F*  ( —  1)   og 

P  (+  1)  ere  uendelige,  maa  Intervallet  deles  i  2  Intervaller,  der 
henholdsvis  hav«  g  =  —  1  og  g  —  +  1.  Vi  dele  da  Intervallet  i 
2 lige  store  Dele  med  Gronserne  ^  —  —  1,  g-{-h  —  0  og  $r  *=  + 1, 

^  +  ft  =  0,  saa  at  \  F(x)  dx  =  Wl  —  x2  dx  —  Wl  —  x2  dx. 

J— 1  J— 1  t)+l 

Det  vil  her  v»re  tilstwekkeligt  at  fremstille  en  Interpolationsrakke 

alene  for  det  f0rste  af  IntervaUerne,  da  Intervallerne  ere  lige  store, 
og  Funktionen  er  symmetrisk  med  Hensyn  til  Ordinaten  gjennem 
Intervallernes  Frallespunkt  (x  —  0). 

Da  der  til  #  —  ,9=*  —  1,  svarer  et  s®regent  Punkt,  saBttes 
i  —  1.  Substitutionen  bliver  da,  idet  A  — »  +  1>  Xmmm  —  1  +  ^ 
som  giver  if  —  Vl  —  x2  —  v  .  V2  —  t  —  v.Y)  der,  sammenholdt 

med  (2),  viser  at  a  er  —  — ,  og  at  der  for  Y  antages  at  existere 

«n  Raekke  af  Formen  (3).  For  Y  skal  der  dernsest  fremstilles  en 
Interpolatfonsrsekke  af  Formen  (9),  hvori  n  er  —  4,  og   som  for 

Gransevaerdierne  xx  =  —  1  og  x9  —  0,  eller  tx  «»  0  og  t2  =»  + 1, 

(4)  ,_       (4) 

giver  yx  —  F,  =—  V2  og  y2  —  F2  =*  -f"  1.     Der  er  saaledes  givet 

2  Abscissevserdier  (1  for  hver  af  Intervallets  Granser,  altsaa  2  *=—  1)» 

hvornaest  de  resterende  (n  —  2  J)  —  (4  —  2)  =  2  Abscissev®rdier 

t$  og  tA  skulle  bestemmes  saaledes,  at  Korrektionen 
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CV4>  c° 

paa  \rydt  som  Bestemmelse  for  \  Z  dx   bliver   saa   lille    son* 
Jo  •)— 1 


muligt,  eller,  if0lge  (21),  af  Ordenen  2  (n  —  I)  —  2  (4  —  1)  =  6. 
Man  skal  altsaa  i  den  ovenfor  anfefrte  Ligning  y(4,  <)  —  0,  gj»l- 

dende  for  w  =  4  og  /  =--  1,  saette  a  —  — ,  hvorved  man  fear 

<8  -  ^  —  ^  V -jy  -  0,3258925,  som  giver  F8  -  1,2938732,  og 

*4  —  ^  +  ^  1/ ~  —  0,7510305,  som  giver  F4  — 1,1175730. 

(4) 
De  i  Raekken  (9)  for  y  indgaaende  Interpolationskoefficienter 

Y[l\  Yf2-1  og  r[3^  beregnes  derpaa  i  tabellarisk  Form  paa  den  i 
§  1,  S.  83  angivne  Maade,  og  Beregningens  Rigtighed  kontrolleres  ved  i 
Tavlen  efter  Vaerdiparrene  ty  og  Z,,  t2  og  Y2,  tz  og  Ys  at  til- 
fizrje  som  et  fjerde  Yserdipar  tf4  —  tx  og  F4  — Fj.  Derved  erholdes 
Interpolationskoefficienterne : 

Yx  —  +  1,4142137,  7[1] 0,4142137,  Z[2]  =*  —  0,0666797,, 

yM 0,0248877, 

medens  Kontrolberegningen  giver  Y^  —  —  0,0248876. 

Med  disse  Vaerdier  bliver  Interpolationsformlen 
(4) 

y-ri+y(ll0.rpl  +  ,(a,0.Pjfl  +  ,(8,0.r™   eller 
(4) 
2/^7,+*.  r[1]  +  t(t- 1) .  r[2]  +  t(t—  1) (*  —  0,3258925).  F™, 

(4) 
hvortil  Fejlen  v  erholdes  af  (12)  i  Forbindelse  med  Udtrykket  for 

y  (4,  t)  ved  I  =»  1. 

Medens  <p  (r,  t),  saa  l»nge  Formlen  (9)  skal  bruges  til  Inter- 
polation,  b0r  forblive   under  Formen   (f  —  tjtt—  t2) . . .  (<  —  tr)t 

saa   maa   man,   naar  Formlen  skal  bruges  til  Integration,   bring© 

(r)        t  (r) 

<p  (r,  f)  paa  Formen  f  -f  a,  f""1  -f- . . .  +  ar     Udferes  dette,  saa 

fear  man  if0lge  (16), 

JW^?  &  -  ^ (?*  -  ft  S**  -  4  r,  + 1  r«  + 

(y  -  1)  ^  +  (y  ~  y  •  1,3258925  +  -| .  0,3258925)  I?1 

—  +  0,7853974  =  -j  —  0,0000008. 
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(4) 
Den  sonde  Yserdi  af  \  F  v  dt  er  altsaa  i  dette  Tilfaelde  +  0,0000008  ^ 


li  af  \t*  v 

Jo 


men  i  Almindelighed,  hvor  man  ikke  kjender  Koefficienterne  C  r 
Raekkeudviklingen  (3)  for  Y  og  endnu  mindre  naturligvis  den  S0gte 

Vaerdi   af  \Zdx,   kan  Integrationsfejlens   numeriske  Yaerdi   kun 

angives  vod  en  hjzrjere  Granse,  idet  man  (jvfr.  Slutningen  af  §  2) 

i  (21)  ssetter  r[n"1]  f~n  i  Stedet  for  C2(w-Q  ?"**  +  •  •  •»  ****** 
her  r[3]  t2  i  Stedet  for  C6  t2  +  . . .  Man  fear  derved,  idet  den 
oven  anf0rte  Fonnel  for  y  (4,  <),  gjseldende  for  n  —  4  og  Z  —  1,. 

1 
giver  ved  a  «—  -5-.  % 

at  i  numerisk  Henseende  Integrationsfejlen  bliver,  if0lge  (21), 


\  <*f;cB  <  jf]  \  y  (4,  f) .  <*  A  — 

Jo  Jo 


y[a]/_2___2_    ol   .   1    q      7.9  2       5.7  V 

1    \15       13       13  "*"  11         11.18        9  "11.13/ 

r[8] .  0,0002783  —  0,0000069, 

hvilken  Graensevaerdi  altsaa   er   8   a  9  Qange  st0rre  end  Fejlens. 

sande  VaerdL    som  kunde  synes  paafaldende  lille;    men  det  for- 

tjener  herved  vel  at  bemaerkes,  at  naar  der  disponeres. 

saaledes  over  de  (n  —  21)  ikke  givne  Absoisser,  at  den 

ved  (21)  bestemte  Integrationsfejl  bliver   af  Ordenen 

(n) 
2(n— -  Z),   medens  Fejlen  v  er  af  Ordenen  n,   saa  er  der 

i  Virkeligheden  altid  opnaaet  en   meget  8t0rre  N0jag- 

(n)  (») 

tighed    end   den,   der   for  Fejlen   v   paa   y  angives  ved. 

St0rrelsen  af  Cn  og  for  Fejlen  paa  Integralet  ved  St0r- 

relsen    af  C^n    a,   fordi   i    saa  Fald  saa  vel  y(w,tf)  sonx 

Integralerne  \  (f  +  i—  l)af*-*l+P  9  (n,t)dt,  for  p  — 0,1, 2,...* 

t)-(i-i) 
ville  vaere   meget   smaa   St0rrelser,    desto    mindre,    jo* 

storre  n  og  (n  —  21)  ere.    Dette  gjaBlder,  hvad  enten  a  er^0> 
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♦eller  a  er  =  0.  Naar  I  er  —  0,  og  tillige  a  er  —  0,  hvorved 
*  tages  —  2,  folder  Bestemmelsen  ifelge  (20)  af  de  n  Abscisser 
endogsaa   fuldstendig   sammen   mod  at  bestemme  disse  Abscisser 


saaledes,  at  \  q>2  (n,  t)  dt  bliver  et  Minimum,  saa  at  gjennemgaaende 


i  hele  Intervallef  y  (n,  Q  tilnarmelsesvis  erholder  sin  i  numeiisk 
Henseende  mindst  mulige  Y»rdL  Beviset  herfor  vil  blive  givet  i 
den  folgende  §. 


§  5.    Naar  a  er  —  0,  saa  at  der  ikke  findes  noget  sraregent 

Punkt  i  Intervallet  fra  a;  —  ,9  til  #  —  g-\-h,  saettes  i  de  fore- 

igaaende  Formler  i  —  2. 

Derved  bliver  i  (19)  og  (20) 
*>-**$* -IT-*         dn-V  r~n-l  {_yyr     [n_g      2(n_j_r) 

Da  Koefficienten  til  £*  i  y  (n,  tf)  skal  vsere  —  1,  maa  man  altsaa 

i  (19)  og  (20)  S8ette  J5T  —  r^ ,  *•    -=r^  hvorved  man,  hvad  enten 

[2(n — Q] 

»  er  —  2m,  eller  w-2m  +  l,  fear 

Denne  Formel  kan  gives  en  for  Beregningen  hensigtsmaessigere 
form,  saa  at,  if0lge  (20), 


r—m      /     1  \r 


^(w,Q«^+     2        (     X) 


r===12.4.6...2r* 


n(n— l)...(n— 2r+l) /n-ar^o  f 

L)  (2/2— 2Z-3)...(2w— 2Z— 2r+l)  '  J 


(23) 


(2w— 2Z— 1)  (2/1— 2Z—  3) . . .  (2n—2l—2r+ 1) 
bliver  den  Ligning,  der  indeholder  alle  n  Abscisser  som  Itedder, 
og  hvoraf  man  altsaa  efter  Bortdivision  af  Faktoren  (t2  —  1)*,  hid- 
rerende  fra  de  2J  givne  Abscisser,  vil  kunne  finde  som  E0dder  de 
{n  —  2Q  Abscisser,  der  ikke  ere  enten  =*  —  1  eller  —  -f-  1. 

Samtlige  Led  i  Logningen  (23)  ville  vrere  af  lige  eller  ulige 
'Grad  med  Hensyn  til  2,  eftersom  n  er  —  2m,  eller  n  =  2m  +  1, 

•eller  Idgningen  vil,  med  de  i  (8)  brugte  Betegnelser,  have  Formen 

(*)         0      (") 
y  (n  f)  _  p  -(-  a2  f1—*  +  a4  £*~"4  -f  ....  —  0.     Alle  Koefficien- 
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(n)    (n)   (n) 
terne  a,,  a3,  a6. . . .  ere  altsaa  «  0,  hvilket,  i&lge  (13),  medftfrer, 

at  af  de  i  (12)    indgaaende  St0rrelser  b  ligeledes  de  med  ulige 

(n)  (w)   (n) 
Indices,  nemlig  &,,  63,  66,  . . .,  ville  blive  <*=  0. 


Ikke  blot,  naar  y(n,  Q  har  Formen  (23),  men  overhovedet, 
naar  man  har 

•     9  (w,  Q  —  <"-{-  a ,  ^-2  +  a  4  *»-4  + ...  —  0, 
og  man  betegner  de  E0dder,  der  ere  >  0,  ved 

Wi  >  w,  >  w8  >  . . .  >  um, 
Til  den  for  Beregningen  af  Interpolationskoefficienterne  i   (9)  hen- 
sigtsmsessigste  Ordning  af  Abscisserne  i  Eeglen 
for  n— 2m  vaere  tx  =— +  Mn  <*  — — w,,  <$  — +w2>  <4e-  —  W2>--« 

for  n— 2w+l  vrare  <,— 0,  <2"BB,+Wi>  *3— ' — uu  '4"+Ma)- 


*2m— 1  """  ~~  Mm— I?  *2ro  ""  +  um>  *2w+l 


% 


w 


eller  for  n  =  2  m  . . .  <2p_i hp  —  +up  \  r24v 

og     for  n  =  2m  +  1 . . .  tx  —  0  og  t%p  —  —  *ty+i  —  +  wjpJ 
idet  p  =  1,  2,  . . .  m. 

Formlen  (23)  vil,  naar  I  er  —  1  og 

n-2,  give  y(2,*)«*2  —  1  —  0, 

w  «  3,    —    y  (3, 0  —  tf8  —  *  —  t  (t2  —  1)  —  0, 

a-4,    -    y(4,0-^4~y^+y-(<2-l)(^~y)-0, 
*-6,    -    y(5,0-/5-y^+y^<(^-l)(^-y)-0, 

*-«,    -    y(M)-<6-y'4+y*2--^-- 

<"-'>('--i-fVi)("-i-TVf)-»- 

■»-7,  give  ,(7,0  -  «»  -  ^  +  ^<8  -33  *- 

'<"-«("-A-AVf)("-ft+nVI)-«- 
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For  I  —  0  i  (23)  har  jeg  Side  49  i  min  Afhandling:  »0m  den 
njajagtigste  endelige  Raekkeudvikling  o.  s.  v.«  i  >Tidsskrift  for 
Mathematik,  1884«  givet  en  Tavle  over  9  (ft,  Q  og  V®r- 
dierne  af  R0dderne  i  y  («,<)»  0  for  n  =*  1,  2,  3,  ...  9  og 
skal  derfor  indskrsenke  mig  til  at  henvise  dertiL  I  den  samme 
Tavle   findes   i  en  Kolonne,   befegnet  foroven  ved  vVl7  angiven 

Vrardien  ved  t «  + 1  af  det  fgfrste  Led  i  Raekken  (12)  for  Fejlen 

(») 
v,  altsaa  Yaerdien  af  9  (n,  +  1) .  Cn,  der  vil  v»re  Maximumsv&rdien 

af  y  («, t).Cni  Intervallet  (—  1  <  t  <  +  1). 

Med  disse  saaledes  for  /  — 0  af  (23)  bestemte  n  Ah- 

(»)        J 
scisser  £,,  tf2,  . .  .  fn  vil  y  till'ige   vsere  Ordinaten  i  den 

Kurve  af  (n—  l)'te  Grad,   som  af  alle  nsermer  sig  mest 

til  i  Intervallet  ( —  1  <  t  <  -(-  1)  at  falde  sammen  med 

den  Kurve,  hvis  Ordinat  er  F,  idet  den  vil  give  den  mindste 

Middelfejl.     Strengt  gjselder  dette  dog  kun,  naar  i  Udtrykket  (12) 

to 
for  v  Leddene  aftage  saa  stserkt,  at  man  i  Stedet  for  C'n  +  Cllxi*+" 

to 
Cn4~2  W  +  ^2)  +  •  •  •   ^an  saette  Cn  eller  en  anden  Konstant  K^ 

hvis  Vaerdi  svarer  til  en  numerisk  Middelvrerdi  af  Raekken,  saa  at 

to 

v  kan  saBttes  =»  Kn .  9  (/?,  Q.    Da  nemlig  Summon  af  Fejlenes  Eva- 

drater  er  =  -37  \\^  /  dt,  og  Antallet  af  Fejl   er  —  -=7,   bliver 


Jrat  — 
V?)  d<  -  1  Z£  U*  («,  0 .  #, 


Middelfejlens  Kvadrat  — 

_1  l 

2 


(«)        . 
der,  idet  <p (n,Q  er  —  (*—*,)(*— *„)...(*—<„)«  <"  +  01<n_1+... 

(n)  (n)  . 

«„— o  »    "I"  •  •  •  4"  an>   ^  Wive  et  Minimum,  naar  Differentialkoef- 

(n)  (n)  (n) 

ficienterne  deraf  med  Hensyn  til  alt  .  .  .  an_„, .  .  .  an  ere  —  0, 

altsaa  naar  tlt  <,,  ...  <rt  tilfredsstille  de  n  Betingelser 
i*.  y  («,  0  dt  —  0  for  j)  —  0, 1, 2, ...  (n  —  1); 


I 
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men  disse  ere  de  samme  Betingelser  som  dem,  der  for  a  —  0  og 
1  —  0  haves  i  (17)",  og  som  have  tjent  til  at  bestemme  tlytt> . . .  tn 

.+1 


saaledes,  at  Fejlen  paa  \ydt  bliver  saa  lille  som  muligt,  nemlig 
af  Ordenen  2  n,  idet  man  ifolge  (4)  og  (18)  fear 

Ydx 
'9 

Dot  er  disse   2  sammenhtfrende  Egenskaber  ved  den  saaledes 

bestemte  Interpolationstarve  med  Ordinaten  y,  som  jeg  i  min  oven- 
naevnte  Afhandling  paa  en  anden  Maade  har  paavist,  og  som  bleve 
ber0rte  i  Slutningen  af  den  foregaaende  §. 

Ved  a  —  0  er  i  Almindelighed,  ifelge  (4)  og  (5), 

>g+h  ^+1  ^+1 

h 


(»)  h  \W 

y  dt  +  Y  \vdt> 


(n)        (n) 
hvori  Yaerdierne  af  y  og  v  ifelge  (9)  og  (12)  indsaattes,   og,   hax 

gp  (w,  Q  den  ved  h0jre  Side  af  (23)  angivne  Form,  vil  man,  ifelge 
(21),  for  —  \ydt  faa  Korrektionen 


Yed  Beregningen  af  —  1  y  at  kan  det,    naar  man  ikke 


tOlige  skal  have  en  bekvem  Interpolationsrsekke  for  F,  som  i  §  1 
bemserket,  vaere  fordelagtigt  at  benytte  Lagranges  Formel  (6) 
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i  Stedet  forB»kken  (9).  Dette  vil  finde  Sted,  naar  man  farad 
en  Gang  for  alle  har  for  ganske  bestemte  Vaerdier  af  tf,,  t2,  -  •  •  tn 
fundet  Yrordierne  af  Integralerne  mellem  Granserne  t  =  —  1  og 

t  —  +  1  af  de  n  i  (6)  forekommende  Koefficienter  — - — j-r.    Denne 

SPr  (w>  V) 

Beregning  er  udfjart  dels  ved  de  Y»rdier  af  t„  t21  . . .  tn,  som 
fremstaa  ved  en  Deling  af  Intervallet  ( —  1  <  t  <  +  1)  i  (n  —  1) 
lige  store  Dele  (o:  de  Cotes'iske  Formler),  dels  ved  dem,  der  gjtfre 

alle  de  n  Integraler  indbyrdes  lige  store,  —  — ,  saa  at  man  fear 
1  y  at  —  —  (P,  -+-  F2  -|-  . . .  +  F„),   dels  endelig  ved  de  Ab- 

1  /* 

«/  — 1 

scissevserdier,  der  ere  R0dder  i  (23)  for  I  —  0  (o:  de  Gaussiske 
Formler).  De  n  Integrators  Yserdier  ere  i  alle  disse  Tilfselde 
fdndne  ikke  direkte  ved  Integrationen,  men  ved  Opl0sningen  af  et 
System  af  Ligninger,  hvoraf  tillige  i  de  2  sidstnsevnte  Tilf&lde 
Abscissevaerdierne  tl9  t2J...tn  kunde  bestemmes.  Angaaende  den 
herved  fulgte  Fremgangsmaade  kan  der  henvises  til  Gehejmeraad 
Andra's  Afhandling  i  >Oversigt  over  det  Kgl.  danske  Yidensk. 
Selsk.  Forhandlinger  i  1867«,  til  Prof.  Oppermann's  Afhandling  £ 
»Tidsskr.  f.  Mathem.,  1871«  og  til  min  fornsevnte  Afhandling  i 
samme  Tidsskrift;  men  i0vrigt  vil  det  omtalte  System  af  Ligninger 
blive  fremstillet  i  det  Mgende  med  det  hidtil  udviklede  som 
Udgangspunkt. 

Der  kunde  vsere  Anledning  til  at  foretage  en  Beregning  af  de 
ved  Integrationen  af  Lagranges  Formel   (6)   fremkommende  Into- 

<jPr(w,  0 

graler  \  — - — — x  dt  ogsaa  for  andre  givne  Yrardier  af  Absciseerne 
1SPr(n,g 

—1 

t,,  t2y . . .  tn  end  de  fornsevnte  og  da  is»r  for  dem,  der  ere  B0dder 
i  (23)  for  Z  =  1.  Yi  skulle  dog  indskrsenke  os  til  at  angive  den 
Form,  som  baade  den  direkte  og  den  indirekte  (o:  ved  Ligninger) 
Beregning  maa  antage  saa  vel  i  Almindelighed  som  specielt  i  alle 
de  Til&elde,  hvor  Formlerne  (24)  kunne  komme  til  Anvendelee> 
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eller  hvor  Ordinaterne  F,,  F„  . . .  Yn  af  den  givne  Kurve  F  ere- 
grupperede  symmetrisk  med  Hensyn  til  Ordinataxen,  og  til  at: 
gj0re  en  Anvendelse  heraf  paa  et  specielt,  saa  vidt  vides,  endnu 
ikke  behandlet  Tilfaelde.  Det  vil  da  forst  med  Hensyn  til  Anven- 
delsen  af  Betegnelserne  i  (24)  for  de  n  Abecissevaerdier,  vaere 
hensigtsmsBSsigt  til  Brug  ved  denne  Unders0gelse  i  Stedet  for  den 
almindelige  Betegnelse  F  at  anvende  Betegnelsen  F(0,  saa  at: 
man,  i&lge  (24), 
for  n  —  2m  fear 

V-i  -  YV2p-i)  -  *<+  V   og    Y2p  -  F(-  up)   og 
for  n  —  2m  +  1  fear 
Yx  -  F(0),    Y2p  =  F(+  i^)   og   Y2p+l  -  F(- wp. 

Fremdeles  ville  vi,  i  Analogi  med  Betegnelserne  <p(w,  t)  og 
yr(M)  i  (6)  og  med  det  almindelige  Udtryk  for  y(r,  t)  i  (8),. 
indfare  Betegnelserne 

V/(m,  *•)  «  («•  -  mJ)  (t«  -  u")  ...(*■  —  <), 


(25> 


■■^-S^ 


(26) 


*a  —  U 


2> 


saa  at  man  har 

(2m)  (2m) 

9(lm,f)  =  tf,(m1t*)-fim  +  aa^w-2+..+  «2m?  WMA 

ft     ,         (2m+l)  ft       ,  (2m+l)    f(^> 

y(2m+l,0«/.^(fW^2)-^W+1+    «2     *2w~1  +  ...+     a2wt,[ 


^m'*2),  eller 


f  —  u, 


1> 


— i  (*»»>  *)  —  r— i — 

V-i  (2  m,  0  —  ^  (w,  **) .  (<  +  up), 
9ip  (2m,  Q  —  tf>p  (m,  <*) .  (t  —  My), 
?,(2ro+l,*)  —  V^.*2). 
%  <2m  +  1. 0  —  V*  (»».  *J)  •  <  (*  +  «P)' 

%+i  (2w  + 1, 0  -  Vj>  K  *J)  •  < «  —  V 

Heraf  Andes  da 
,+1 

y2p-i(2»»>0 


*2»-l (2m>  +  V 


<ft  = 


'2p 
— 1 


+1 

yp  (m,  <»)■(<  +  ug) 

W  (»«,  «£)  •  2  Mp        "" 
— l 

(2m) 
V»p  (m,  <»)  (ft  —  2   oy. 
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V        92©  (2lWjf) 

og  den  samme  Vasrdi  erholdes  for  \ ^ -  dl.     Beregnes 

j  9>>2p  V  m>  —  up) 

de  0vrige  Integraler  paa  samme  Maade,   erholder  man  af  (6)  for 
n  =  2m  og  for  n  —  2w  +  1- 

•  =m(2m) 


ST* 
(2m)  p=m 


Ydx~\  v  dt=h^    <»p  (Y{+up)  +  Y(—up)), 

'9 


(2m)        x 


Fda? — ~  \     v     dt 


\  xfjp  (ro,  up 

^0 


idet    o)p  —  —  \    * , flx  eft,  og 


L- 


(2m-|- 1 )  i>  =m  (2m+l) 

a.  «0  .rw  +  A  2     «    (r(+Up)  +  r(-«)), 

p=-i 

(ftH-i)      x  I    ^   (m,  <») .  t*  (to+D    V  ,/,  (m,  *»)  ., 

idet    »„     — -jr\— -, 1>— i*  *8     «*o    —  V9r— s(<& 

*  2  Wp(m,u*).M^        8       °         \tp(m,0) 

*^o  *^o 

+1 


(27) 


in  —   \vdti 


Korrektionen  —  \  v  dt  i  (27)  vil,  som  F0lge  af  den  i  (24) 

indeholdte  symmetriske  Ordning  med  Hensyn  til  Begyndelsespunktet 
af  de  n  Abscisser  /,,  t2, .  . .  tn,  altid  blive  af  lige  Orden,  og, 
•er  der  disponeret  saaledes  over  (m  —  q)  af  de  m  St0r- 
frelser  u  i  (21)  —  altsaa,  naar  n  er  =  2m,  saaledes  over 
s  —  2  (m  —  q)  —  w  —  2g,  og,  naar  wer  «  2m  +  1,  idet  da  tf,  er 
=  0,  saaledes  over  s  «  1  -j-  2  (m  —  q)  =  n  —  2q  af  de  n 
Abscisser  t  — ,  at  Betingelserne  (17)  ere  tilfredsstillede, 
iliver  Eorrektionen  i  (27),  if0lge  (18),  ved  q  forud  givne 
Vasrdier  af  de  m  St0rrelser  u: 

h  l(2»0  1 

j,  \(2i»4-i)  V 

~\    v     dt=%CH2m+x_q)Y{m,t').Wm+1-*>.dt  +  ... 


*>—! 


(28) 
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Idenf0rst«(28)  er  altsaa,  ifelge  (23)',  tp(m1t2)  =  y(2m,f), 
og  i  den  anden  (28)  xp{m,P)  —  ?(2m  +  l^m 


t 


(») 


Bestemmelsen  af  Koefficienterne  w  i  (27)  saa  vel  som  af  de 
ikke  forud  givne  Abscissevffirdier,  der  skulle   bringe  Korrektionen 

h  l« 

v  dt  i  (27)  til  at  vaere  af  den  h0jst  mulige  Orden,   vilde   — 

'—  l 

som  foran  bemserket   —  ogsaa  kunne  henfores  til  Opl0sningen  af 

et  System  af  Ligninger.     Disse  ville  vi  dog  f0rst  frem- 

stille   for  det  almindelige  Tilfaelde,   at  de  n  Abscisse- 

vaerdier  tv  t2, .  . .  tn  kunne  v»re  aldeles  vilkaarlige,  saa 

at    altsaa   Eelationeme    (24)    ikke    paa    Forhaand    ere 

givne.      Ligningerne    kunne   udledes   af  ]jagranges    Formel   (6), 

som  giver 

*9+h  (*+l 

h\(n)  r=n  (n) 


Ydx  —  —  \v  dt  =  h    2    QrYr% 

'9  "— 1  r      l 


idet  fl„— ■  -=- 


)    j^  y  »r  (w,  q 

'~2  JMM,) 


(29) 


Naar  nemlig  f|,tf2v^n  skulle  have  saadanne  Yrordier, 


at  Korrektionen  — 


v  at  i 


(29)  bliver  af  Ordenen  (n  +  «), 


altsaa  ifislge  (18)  og  (12): 

S+l 
(n)  (n)  (n) 

«"fi-Cl,+,.Q,+CB+H.1.QH 

(n) 


idet 


(») 


(n) 


0  C8^  +  6.  <8+p_1  +  •  •  •  +  &*+*> * 


(30) 


saa  vilde  man,  idet  jo  Koefficienterne  C  i  ftakken  (3)  for  Y  kunne 
vere  hvilke  som  heist,  efter  i  {29)  at  have  indsat  Eaekken  <3)  for 

V.  Rnkke.    5.  Aargang.  8 
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l 


h  \(n) 
Y  og  Yr  og  Raekken  (30)  for  —  \  v  eft,  kunne  s»tte  Faktorerae 

til  enhver  af  Koefficienterne  C01  Cu  C9,  . . .  paa  den  ene  Side  af 
Lighedstegnet  lig  med  Faktorerne  til  enhver  af  de  samme  Koef- 
ficienter  C  paa  den  anden  Side  af  Lighedstegnet  og  derved  erholde 
lige  saa  mange  Ligninger,  som  der  er  Koefficienter  C  i  KaBkken 
(3).  I  de  f0rste  (n  +  s)  af  disse  Ligninger,  svarende  til  henholdsvis 
C0,  Cu  .  .  .  Cn\  8^_ij  eller  til  henholdsvis  ethvert  af  Leddene 
C0,  C„  t, . . .  Cn+8^ml  **+*-!  af  F,  vil  der  altsaa  i  (29)  i  Stedet 

for  Y  komme  fl,  idet  q  er  =  0,  1,  2, . . .  (n  +  *  —  1)>  og  i  Stedet 
•1 

for  —  1 1;  dtf  komme  0.     I  de  f0lgende  Ligninger  yil  der  i  Stedet 
J— 1 

for  Y  komme  fi,  idet  q  —  n  +  s,  w  +  s  -|-  1,  .  .  .,   og  i  Stedet 

S+l 
(«)  ,  (n) 

t;  (ft  komme  Q^,  idet  p  —  0,  1,  2, .  .  . 

Derved  faas,  ved  at  saette  g  —  2k  og  g  —  2k  +  1? 
1  r=n(w)      , 

oTrrr^    -    flfr,  Wet  fc— 0, 1,2,.. .  (fr  —  l)for(w-fs)«-  2#, 
*#T~-l       r«=l 

k  —  0, 1, 2, ...  k1  for  (n  +  s)  —  2fr  +  1, 1  (31) 

A*^^^wAft    ■  Aft  I 

og0=   2    fl,.^*^1,  idet  A  —  0,1,2,. ..(fr  —  l)for(n  +  s)  —  24*, 
r=l 

og  (n+s)  —  2^  +  1, J 
samt 

1  r*=n(n)  u      (n) 

idet  A  —  A;',  k  +  1, . . .  for  (n  +  s)  «  2#, 

A-  fr  +  1,  k  +  2,  . . .  for  (n  +s)  —  2k  +  1,}(32) 

r=n(n)     ,  ,         (n) 
og  -^  £r  $*+l  =  ^^ 

idet  A;  —  k,  k  +  1, . . .  for  (n  +  s)  —  2# 

og  (n  +  8)-*2k  +  1-, 
Ligningeme  (31)  ere  i  Antal  (n  +  s)  og  altsaa  tilstrakkelige 

til  Bestemmelsen  af  de  n  Integrationskoefficienter  hr  i  (29)  og  af 
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de  s  ikke  givne  Abscisser,   over  hvilke  man  har  villet  disponere 

■l 

h  \(w> 
saaledes,  at  Korrektionen  —  1  v  dt  i  (29)  bliver  af  Ordenen  (n  -\-s). 

A      1 
'—1 

Til  den  sidste  Bestemmelse  egne  Ligningerne  sig  ved  st0rre  Yserdier 
af  n  knn  daarligt  Abscisserne  b0r  heist  bestemmes  forud 
paa  an  den  Maade,  saaledes  som  det  i  det  foregaaende  (jvfr. 
Formlerne  (17)'  og  (23))  er  udviklet,  saa  at  man  alene  benytter  de 

n  f0rste  af  Ligningerne   (31)  til  Bestemmelsen  af  de  n  Sttfrrelser 

W 

Qr     Korrektionen  erholdes   i  Reglen  lettest,  if0lge  (18),  ved 

den  direkte  Beregning 

>+l  /i+l 


\  y  (n,  t)  Cn+i 


men  kan,  if0lge  (30)  og  (32),  ogsaa  erholdes 
for  (n  -f-  s)  —  2  k*  ved 

fel(n)_  _         /       1  r—n  (n) 

2" 


(n)  /       i  r=n(w)  v 


r=n (n)   ^i -i  1 

og  for  (n  +  s)  —  (2  H  +  1)  ved 

■1 
h  V  (n)  r"*n  (n)     ^l 

%\vdt cn+8  2  nr^+8  + 


r=n  (n)       .     .  ,  \ 


(33) 


Naar  der  nu  mellem  de  n  Abscisser  £,,  tf2, . . .  £n  skal 
bestaaBelationerne(24),  saa  at  Abscisserne  ere  ordnede  symme- 
trisk  med  Hensyn  til  Begyndelsespunktet,  vil  man,  i&lge  (24)  og  (27), 
vedn-2mfea  (2w)  (2m)       (2m) 

%>-l hP  —  +  wj>  og  £2i,_i  —  £2j,  —  «p  og 

ved  n  —  (2m  +  1)  fea  \  (34) 

l\  —  °>  <2p r  <2p+i  —  +  V 

(2w+l)      (2ro+l)         (2ro+l)       (2«+l)  (2w?+l) 

8* 
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hvorred  dot  2det  System  af  Betingelserne  (31)  vil  v»re  tilfreds- 
stillet,  idet  man  faar    2     £r  ^*+X  —  0,  som  tillige,  ifelge  (33), 

h  V(n) 
vil  medfere,  at  Korrektionen  —  \  v  dt  stedse  bliver  af  lige  Orden. 

Man  kan  derfor  se  bort  fra  den  2den  Ligning  (33)  og  stedse  an- 
tage,  at  (n  +  s)  er  lige,  idet  man,  naar  n  er  —  (2m  +  1),  regner 
Abstissevserdien  f,  — *  0  med  til  dem,  der  ikke  have  vaeret  oprin- 
delig    givne,   men  over  hvilke  man  har   disponeret   saaledes,   at 

h  \(n> 
Korrektionen  —  \vdti  (29)  bliver  af  Ordenen  (n  +  s).     Man  kan 

da  stedse  antage,  at  der  har  vraret  givet  q  af  de  m  Abscisse- 
vserdier  uvu2,umJ  eller  at  der  harvraret  givet  (n — $)  —  2<f 
af  de  n  Abscisser  tu  t2,...  tn,  og  at  der  har  v»ret  disponeret 
over   *=(»  —  2q)   af  disse  Abscisser  saaledes,    at  Kor- 

h  \<n> 
rektionen  —\vdti  (29)  bliver  af  Ordenen  (n  +  $)  —  2(n  —  q) 

eller  erholder  den  i  (28)  angivne  Vaerdi,  som  nu,  i&lge  (33),  ogsaa 
vilde  kunne  beregnes  saaledes 

Samtidig  hermed  ville  Formlerne   (29)   antage  Formen 
<27),  og  det  lste  System  af  Formlerne  (31)  forandres  til, 

Ted  n -  2m,  j^  -  2 ^%  .uf , 


og  Ved  n  =  2m  +  1>  ' 


idet  ft  — 0,1, 2,... (2m  — g — 1), 

<a«*4-l)        *==»  (2m+l) 
1  —    »•     +  2    2        «-    , 

2T+T  =  %ii     w*      *  ' 

idet  ft—  1,2,. ..(2m  —  g). 


(36) 
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Med  Hensyn.  til  Betegnelaen  2  g  for  Antallet  af  givne  Abscisser 
vil  det  erindres,  at  dette  Antal,  naar  de  givne  Abscisser  ere  Inter- 
vallets  Gronsevaerdier:  —  1  og  +  1  (I  Gange  for  hver  Gr»nse)> 
i  det  foregaaende  er  bleven  betegnet  ved  21. 

Tabeller  over  Vaerdierne  af  Abscisserne  og  Integrationskoefiici- 

(»)  k  V<») 

enterne  «  saa  vel  som  over  Korrektionen  —  \v  dt  i  (27)   findes 

i 

for  de  tidligere  anforte  Tilftelde,  i  hvilke  der  har  fdndet  en  Be* 

regning  Sted,  angivne  S.  193  og  S.  194  i  Gehejmeraad  Andraes  og 

S.  27  i  Prof.   Oppermanns  fornaovnte  Afhandlinger,   i   den   sidst- 

naevnte  Afhandling  dog  kun  (ved  n  —  1,  2, . . .  7)  for  de  Gaussiske 

Formler,   der  faae  af  (23)  ved  deri  at  saette  I  —  0,   i   den   forst- 

naevnte  Afhandling  derimod   (ved  n  —  1,  2,  ...  6)   ogsaa   for   de 

(n)       i 
Cotesiske  Formler   og  TilfaBldet  &)  —  — ,  men  der  beregnede  for 

et  Interval  I o-5i£f^  +  ~9")>  hvorfor  Absciflsevaerdierne  i  disse 

Tabeller  maa   multipliceres   med    2   for   at   henfores   til   det   her 
bragte  Interval  (—  1  <  t  <  +  1). 

Formlerne  (36)  egne  sig,  ligesom  de  almindeligere  Formler 
(31),  ikke  til  Bestemmelsen  af  de  ikke  givne  Abscisser,  der  heist 
tefr  bestemmes  forud  paa  anden  Maade,  saa  at  man  alene  benytter 
de  f0rste  (o:  for  It  <  m)   af  Ligningerne  (36)  til  Beregningen  af 

~      (n) 
Integrationskoefficienterne  a>,  hvis  man  ikke  vil  foretmkke  at  udfore 

denne  Beregning   paa   den   i   (27)  angivne  direkte  Maade.     Yed 

(n) 
enkelte  simple,  for  Koefficienterne  o»  givne  Betingelser  eller  Funk- 

tionsfonner   lade  Abscissrordierne   up   sig  dog   ogsaa   for   sfeffire 

Vaerdier  af  m  let  bestemme  af  (36).     Dette  gjaelder  da  isaer  med 

Hensyn   til   det   fornadvnte,    af  Gehejmeraad  Andrae    behandlede,. 

Tilfeelde,   ved  hvilket  der  er  givet  den  Betingelse,   at   alio- 

(*) 
Koefficienterne   co   skulle   vaere   indbyrdes  lige  store. 

Man  faar  da  af  det  lste  System  (36)  ved  k  —  0  og  af  den  2den 

(36),  saa  vel  for  n  —  2w  som  for  n  =»  2m  -f  1, 

(n)        i 

n 
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Formlerne  (36),  med  TJndtagelse  af  de  2  allerede  benyttede, 
ville  derefter  give  Summerne  af  de  k'te  Potenser  af  u\,  ttj, . . .  u*m, 
dor  ere  ftzfdderne  i 

ip(m,t*)  —  (t>—ul)(t*—ul)...(t2—uti  — 

(n)  (») 

(P)m  +  a2  (n"-1  +  •  •  •  +  Hm  "  °> 
hvorefter  man  paa  bekjendt  Maade  af  2u*,  JS(wI)2,  .  .  .  2(tip)m 

(n)   (n)  (n) 

kan  finde  de  m  Koefficienter  a2,  a4,  .  . .  «2ro  °&  derpaa  bestemme 

B0dderne  i  \f)  (m,  tf2)  —  0.     Da  k  i  (36)  maa  gives  Yaerdier  indtil 
m  inklusive,   bliver  q  «—  (m  —  1)  for  »  —  2m,    og  g  —  m  for 

(n) 
v  dt   til  den  s»rdeles   simple 

Formel 


•Ji,  _ » *■  +  *.+•••+*•■. 


bliver  derfor,  ifelge  (28)  og  (35)  af  Ordenen  2(m  +  1),  altsaa  for 
n  —  2m  af  Ordenen  (n  +  2),  men  for  w  —  (2m  +  1)  kun  af 
Ordenen  (n  +  1).  Den  opnaaede  Njarjagtighed  er  altsaa,  i  Forhold 
til  storre  Yserdier  af  »,  ikke  meget  stor;  men  dette  opvejes  for  en 
Del  af  Formlens  store  Simpelhed  og  den  denned  felgende  lette 
Beregning. 

En  L0sning  af  ganske  lignende  Art  med  Hensyn  til  Bestem- 
sielsen  af  Abstissevaerdierne  up  erholdes  ved  den  for  Koeffici- 

(»)     (n)  (n) 

enterne  a>,,  a>a,  . . .  o»m    givne  Betingelse,   at   man   skal 

(n)         x 
have  «p  —  — j  •    Yaerdien  af  Konstanten  K  erholdes  ved  i  det 

forste  og  sidste  System  (36)  at  ssette  k  —  1.     Derved  faas,  saavel 

for  n  mm  2m  som  for  n  —  2m  -f-  1,  at  ^  er  —  - — ,  altsaa  - 

6m 

<*)       l 


<a 


Foiuden  Konstanten  fog  de  m  Abeciseevaerdier  u_  skal,  naar 
«  ex  =  8m  -|- 1,  ogsaa  »„  altsaa  i  Alt  (w  -j-  S)  Stenelser  be- 
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stemmes,  hvorfor  ft  i  (36),  naar  n  er  —  2m  -f-  1,  maa  gives 
Vardier  indtil  ft  —  m-\-  1,  hvorimod  ft,  naar  «  er  —  2m,  kun 
skal  have  V»rdier  iadtil  ft  —  m.    Derfor  bliver  i  (27)  Eorrektionerne 

v  at: 


'— 1 


t2dt  +  ... 


v  dt-hC2(m+l)  U(m,**). 
-1  Jo 

^   l(2m+l)  I 

J— i  Jo 

«Uer  henholdsvis  for  n  =  2wi  af  Ordenen  2  (m  +  1)  —  n  -\-  2  og 
for  w  =  (2w  +  1)  a*  Ordenen  2  (m  +  2)  —  n  +  3.  N0jagtigheden 
<er  altsaa  foT  n  —  2w  den  samme  som  i  det  foregaaende  Tilfralde 

/       (n>        1  \ 

I  alle  (o  —  —  K  men  for  w  —  (2m  +  1)  to  Ordener  hjajere. 

k  —  2,  3,  . . ,  m,  eller  &  —  1  —  i  —  1,  2,  3, ...  (m  —  1)  i  det 
imte  System  (36),  gjseldende  for  n  =  2m,  og  Jc— -  1  —  i-*=  1, 2,  3,...w 
i  det  sidste  System  (36),  gjaeldende  for  n  —  (2  m  +  1)?  giye  i 
begge  Tilfaelde,  efter  at  Ligningerne  ere  blevne  multiplicerede  med 

^W(M^  — -1^-,  idet  i—  l,2,...(m  —  I)  for  w  =  2tn, 

og  i  —  1,  2, . . .  Mi  for  w  —  2m  +  1. 
Heraf  bestemmes   da,   idet   wj,  w*,  *  •  •  um   ere   Rtfdderne    i 
Ligningen 
xp{m,t*)  =  {t2—ul)(t'-ul)...{t*—u2J~ 

♦  (n)  (n)  (n) 

(P)*  +  *f  (^r-1  +  .  .  .  +  a2(m-l)  *2  +  *2m  -  0. 

(2m)  (2m)        (2ro) 

som  bekjendt  de  (m  —  1)  Koefficienter  a2,   a4,  . . .  a2(m i)  for 

(2m+l)(2m+l)    (2w+l) 

««2m  og  de  m  Koefficienter  a2,      a4,    ...    a2m  for  w  — (2w+l) 
fltterhaanden  ved 
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(n)  (n)  (»>  (n) 


2i+3  '  2i+1^2i—  1   '   '"^       5       T3m 

idet  i  —  l,  2, .  .  .  (m  —  1)  far  n  =  2mr 

og  i  —  1,  2,  .  .  .  m  for  n  —  2m  -f- 1. 

(2«+l> 
For  w  —  (2m  -(-  1)  erholdes  herved  alle  Koefficienterne     a 

i  ip  (m,  £a)  —  0,  saa  at  Itodderne  wj,  uj,  .  . .  wm  kunne  bestemmes,. 

(2ro+D 
(2m+l)                  i>=m  i  &2(m—l) 

og  Koefficienten    c»0    kan,  idet     2    — j  er  =- fif  4-n    ,  ifelga 

a2m 
den  2den  (36),  bestemmes  ved 

(2«+l) 
(2m+l)  a2m__2 

«o  -1  + (gspj- 

3m.     a2m 

(2m) 
For  n  —  2m  er  derimod  a2m  endnu  ikke  bleven  bestemt;  men 

den  erholdes  af  det  lste  System  (36)  for  k  =»  0,  idet  man  i  Stedet 

(2m) 

P=vn  i                         at(m— n 
for     2    —s  s»tter ;^-? — *.    Man  &ar  derved 

(2m) 
<2w>  «2(m-l) 

aa»» r^r- ' 

hvorefter  xp  (m,  Q  kan  dannes,  og  u£,  t*|, . . .  m£,  Andes  som  B*d- 

derne  i  ^/  (m,  tfa)  —  0. 

Man  finder  saaledes,  at 

(i) 
n  =-  1  giver  <p  (1,  /)  —  i .  i[i(0,  t2)  —  t,  «o0  —  1, 

,j-2    -    y(2,0-V(l,<a)-<*-y, 

(3\   <*>         4 
'*  ~  T/'  w° "  T' 

„-5    -    y(5,*)-<.v>(2,<J)-*(<«-J-**  +  ^)- 

t (<»  -  0,8618615)  (*«  —  0,3381385),  «0  -  gj. 
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Den  her  for  ?(4,  £)  erholdte  V&rdi  er  fuldstondig  sammen- 
faldende  med  deny  som  erboldes  af  (23)  for  n  —  4  og  2  —  1,  et. 

h  V(w) 
Resultatet,    som   kunde    forudses,   fordi  Eorrektionen  —  \v  dt  =~ 

2  >-i 

—  \  v  at  skal  i  det  ferste,   her  behandlede,   Tilfaelde    v»re  af 

Ordenen  (w  +  2)  —  2  (m  +  1)  «=  4  -j-  2  =»  2  (2  +  1)  —  6  og  i  det 
sidste  Tilfealde  vaDre  af  Ordenen  2  (n  —  I)  —  2  (4  —  1)  —  6. 


DEN   F0RSTE    BESTEMMELSE    AF  EN  KRUM  LINIES 

LENGDE. 
(ap  S.  A.  Christensen). 


Det  ferste  Fors0g  i  denne  Betning  gjordes  af  Archimedes,  idet 
han  bestemte  en  Qronsevserdi  for  n.  Dette  blev  eftertulgt  af 
mange,  som  vi  ikke  skulle  opholde  os  ved.  Den  f0rste  Kurve,  som 
det  lykkedes  at  rektificere,  var  den  semikubiske  Parabel,  der  ogsaa 
kaldes  den  Neilske  Parabel  efter  den  Mand,  hvem  det  f0rst  lykkedes. 
at  finde  dens  L&ngde. 

Da  imidlertid  en  anden  Mathemattker  omtrent  samtidig  naaede 
det  samme,  har  der  veeret  nogen  Uenighed  om,  hvem  der  skulde 
have  JEren  derfor.  Det  er  dette  Spprgsmaal,  vi  ville  gjgre  til 
Gjenstand  for  vore  Unders0gelser  her. 

I  Aaret  1659  offentliggjordes  af  Schooten  et  Brev  fra  v.  HeuraSt 
om  Kurvers  Kektinkation,  og  noget  senere  samme  Aar  udkom  i  et 
Brev  til  Huygens  fra  Wallis  Neils  Opdagelse,  som  han  havde  vaeret 
i  Besiddelse  af  siden  1657. 

Yi  skulle  nu  forst  se  v.  HeuraSts  Fremstilling,  som  den  findes. 
i  det  ovennaBvnte  Brev  til  Schooten,  der  er  offentUggjort  i  Schootens. 
Udgave  af  Descartes  Geometri. 
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Heura&t  gaar  ud  fra  den  Kurve,  han  vil  rektificere,  og  hvis 
Signing  han  ikke  opstiller,  det  er  en  aldeles  vilkaarlig  Kurve,  som 
dog  skal  vaere  symmetrisk  om  en  Axe.  Han  paaviser  da,  at  han 
kan  finde  en  anden  Kurve,  saaledes  at  Arealet  mellem  denne, 
Axen  og  Endeordinaterne  er  lig  Produktet  af  en  vis  Linie  (af  hvis 
St0rrelse  Parametren  i  den  fundne  Kurve  afhaenger)  og  Laengden 
af  den  givne  Kurve. 

Er  nu  den  fundne  Kurve  en  Kurve,  hvis  Kvadratur  man  kan 
-bestemme,  saa  er  den  givne  Kurves  Rektification  ogsaa  bestemt,  og 
omvendt,  kan  den  Kurve,  man  kommer  til,  ikke  kvadreres,  kan 
man  heller  ikke  finde  den  givne  Laengde. 

Han  paaviser  derved  tydelig  og  klart  Afhaengigheden  mellem 
de  to  Problemer.  Det  gjaelder  for  Heuraet  at  bevise  den  Saetning, 
•at  den  givne  Linie  (p)  gange  Bueelementet  (ds)  er  lig  Areal- 
elementet  for  den  S0gte  Kurve  (Yd#),  idet  han  gaar  ud  fra  Rela- 

tionen  —  =  ^r,  hvor  v   er  Normalen  til  det  betragtede  Punkt  af 
v         Y1 

den  givne   Kurve,  y  dets  Ordinat  og  Y  Ordinaten  til  det  tilsva- 

irende  Punkt  af  den  S0gte  Kurve. 

Ved  at  tegne  en  Figur  vil  man  ved  Anvendelse  af  den  meget 
lille  Trekant  af  Siderne  ds,  dx  og  dy  faa  y  :  v  =»  dx  :  ds  og  ved 
fljaelp  af  den  givne  Proportion  dx:ds=p:Y,  hvoraf  Ydx  —  p  rfs, 
hvilket  giver  os  det  80gte,  at  de  to  Arealelementer  ere  de  samme, 
og  da  bliver  Summon  indenfor  de  samme.  Graenser  den  samme. 
Dette  er  Heuraets  Fremgangsmaade,  idet  jeg  blot  afviger  fra  ham 
•ved  de  moderne  Betegnelser,  uden  at  jeg  derved  har  foretaget 
tnogen  Forandring  i  Beviset. 

For  at  kunne  anvende  denne  SaBtning,  gjaelder  det  blot  om  af 

'den   givne   Kurves   Ligning   at   kunne    finde    Ligningen    for   den 

^S0gte  Kurve. 

v 
Yi  skulle  nu  se,  hvorledes  Heura&t  anvender  Ssetningen  paa 

-den  semikubiske  Parabel  y2  =  x*  :  a.     Han  soger  &rst  Normalens 

-Laengde  v  ved  Hjaelp  af  de  retvinklede  Trekanter,  som  dannes'af 


'Tangent,  Ordinat  og  Normal.     Han  faar  da  v 


V9a4         ^ 
4a2  +   a' 
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Af  Proportionen    —   —  —■   faas,    idet    han    setter   p  =-=  —  a, 

v  Y  o 


Y^X/-j-ax-\~—a2  o:   en  almindelig  Parabel  med  Toppunkt  i 

/      4        \  1 

Punktet  I  — —  a,  0  I  og  med  Parametren  -j-  a.     Arealet  fra  Be- 

gyndelsespunktets  Ordinat  (  =-  -q-  #  =*  .P  )  til  Ordinaten  i  Afstanden 

1  Q 

w  fra  Toppunktet  er  da  lig  —  Vam*  —  ^-  a2,  og  Lsengden  af  den 

3  81 

semikubiske    Parabel   fra   dens    Toppunkt   til    Skjsering    med    den 

n-A>      i         1  /*&  8  .     4 

samme  Ordinat  er  1/ —  a,  hvor  m  =*  #  +  -5- a* 


27    '  '9 


x6      a      x7 


Paa  samme  Maade  kan  man  for  Ligningerne  yk  —  — ,  y6 

v8  =  —  o.  s.  v.    naa   til  Kurver,    der   kunne    kvadreres,    saa   at 

Kurver,  fremstillede  ved  disse  Ligninger,  kunne  rektificeres.  Han 
udforer  imidlertid  ikke  dette  Arbejde,  og  det  beluaves  heller  ikke, 
ban  har  jo  vist  Fremgangsmaaden. 

Inden  han  slutter,  viser  han,  at  det  er  umuligt  at  rektificere 
Parablen,  thi  den  f0rer  til  Hyperblens  Kvadratur,  saaledes  altsaa  at 
disse  to  Opgaver  ere  afhasngige  af  hinanden. 

Efter  det  foregaaende  er  der  ingen  Anledning  til  at  gjennemgaa 
hans  Bevis  for  Parablen,  kun  skal  bemserkes,  at  han  giver  Parablen 
omy-Axen,  saa  Normalen  bliver  Stykket  paa  denne  Linie  udenfor 
Kurven  til  x-Axen. 

Heuraet  har  altsaa  fundet  en  almindelig  S&tning,  hvorpaa  han 
kan  st0tte  Kurvernes  Rektifikation  og  derved  tillige  Afhaengigheden 
mellem  Kurvers  Rektifikation  og  andre  derved  bestemte  Kurvers 
Kvadratur  i  al  Almindelighed,  tillige  er  han  den  f0rste,  der*  har 
paavist  Afhsengigheden  mellem  Parabel  og  Hyperbel.  Selv  om 
Huygens,  som  han  i  Horologium  oscillatorium  (pag  72)  hsevder, 
siden  Slutningen  af  1657  har  vsBret  i  Besiddelse  af  denne  sidst 
omtalte  Afhaengighed,  kan  der  derfor  ikke  tillsegges  ham  JEren  for 
-at  have  fundet  den,  skjtfnt  han  skal  have  meddelt  nogle  Yenner 


124 


den.     Hos  ham    har  den  ataaet  isoleret,   medens  den  bos  HeuraSt- 
kommer  sum  et  Led  i  en  hcl  Udvikling. 

Yi  akulle  nu  se  paa  Neils  Pre  instilling ,  som  den  findea  hos- 
Wallis  1659  i  den  aidste  af  Afhandlingeroe:  Tractatus  duo,  prior  .... 
Posterior,  Epistdlaris;  in  qua  agitur,  de  Cisaoide,  et  corporibuB  inde 
genitis  . .  .  Anno  1659  Editi.  (Se  Opera  mathematiea  I).  Deter  en  Af- 
bandling  i  Brevform  til  Huygens,  livori  nan  har  optaget  Neils  Frem- 
stilling,   eft  or  at  Huygens  i  et  Brev  har  omtelt  Heuraets  Arbejde. 

I  Neils  From  stilling  mangle  yi  den  fuldstsendige  Almindelighed,. 
som  hndes  hos  Heuraet  Han  gaar  ud  fra  Farahlen  AbC  og  danner 
derved  Kurven  AfC,  som  bliver  den  aemikubiske  Parabel,  Og  saa 
viaer  ban,  at  ADHJ :  ADSJ  —  AfC :  AD  og  at  Kurven  RJ  er 
en  Parabel. 

AD  er  Abscisseaxen,  der  er  delt  i 
et  vilkaarligt  Antal  Dele,  ee.  Vi  kaldo 
AD  —  aog  DC  —  c. 

Kurven  AfC  dannes  efter  Propor- 

tionen  ef:  c  —  Aeb :  ADC,  o:  bv»  den/ 

givne  Parabel  har  Ligningen  y'1  —  px 

px* 


;  ef—  e,  faas  z!  —  - 


der  er  Lig- 


ningen for  den  aemikubiske  Parabel 
Naar  jeg  her  og  i  det  fidgende  stadig  bruger  Opstdlling  af  Lignin- 
gerne,  er  det  egentlig  ikke  korrekt,  Neil  har  dem  ikke,  han  ud- 
siger  det  hele  i  Ord;  men  da  jeg  falger  hana  Fremgangsmaade,  vil 
der  ikke  i  Yirkeligheden  vsere  nogen  Forekjel. 

Yi  se  allerede  her  Forskjellen  mellem  Neil  og  HeuraSt,  thi 
denne  gaar  ud  fra  AfC  aoia  vrarende  en  almindelig  Kurve,  medens 
Neil  kun  tager  den  Bpecielle  Kurve. 

.  Han  indfgrcr  Bektanglen  DJ  saaledea,  at  d  DJ  :  ADC  — 


AD: DC,  o:  DS  —  ^AD~^ 


atseetter  derpaa  Ordinaterne  • 
eh,  saa  at  eh1  —  es*  +  e6*,  (aom  giver  Kurven,  HeuraSt  finder). 

Derpaa  beviser  han,   at  ADHJ  :  ADSJ  —  AfC  :  AD,  idet 
Beviset  naturligvis  indsknenkes  til  et  Element  af  Arealet  af  Kurven. 
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Da  ef :  Aeb  =»  c  :  ADC,  vil  (ef—  ef):n=ieb  —  c :  ,12X7  — 

1         1  /ee  eb\2 

- —  —  — ,  o:  (ef —  ef)2  —  I — '■ — I  ,  og  Linieelementet  er  da 

'  es  \    es    / 


&*  /  o  i  tax    ^2   i  ^     j  i.        ./y    eg  ^ 

fgg*  _I_  go2)  ■— fiJi2.   cttr  nsL  har  man   ^^-  — ■  —  •  — 

2   ^  *  *  />o2 


2 

—  a 
3 

gg2 

v,/        es2  v        '        y      es2  b  a        es     a 

^jyp  hvad  der  skulde  bevises. 

Vi  komme  herfra  til  den  Form,  som  Heuraet  har  givet  Sset- 

ningen  af  Ligningen  ovenfor,  deraf  faas  nemlig  ff.es=ee.  eh, 

her  er  da  den  konstante  Linie,  es  —  AJ,  den  samme,  som  Heuraet 

benytter,  men  mere  almindelig  end  NeiL 

Tilbage  staar  nu  for  Neil  at  vise,  at  Buen  JH  er  en  Para- 

4 
belbue.    Ses  paa  eh2  —  es?  +  e^2  k*8  ^2  —  ir  a2  +  Vx<>  som  er 

Ligningen  for  en  Parabel,  hvis  Kvadratur  kjendes. 

Neil  f0rer  altsaa  ligesom  HeuraSt  Opgaven  tilbage  til  Kvadratur' 
men  bin  for  et  enkelt  ExempeL  Man  b0r  derfor  tilskrive  HeuraSt 
■den  st0rste  Del  af  iEren  for  denne  Opdagelse,  skjont  han  f0rst 
senere  end  Neil  er  kommen  til  den,  thi  Heuraet  har  vel  neppe 
fundet  det  fer  1658,  medens  Neil,  efter  "Wallis  (Brev  til  Oldenburg 
1673,  4.  Oktbr.  i  Philosophical  Transactions  1673)  i  1657  havde 
meddelt  ham  og  andre  Venner  denne  Eektification  i  Gresham  College. 
I  samme  Brev  anf0rer  han  et  Citat  af  Brouncker,  hvori  denne  anser 
det  for  rimeligt,  at  HeuraSt  har  plagieret  Neil,  skj0nt  man  maa 
erindre,  at  Neils  Arbejde  udkom  efter  Heura§ts.  Dog  skal  be- 
mferkes,  at  Heuraet  derfor  nok  kunde  vaere  i  Besiddelse  af  Op- 
lysninger  om  Neils  Opdagelse ;  men  hans  Arbejdes  Eesultater  synes 
at  maatte  kunne  beskytte  ham  mod  Beskyldningen  for  Plagiator. 
De  vise  i  alle  Tilfaelde,  at  han  bedre  end  Neil  selv  foretod  Kaekke- 
vidden  af  sin  TheorL 

Endnu  skal  kun  bemarkes,  at  Christ.  Wren,  efter  at  vaere 
bleven  bekjendt  med  Neils  Arbejde,  har  sendret  hans  Bevis  ved  at 
indfore  de  analytiske  Betegnelser  i  1658,  og  samme  Aar  fandt  han 
Laengden  af  Cycloiden,  der  er  offentliggjort  i  Wallis'  f0rste  Af- 
kandling,  hvis  Titel  ovenfor  er  meddelt,  men  flndes  ad  anden  Vej 
end  denne  almindelige. 
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LOSNING  AF  OPGAVERNE  531  OG  543. 


531.  En  ret  Linie  AB  drejes  en  Yinkel  a  om  det 
ene  Endepunkt  A,  demaest  en  Yinkel  fi  om  B\  demaest 
atter  en  Yinkel  a  om  A  og  fi  om  B,  og  saaledes  fort- 
ssettes.  I  hvilken  Stilling  kommer  Linien,  efter  at  den 
nrevnte  Operation  er  gjentaget  n  Gange? 

(H.  Yalentiner). 

Betegnes  den  Stilling,  som  AB  efter  n  Drejninger  om  hvert 
Endepunkt  er  bragt  til,  ved  An  Bn,  og  halverer  man  efter  de 
ftfrste  Drejninger  a  og  0,  som  have  samme  eller  modsatte  Fortegn,. 
vil  Halveringslinieines  Skjaeringspunkt  0  vaere  Centrum  for  to 
Cirkler  med  Radierne  OA  =  OAn  og  OB  —  OBn.  Punkterne 
An  og  Bn  findes  nu,  ved  at  man  lader  A  og  B  hver  paa  sin 
Cirkel  gjenneml0be  Buen 

M  —  n  (a  -f  0)  -f  2p7i, 
hvor  p  er  et  positivt  eller  negativt  helt  Tal  eller  0. 

Naar  de  givne  Yinkler,  med  samme  eller  modsatte  Fortegn, 
ere  ligestore,  ville  de  to  Cirkler  enten  blive  sammenfaldende  eller 
faa  et  uendelig  fjaernt  Centrum.  I  sidste  Tilfelde  blive  Cirkel- 
buerne  AAn  og  BBn  to  parallele  rette  Linier  og  hver  for  sig  lig 

med  2  n .  AB  sin  —  a. 

(N.  Lund). 

543.     Man  skal  vise,  at 

nn  (n  —  l)n  (n  —  2)w 

a°M      !  t^1^!      a  [»  — a]  +  '" 

altid  er  et  helt  Tal,  naar  n  er  positiv  hel  og 

i  i       l  i        X  -L  *  i        !.    l       l 

o.  s.  v. f) 

(Julius  Petersen). 

*)  Rettet  af  Opgavestilleren. 
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Idet  Raekken  deles  saaledes: 

^  _  2.  ("  —  1)w  .   _L  (»  —  2)*  _  _1_  (w  —  3)w 

[»]       1    [n  —  1]  +  [2]  [n-2]       [3]  [n  —  3]  +  '   - 

(w—  1)* _  J_  (n  —  2)w      J.  (n  —  3)w 
+  "[n  —  1]        1    [n  -  2]  +  [2]  [»  -  8]"  ~l~  ' ' ' 

(w  —  2)n  _  J_  (n  —  3)n 
+  [n-2]        1    [n  — 3]  "'"•'•, 

ian  Summen  skrives 

/(»» «)  ■  /(w, »  —  1)  .  f(n,n  —  2) 
[„]    "•"     [„_  i]     "T     [h  — 2]     "t"*"' 

hvor      /(„,  a)  =  a»  -  y  (a  -  1)»  +  ^=^  (a  -  2)» . . ., 

og  det  kan  nu  bevises,  at  hvert  enkelt  Led  er  et  helt  Tal.  Hertit 
udfordres,  at  [a]  gaar  op  i  /(w,  a),  hvor  a  <  w,  men  denne  Ind- 
skraenkning  er  mtfdvendig,  saa  a  her  betegner  et  vilkaarligt 
helt  TaL 

Af  Formlen 

a  (/'(ill  a)  +/(w,  a  -  1))  -/(w  +  1,  a)  <1> 

indser  man,  at  naar  [a]  gaar  op  i  /(w,  a),  [a  —  1]  i  /(w,  a  —  I),  daL 
gaar  [a]  op  i  f(n  +  1,  a). 

Da  endvidere 
/(l,a)-a— j-(a-l)4-^^-)(a-2)...-o(l-l)«-1-0, 

fear  man,  naar  der  forudsaettes,  at  [a  —  1]  gaar  op  i /(w,  a — l)v 
idet  n  er  vilkaarlig  hel,  ved  efterhaanden  at  benytte  (1),  at 

/(2,a),/(3,a).../(»,a) 

alle  ere  delelige  med  [a],  og  da  /(w,  1)  er  delelig  med  [1],  bliverr 
saaledes 

/(w,  2)  delelig  med  [2],  /(n,  3)  med  [3]  o.  s.  v., 

Baa  at  Sretningen  er  bevist. 

(A.  S.  Bang), 
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OPGAVER  TIL  L0SNING. 


551.  Bevis,  at  de  fire  Iteringscirkler  til  tre  Cirkler,  som  gaa 
igjennem  samme  Punkt,  ogsaa  alle  ville  r0re  en  og  samme  fjerde 
Cirkel.  (J.  P.  Gram). 

552.  At  konstruere  en  Trekant  af  en  Yinkel,  Summen  af  de 

indesluttende  Sider  og  H0jden  paa  den  tredie. 

(S.  A.  Cliristensen). 


OPGAVER  TIL  BRUG  VED  UNDERVISNINGEN. 

(Givne  af  Prof.  Steen  til  4  Kl.  Examen,  men  ikke  offentliggjorte). 


89.  Find  x  af  Ligningen 

^4  VWiT+^x)  +  V^ffoT^  —  15.     (x  —  242). 

90.  Find  y  i  Ligningen  x2  —  11  #  +  V  ==a  0>  naar  Summen  af 
E0ddernes  Kvadrater  er  85,  naar  ligningen  loses  med  Hensyn  til  x. 

<H  -  18). 

91.  I  en  given  Cirkel  at  indskrive  et  Trapez  af  en  Diagonal 

og  de  parallele  Siders  Afstand. 

92.  Med  Korden  til  90°  som  Eadius  og  Centrum  et  vilkaarligt 
Sted  i  Periferien  tegnes  en  Bue.     Find  Forholdet  mellem  Cirklens 

to  Dele.     (^-^X 

93.  Konstruer  et  omskriveligt  Trapez  af  de  ikke  parallele 
Sider  og  de  parallele  Siders  Afetand. 

94.  Det  geometriske  Sted  for  Midtpunktet  af  den  3die  Side  i 
en  Trekant,  hvor  en  Yinkel  ligger  fast  og  Summen  af  dens  inde- 
sluttende Sider  er  konstant,  er  en  ret  Linie,  Grundlinie  i  den  lige- 
benede  Trekant,  der  har  Sidernes  halve  Sum  til  Ben  og  den  faste 
Yinkel  ved  Toppunktet. 

95.  At  konstruere  en  Trekant  af  en  Yinkel,   Summen  af  de 
indesluttende  Sider  og  Medianen  til  den  tredie. 
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OM  RffiKKEUDVIKLINGER  AF  EN  ALGEBRAISK 

LIGNINGS  R0DDER. 

(af  N.  Madbbn.) 


1.     Af  Ligningen 

<p  (y)  +  x  -  o,  (l) 

hvor  <p  (y)  betegner  en  algebraisk  hel  Funktion  af  rite  Grad,  kan 
man  ved  Mac-Laurins  Formel  fremstille  en  Raekkeudvikling  for 
^  —  y(x)i  efter  Potenser  af  x,  idet  tp(0)  —  a  forudssettes  bekjendt  og 
#'(0),  tp"(0)  .  . .  etc.  bestemmes  sukcessivt  af  Differ  en  tialligningerne. 
For  Kortheds  Skyld  betegnes  (<)P<r)(y))p  red  q$,  y(r)  (?)  Y«d  yr. 

Differentieres  (1),  idet  de  fundne  Vaerdier  af  t/,,y2  ...  efter- 
haanden  indBaettes,  faas 

ViJfi  +  1  —  0, 

Vi    ^3.  +  3  v£  — <Pi  <Ps  "—  &• 

•  •  • 

•  •  • 

•  •  • 

Ved  Induktion  kan  det  be  vises,  at  man  maa  bave 

tfr_1  •  *■  -  *a  W1  .  <s»f  . . .  <£r)  (a) 

hvor  ^4.  betegner  et  Produkt  af  konstante  Faktorer,  der  afhsenge 
af  r,  og  bv or  man  bar 

JPi  +  a*i  +  -..  +npw-2(r—  1)    (  U 

Differentieres  neralig  (2)  faas 

*  1  9r+l  — 

(2r—l)<p2.i-^(vf,9f...^n)- 

',*        /  +...+l»n-1(^»f...<p^l"1-/B  +  1) 

der  har  samme  Form  som  (2),  og  hvor  Ligningerne  (3)  gj aside, 
saafremt  de  gjaelde  for  (2). 

V.  Raekke.    5.  Aarg.  9 


(4) 
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Man  ser  desuden,    at    naar   ingen   Led    sammentraekkes ,   maa 
man  have 


-A<(2r  —  1)  (2r  —  3). ..5.  3.1—  (2  r  -  1). 

Kaldes,    under    samme    Forudssetning ,    Leddenes    Antal    i   (2)  Prr 
viser  (4),  at- 

Pr  +  l    <Pr  +(»—  l)Pr  —  »Pr, 

hvoraf  f0lger  Pr  <  nr . 

Man  vil  altsaa  altid  have 


V     W<-       (»'  (a))*'-1      ^  (V'(a)r 

hvor  (jp<3)  (a)  betegner   den    nu  me  risk   st0rste    af  de   partielle  Diffe- 
rentialkoefficienter  q>4  (a),  y"  (a)  . . .  <jp(w)  (a). 

Der  kan  imidiertid  bestemmes  en  lavere  Graense  for  2  A. 
Man  ser  nemlig,  at  der  af  hvert  Led  B  paa  h0jre  Side  i  (S) 
dannes  dels  et  Led  (2  r  —  1)  q>n  .  B  i  (4)  uden  Differentiation  af 
2?,  dels  et  Antal  af  h0jst  n  —  1  Led  ved  B's  Differentiation, 
hvorved  indf0res  Faktorer,  der  ikke  overstige  r — 1.  Der  kan 
altsaa  i  yr  skjelnes  mellem  Led,  der  ere  fremkomne  ved  0,  1,  2  ...r 
Differentiation er.  Antallet  af  Led,  der  ere  dannede  ved  p  Diffe- 
rentiationer,  er  b0jst  (h  —  l)p  .  CVt  p\  derved  faas  f0lgende  Grsense 
for  Summen  Ap  af  de  tilsvarende  Led  i  2  A 


AP  <Cr,  P.(n—  1)*  .  (2  r  —  1)  .  qn, 

r —  1 

hvor  a  betegner  Maximumsvaerdien  af  Forholdet -.     Da  denne 

°  2r — 1 

er  — ,  faas 

^<^ra.,.(^y-(i^).(i±i)'. 

Man  bar  nu  Graensen  for  det  r'te  Led  i  den  s0gte  Raekke 

„r  ^  fo+lY     (»<«>  (a))r    (2r- 1)  •  /(n+l  yW(o)     V 

"   ^V   2    /   '   (^(a))*"       [r]         •    <\     (»'(«))»     **/  ' 

gjaeldende  for  ethvert  endeligt  og  nendeligt  r. 

Da    hvert   Led    i   den   s0gte   Raekke    er   mindre   end    det  til- 
svarende i  Raekken 


altsaa  pq  <  '- \\P\<'i 7^—1) 

a  —  1  n  —  l 
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1    +   8   -f  e»   +   e*  +   .  .  . , 
er  den  f0rste  Rsekke  konvergent,  naar  man  har 

KM 

og  Reeten  Rr  < . 

•  __ 

Grains  en  for  x  kan    dog   altid   udvides.     En  nserliggende  Ud- 

•  ♦ 

videlse  fremgaar  af  Ligningerne  (3),  der  give 

Pi  +  *P%  +  ...  +  (*  —  l)Pn  —  r— 1  | 

(n-l)pl  +(n—  2)i?2  +  ...i^i-(«-2)(r-l),      j    U 

r_  —  1  .  n  —  2 

y(qJ  i  (5)  kan  derved  erstattes  af  en  Rsakke  Potenser,  hvis  Expo- 
nenter  have  Summen  1,  og  hvis  R0dder  ere  q/^  og  de  i  numerisk 
Verdi  naermest  lavere  DifFerentialkoefficienter!  •         ^ 

2.     For  herved  at  bestemme  en  konvergent  Rsekke  for  en  Bod 
i  den  algebraiske  Ligning 

/(*)  —  *"  +  al  Jg"-1  +  .  .  .  -f-  0*_i  .  z  -f-  On  —  0, 

saettes  f0rst  *  —  y  -f-  a»  bvorved  Ligningen  aendres  til 

»<»)  +  »-*•  +  ^~ ]  -JT-1  + . . .  +  ^  .  y+  f(*)  -  o, 

hvor  o  kan  bestemmes  saaledes,  at  f{a)  bliver  saa  lille,  det  skal 
vaere.  Nu  benyttes  Mac-Laurins  Formel,  idet  man  gaar  ud  fra 
V  (0)  —  0.  Naar  /  (jer)  —  0  ikke  har  lige  R0dder,  kunne  f  (a)  og 
f(a)  ikke  samtidig  blive  uendelig  smaa.  For  saadanne  Vserdier 
af  f{a)  kan  altsaa  <p'  (y)  ikke  v»re  0  i  det  Interval,  hvor  x  har 
Vardier  fra  0  til  f  (o).  Funktionerne  tp'  (a?),  y"  (x)  . . .  etc.,  der 
knn  kunne  blive  uendelige  for  <p*  (y)  —  0  (se  (2)) ,  ere  altsaa  alle 
endelige  kontinnerte  i  samme  Interval.  For  tilstrsekkelig  smaa 
Vaerdier  af  /*(<*)  vil  Rsekken  f0lgelig  altid  fremstille  en  Rod  i 
Ligningen ;  dette  maa  da  vedblive,  saa  laenge  Rsekken  er  konvergent. 
If0lge  (5)  krseves  hertil,  at  man  samtidig  har  /*(<*)  mindre  end 
hvert  Led  i  Rsekken 


n+  1 '   (»  +  1)  /"(«)'  '••'(»+  1)^">  (•) 

9* 


(?) 
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Det  vil  her   v»re   fordelagtigt   at    saette  y  —  —  .  y , ,    hvor  $  er 

p 

Maximums  vierdien  af    y      *r  (     '  for  q  — ■  2,  3  .  .  .  n ;  thi  da  vil  man 

/*  (a) 
i  Stedet  for  (7)  faa  en  Rsekke  Led.  der  alle  ere  st0rre  end  ; — r-rr^ 

(n  +  l)f? 

saa  at  man  nu  blot  skal  have 

en  Gronse,  der  altid  er  st0rre  end  den  i  (7),  da  man  har 

ft  vil  imidlertid  ikke  indgaa  i  Rsekken  for  y%  thi  (2)  (i  For- 
bindelse  med  den  anden  Ligning  (3))  viser,  at  alle  Leddene  i 
tUekken  for  yx  faa  Faktoren  ft.  Denne  indf0res  altsaa  alene  til 
Unders0gelse  af  Eonvergensen.  Er  (8)  tilfredsstillet,  har  man  den 
B0gte  Rwkke 

/•(«)    v (•»•'  i-a  '  i(9) 

3 (/"(«))* -/woo  y(«))'  • 

(/»)*  '1-2.3 

De  to  f0rste  Led  give  Newtons  Approximationsformel. 

Ved  efberhaanden  at  tillsegge  a  Vserdier,  der  kiln  afvige 
lidt  fra  Ligningens  reelle  R0dder,  faas  konvergente  Rsekker  for 
alle  disse. 

De  imaginsere  R0dder  bestemmes  paa  lignende  Maade,  idet 
Konvergensbetingelserne  vedblive  at  gjwlde,  naar  man  i  Stedet  for 
f*  (a)  ssetter  dens  Modulus. 

Ex.  /•(*)  —  e*  -f  16*  +  1  —  0.  For  «  —  0,  (J  —  1/^ 
er  Konvergensbetingelsen  (8)  opfyidt,  og  man  faar 


\16        18«+,'V" 
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Dernast  s»ttes  a  —  2  V"-^ ;  /"(«)  —  1;  Z1  (a)  —  —  64; 
/n(.)  _  80  V2  (V^7  —  1);  fni(a)  —  60  ^T;   fIY  («)  — 

120  /2  (Vr;::rl  +  1);  /*v  (a)  —  120  samt  (9  —  l/irr>  hvorefter  (8) 
er  tilfredsstillet,  og  man  faar  den  imaginsere  Rod 

*-V2(V=rT+D  +  ^  +  ^(V:=l-i)  +  ... 

Det  maa  bemserkee,  at  skj0nt  Rsekken  (9)  i  Reglen  konver- 
gerer  staerkt,  naar  de  ovennevnte  K  on  verge  nsbetingelser  ere  op- 
fyldte,  kan  Vwrdien  dog  godt  i  Begyndelsen  fjerne  sig  lidt  fra  den 
sande.  Det  er  jo  ogsaa  bekjendt,  at  Newtons  Formel  ikke  altid 
giver  Tilnsermelse. 

3.  En  anden  Graense  for  x,  der  ofte  er  betydelig  h0jere  end 
den  i  (5),    kan   faas   ved  Hjaelp   af  Cauchy's  Eonvergensbetingelse. 

Forandres  nemlig  Fortegnene  i  R&kken  (9)  saaledes,  at  de 
blive  ens,  Baavel  for  Rsekkens  Led,  som  for  disses  sammensettende 
Led,  maa  den  saaledes  erholdte  Rsekke  have  en  numerisk  st0rre 
Sum  end  den  givne.  Denne  maa  altsaa  v«re  konvergent  samtidig 
med  den  f0rstn®vnte. 

En  saadan  Rsekke  kommer  man  til  i  to  Tilfnlde,  nemlig 

(a).  f(a)  har  modsat  Fortegn  af  de  0vrige  Differential- 
koefficienter. 

!  modsat  Fortegn    af  de   andre  ulige  ) 
O      *  A       V  I      Difie" 

samme  Fortegn  som  de  hge  j 

rentialkoefficienter. 

I  disse  Tilfselde  ville  nemlig  Leddene  under  det  sidste  JS-Tegn 
i  (4)  alle  have  samme  Fortegn,  saafremt  dette  gj fielder  om  Leddene 
i  det  f0rste  X  I  (a)  ere  disse  to  Fortegn  ens,  i  (b)  forskjellige. 
Der  maa  dog  undtages  de  Led,  der  opstaa  ved  Differentiation  af 
?!,  men  man  ser  let*  at  disse. Led  knnne  saromendrages  med  til- 
Bvarende  i  det  f0rste  JS,  der  have  st0rre  Koefficienter  og  altsaa 
bestemme  Fortegnene.  I  begge  Tilfselde  maa  altsaa  Leddene  i 
t/r+i  alle  have  samme  Fortegn,  hvis  dette  gjselder  om  Leddene  i 
yr>    Da  det  finder  Sted  ved  y , ,  maa   det  f0lgelig  vedblive. 

Vi  ville  nu  80ge  Konvergensbetingelserne  under  Forudssetning 
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af.  at  vi  have  et  af  Tilf»ldene  (a)  eller  (b),  men  if0lge  det  an- 
f0rte  ei*  den  saaledes  bestemte  Betingelse  tilstrokkelig  i  ethvert 
TilfsBlde.     If0lge  (4)  haves 


r 

_y«-+i    *  <?  x  \( 


Mr  yr      r+l^r+iP  '  <p\ 


^(•rI*..-fS-)[*..^+*i.j;+-+*^^l 


Sunmenholdes  dette  Udtryk  med  den  f0rste  (6),  ser  man,  at  naar  C  er 

den  st0wtfl  V»rdi  af  Forholdet  ; ^ for  p  —  3,  4, ...  n  er 

(i>  —  2)  v^-i 

hvor  alle  de  indgaaende  St0rreUer  regnes  uden  Fortegn. 
Cauohy's  Konvergensbetingelse  giver  da 


f^-x<  -»*_  (10) 

I  TUfoldene  (a)  og  <M  har  man 

*r+t  ^  Sr  —   1    irijr 

"-      r  -t- *    *: 

a**  at  R^tou  naa  lig£*  me  11  em  Grenserne 
I  *U*  andr*  TiU*td*  har«$ 

^  ^  - ■     —  .  XW. 

hYvar   *\    b**«$ift*r  del   rt*  Led   i  d«*  R*kk*^   der  fees   ved  den 
at****;*  IVrte^n$K>rtuidrin|F. 

K^ttr^nwne^eti^^Z^ei  vlvv   tr  tptridt  fcr  •  —  0.  ••;  an  faar 
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Da   Fortegnene   her   ere   bestandig  vexlende,    er   Fejlen,    som 
bekjendt,  mindre  end  det  f0rate  Led,  der  udelades. 
Ex.2.        *"'  +  cuP-1-^-...  +  «*  +  <*  —  0. 

Saettes  z  —  — ,   faas 

op  jj  p 

— ■ -,  der  har  Maximum  for  p  -■ ■  3. 


Q>  —  2)  qpp-!        p  —  2' 

(10)  kraever,  at  a  >   7. 

Saalenge   r    <C   «   maa   man   have  yr  —  [r];   thi  forudswttes 
denne  Ligning  rigtig,  faas 

yr+i-(2(2r  —  2)  —  (2pl  +  Spi  +  ...+(r+l)pr))[r]  —  [r  +  ll 
(9)  giver  da 


y 


VT  +  ^+"'  +  ^/+^  +  -'- 


m  kan  f0rst  bestemraes,    naar  n  er  givet,    men    som  f0rste  TUnser- 

melsesvserdi  faas 

a  —  1 
an  —  1 

Ex.  3.  /»  —  e*  -f  a*  +  a  —  0. 

Ligningen  har  for  positive  a  altid  en  Rod  mellem  0  og  —  1*    For 
negative  a  har  den  to   negative  R0dder  (mindre   end    —   1),   naar 

^        5» 
a  <C 

44' 

For  a  —  —  1  faas  en  Raekke  for  #,  der  if0lge  (10).  er  kon- 
vergent,  naar  man  har 

(a+5)*  >40±3(a+5), 
altsaa  a  >•  3     eller     a  <  —  13. 

Den  sidste  Grense  er  ikke  meget  forskjellig  fra  den  oven- 
oaevnte  Vardi,  ved  hvilken  Ligningen  oph0rer  at  have  negative 
Boeder. 

Man  faar  f0lgende  Raekke 
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* 


_/  J 10  10 205       .       \ 

"       V  a  +  5       (a  +  '5)~*~l~(a+5)*       (a  +  5)5+,,7" 


For  a  <  —   13  ere  Fortegnene  som  i  (b),  og  man  har  da 
20(2r  —  1)  ^  -o     ^    25  — 3a 

Wr    <  Br    <  ^7 i-TTTx  •  «*1 


(r+l)(a+5)2  —  20  (2r  —  1)  r  ^  r  a  (a  +  19) 
hvor  Ur  (naar  r  >  3)  dog  ikke  falder  sa  rani  en  med  noget  enkelt 
Led  i  den  angiVne  Rsekkeudvikling,  der  er  fremkommen  ved  ea 
Deling  af  Leddene  i  den  oprindelige  Rsekke. 


NOGLE  MAXIMUMSPROBLEMER  I  DEN 
IKKE-EUKLIDISKE  GEOMETRL 

(af  A.  S.  Bang). 


1.  Man  bar  som  bekjendt  i  den  sadvanlige  Plangeometrr 
elementsert  opstillet  en  Rsekke  Maximumsssetninger  ora  Arealer  af 
retliniede  Figurer,  sanit  den  Ssetning,  at  Cirklen  af  alle  Figurer 
med  samme  Omkreds  har  st0rst  Areal.  Navnlig  er  Stein ers 
Bevis  for  den  sidste  Setning  saa  simpelt  og  elegant  som  vel  mu- 
ligt.  Det  er  fremsat  i  Crelles  Journal  24  Bd.,  og  er  gjengivet  i 
Oppermanns  Plangeometri.  Disse  Sa?tninger  ere  af  Legendre 
i  dennes  Geometri  udvidede  til  at  gjaelde  paa  Kuglen,  og  aldeles- 
analoge  Sstninger  gjttlde  i  den  ikke-enklidiske  Geometri. 

2.  Cirklen  er  den  Figur,  som  med  given  Omkreds 
har  sttfrst  Areal. 

Den*  s0gte  Maxima  maflgur  maa  vsere  konvex.  I  modsat  Fald 
kan  man  tr»kke  en  ret  Linie,  der  tangerer  Karven  i  Punkterne 
A  og  B  uden  at  skjaere  den  i  Punkter,  der  ligge  me  Hem  A  og 
B.  Figurens  Omkreds  deles  af  A  og  B  i  to  Dele,  af  hvilke  den 
ene  drejes  om  AB\  derved  opataar  da  en  Fignr  med  samme  Om- 
kreds og  stflrre  Areal  end  den  forrige,  men  dette  er  umnligt.  Den 
B#gte  Fignr   kan   heller  ikke   bestaa   af  to   adakilte  konvexe  Dele. 


137 

Lsegges  disse,  saa  de  r0re  hinanden  i   0,  kommer  man  endelig  til- 
bage  til  det  foregaaende  Tilfselde. 

Halverer  en  Linie  AB  Maximum sfigur ens  Omkreds,  yil  den 
ogsaa  halvere  dens  Areal.  I  modsat  Fald  vilde  man  ved  at  dreje 
den  st0r8te  Del  om  AB  faa  en  Fignr  med  samme  Omkreds  og 
8t0rre  Areal  end  Maximumsfiguren.  Tangenten  i  A  maa  endvidere 
vere  vinkelret  paa  AB;  dannede  Tangenten  til  den  ene  Side  af 
AB  en  stump  Vinkel,  vilde  der,  naar  den  Halvdel  af  Figurenr 
som  ligger  paa  samme  Side  af  AB,  drejes  om  AB,  fremkomme  en. 
ukonvex  Figur  med  samme  Omkreds  og  Areal  som  Maximums- 
figuren, hvilket  er  umuligt.  Er  P  et  vilkaarligt  Punkt  af  Figur  en, 
og  PQ  halverer  Omkredsen,  ville  Tangenterne  i  PQ  f0lgelig  v»re 
vinkelrette  paa  P  og  Q.  Skjseringspunktet  mellem  AB  og  PQ 
kaldes  0.  Traakkes  Korden  AP,  maa  Tangenterne  i  A  og  P  danne 
lige  store  Yinkler  med  AP,  ellers  vilde  man  ved  at  lagge  Afsnittet 
AP  om,  saa  at  A  falder  i  ?,  P  i  i,  faa  en  ukonvex  Figur  frem. 

Heraf  f0lger  atter,  at  ^  APO  —  <£PAO,  eller  at  OA  —  OP,  og 
tillige  faar  man,  at  OP  —  OB,  OB  —  OQ  og  endelig  OQ  —  OA. 
Da  et  vilkaarligt  Punkt  P  snaledes  har  konstant  Afstand  fra  0, 
er  Maximumsfiguren  en  Cirkel. 

I  Beviset  er  egentlig  forudsat,  at  Punkterne  A,  B)  P  og  Q 
ikke  ere  Spidser,  men  da  der  kun  kan  findes  et  endeligt  Antal  af 
disse,  og  Kurven  saa  naar  ved  hver  af  disse,  man  selv  vil,  if0lge 
Beviset  er  en  Cirkel,  kan   der  imidlertid  ikke  Andes  saadanne. 

Dette  Bevis  gjselder  saavel  i  den  ssedvanlige  euklidiske  Geometri 
som  i  den  ikke- euklidiske  Geometri  med  uendelig  og  med  endelig 
ret  Linie —  Lobatchewskys  og  Riemanns  Geometrier  —  samt  ogsaa, 
naar  Drejning  og  Omlegning  opfattes  ved  at  man  tegner  symme- 
triske  Figurer,  paa  Kuglen. 

3.  Gjennem  to  givne  Punkter  A  og  B  skal  lsegges 
en  Linie  af  given  Lsengde,  som  med  Korden  AB  danner 
det  8t0rst  mulige  Areal. 

I  den  ssedvanlige  Geometri,  paa  Kuglen  og  i  Riemanns 
Geometri  kan  man  altid,   naar  Liniens  Lsengde   er  st0rre  end  ABr 
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lsegge  en  Cirkelbue  med  den  givne  Lsengde  gjennem  A  og  B- 
Denne  vil  med  AB  indeslutte  Maximum  af  Areal.  Fuldf0res  Cirk- 
len,  opstaar  foruden  dette  Afsnit  {A)  et  andet  (B).  Var  det  da 
muligt   at  lsegge  en   anden  Linie   gjennem  A  og  B  af  den  opgivne 

m 

Lsengde,  som  dannede  et  Areal  st0rre  end  (A)f  fik  man,  ved  at 
tilf0je  Arealet  (B),  en  Figur  med  samme  Omkreds  og  st0rre  Areal 
end  Cirklen,  men  det  er  umuligt,  saa  at  den  s0gte  Linie 
bliver  en  Cirkelbue. 

I  Lobatchewskys  Oeometri  bliver  en  Cirkel  med  uendelig  stor 
Radius  ikke  en  ret  Linie,  men  en  saakaldet  Grsenselinie,  og  naar 
den    opgivne    Linies    Lsengde     er    mindre     end    Lsengden    af    en 

* 

Grsenseliniebue  fra  A  til  B,  kan  der  gjennem  A  og  B  ikke  l»g- 
ges  nogen  Cirkelbue  af  den  givne  Lsengde.  Hvilken  Linie,  der 
da  danner  Maximumsflguren,  maa  sserskilt  unders0ges. 

Lad  0,  P  og  D  vsere  3  vilkaarlige  Punkter  af  den  s0gte  Linie 
gjennem  A  og  B,  og  lad  Normalerne  tilden  vsere  CCX  PPX   og  DDV 

Da  maa  man  have  ^LCXCP  =<£.  0PPx;  i  modsat  Fald  fik  man, 
ved  at  laegge  Buen  CP  om,  en  ukonvex  Linie,  som  med  AB  skulde 
danne  Maximum  af  Areal,  hvilket  er  umuligt.  (Man  ser,  at  man 
ikke  kan  benytte  Punktet  A^  men  derimod  lade  C  nserme.  sig  A 
saa  meget,  man  selv  vil).  Paa  samme  Maade  faar  man  ^  PXPB 
—  ^L  PDD1  og  ^L  Gx  CD  —  ^L  CDDV  Saafremt  nu  CQl  skjairer 
DD,  i  et  endeligt  Punkt  0,  bliver  OC  —  OP  —  OD,  saa  at  den 
s0gte  Linie  er  en  Cirkelbue,  fjerner  0  sig  i  det  uendelige,  faar 
man  som  Grandsetilfaelde ,  at  den  80gte  Linie  bliver  en  Gr«nse- 
liniebue.  Naar  derimod  QGX  ikke  skjaerer  IXDX  i  noget  endelig 
eller  uendelig  fjernt  Punkt,  ville  de  vinkelrette  paa  Midten  af 
Siderne  i  Trekant  CPD  heller  ikke  skjsere  hinanden,  og  de  have 
da  en  fselles  Normal  (se  f.  Ex.  dette  Tidsskrift  5  R.  3  Aarg. 
Side  130);  lad  Ci,  Px  og  Dx  v«re  de  Punkter,  hvori  denne  skjae- 
rer   GCV  PPt  og  DJ)V     Man  faar  da: 

^  QCXPX  —  ^L  PPXCX\  ^L  JRP,2>,  —  ^L  DDXPX\ 
CC1DX  —  ^.  DD1CXi  hvoraf  f0lger,  at  alle  de  naevnte 
Yinkler  ere  rette,  og  da 

CCX  =  PPX  =  DDlf 
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Mirer  det  geometriske  Sted  for  C  en  Linie  med  konstant  Af- 
stand  fra  CtDv 

Man  opfatter  undertiden  Grenselinier  og  Linier  med  kon- 
stant Afstand  fra  en  ret  Linie  som  Cirkler;  det  kan  gj0res  analy- 
tisk,  og  de  faa  da  henholdsvis  uendelig  store  og  im  agin  sere  Radier, 
men  det   kan   ogsaa  gj0res  rent  geonietrisk,   idet  Vinkelspidsen  C 

af  en  Trekant  ABC  siges   at  beskrive   en  Cirkel,   naar  A  og  B 

* 

ligge  fast  og 

4L  A  +  4L  B  —  <£  C 

er  konstant 

Ved  denne  Opfattelse  bliver  Maximumslinien  i  alle  TilfseHe 
en  Cirkelbue. 

4.     En  i  en  Cirkel  indskreven   n-Kant   har   st0rre  Areal 
end  enhver  anden  n-Kant  med  de  samme  Sider.  * 

Lad  (A)  vsere  Arealet  af  en  i  en  Cirkel  indskreven  n-Kant, 
(B)  Arealet  af  en  anden  n-Kant  med  de  samme  Sider.  De  Seg- 
mented fiom  de  n-1  mindste  Sider  afs^j»re  af  Cirklen,  afsaettes 
paa  de  tilsvarende  Sider  af  den  anden  Polygon.  Idet  de  tilf0jede 
Segmenter  have  Areal  (0),  faar  man,  if0lge  Saetningen  i  3 

(A)  -f  (C)  >  (B)  +  rco, 

hvoraf  Saetningen  f0lger. 

Det  kan  bemserkes,  at  Cirkel  ogsaa  kan  tages  i  den  i  3  ud- 
videde  Betydning. 

5.  Blandt  n-Kanterne  med  givne  Sider  i  given  Or- 
el en  er  der  en  og  kun  en,  som  er  indskreven  i  en  Cirkel. 

Cirkel  maa  i  Lobatchewskys  Geometri  tages  i  den  udvidede 
Betydning,  og  det  er  ogsaa  for  denne  Geometris  Vedkommende, 
at  S&tningen  her  skal  bevises.  I  den  sedvanlige  Geometri  er  Saet- 
ningen vel  bekjendt.     (Ramus:  Elementfer  Geometri  Pag.   135). 

I  en  vilkaarlig  Cirkel  afsaettes  de  givne  Sider  som  Korder  lig 
AB,  BO,  CD...  MN,  hvor  CD  er  den  st0rste  Korde,  og  Cirklen 
er  valgt  saa  stor,  at  Korderne  ikke  skjaere  hinanden.  Centrum  0 
vil  vaere  beliggende   paa   den   vinkelrette   paa  Midten  (M)   af  CD, 
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og  det  antages,  at  0  falder  til  samme  Side  af  CD  som  Punktet 
A.  Idet  CD  holdes  fast,  og  Kor denies  Laengder  forblive  ufor- 
andrede,  formindskeg  Radius  i  Cirklen;  sknlde  herved  N  falde  i. 
A,  faar  roan  en  indskreven  n-Kant,  i  modsat  Fald  kommer  man 
omsider  til  en  Girkel  med  CD  til  Diameter,  og  nu  kan  Radius  i 
Cirklen  ikke  formindskes  mere.  Man  lader  da  Radius  i  Cirklen 
atter  voxe,  idet  kun  0,  som  er  faldet  i  JhT,  bevaeger  sig  videre  ken 
ad  OM  paa  modsat  Side  af  CD  som  A.  Nu  voxer  Cirklens  Ra- 
dius kontinuert,  og  er  ikke  forinden  N  faldet  i  A,  naar  man  til 
en  Graenselinie  gjennem  C  og  D.  Dennes  Normaler  ere  alle 
vinkelrette  paa  en  uendelig  fjern  ret  Linie,  og  den  kan  altsaa  op- 
fattes  som  en  Linie  med  konstant  Afstand  fra  den  uendelig  fjerne 
rette  Linie,  og  kan,  ved  at  man  lader  den  uendelig  fjerne  Linie 
rykke  nwrmere,  kontinuerlig  gaa  oyer  til  Linier  med  konstant 
Afstand  fra  rette  Linier,  som  ere  normale  paa  MO.  Paa  denne 
Maade  kommer  man  kontinuerlig  oyer  til  Kor  den  CD,  og  ser  alt- 
saa, at  naar  man  ikke  tidligere  har  faaet  en  Polygon  indskreven  t 
en  Cirkel,  maa  CD  vsere  st0rre  eller  lig  Summon  af  de  n — 1  andre 
Sider.  Det  yil  sige,  saafremt  der  overhovedet  kan  dannes  nogen 
Polygon  af  de  n  Sider,  yil  der  ogsaa  kunne  dannes  en  i  en  Cirkel 
indskrivelig  Polygon  af  de  samme  Sider.* 

Kunde  der  dannes  2  forskjellige  Polygoner,  indskrevne  i  Cirk- 
ler,  flk  man  ved  samme  Bevis,  som  er  anvendt  i  4.,  at  hver  af 
Polygonerne  havde  st0rre  Areal  end  den  anden,  men  dette  er 
umuligt. 

6.  Af  alle  Trekanter  med  en  given  Side  og  given 
Sum  af  de  to  andre  er  den  st0rste  ligebenet. 

Lad  ABC  og  ABD  have  AB  faelles  og  AC  +  CB  —  AD 
+  2MB;  idet  nu  AC  =  OB  og  AD  >  DB,  skulle  vi  bevise,  at 
A  ACB  >  A  &*>B. 

Idet  AD  skjaerer  BC  i  0,  faar  man  AO  >  OB,  da  ^  OBA 
>^  OAB]  OB  afsffittes  lig  OE  henad  OA,  hvorved  altsaa  E 
falder  i  Liniestykket  OA.  Afsaattes  OD  lig  OF  udad  OC,  kan  nu 
bevises,  at  F  falder  inden  for  eller  i  C.  Faldt  nemlig  F  uden  for 
C,  fik  man  af 
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OF  +  FE  +  EA  >  CA, 

da  OF  =  OB  —  OC;  FE  =  BB  og  JELA  =  04  —  OB, 

OD  +  DB  +  OA  >  OG  +  OB  +  CA, 
hvilket  stridor  mod  det  givne: 

BB  +  BA  =  BG  +  CA9 
saa  at  altsaa  F  falder  i  Liniestykket  00.     Heraf  f0lger 

A  COA  >  A  JE<W  =  A  dob, 
saa  at  man  ved  Addition  af  A  -^  OB  faar 

A  4C®  >  A  *db, 

hvilket  skulde  be  vises. 

Dette  Bevis  er  angivet   af  Leg  end  re  for  sferiske  Trekanter. 

7.  Af  det  foregaaende  kan  nu  udledes,  at  den  st0rste  af 
alle  n-Kanter  med  given  Omkreds  dels  maa  have  alle  sine  Sider 
lige  store,  dels  maa  kunne  indsk rives  i  en  Girkel  (som  maa  v»re 
en  egentlig  Girkel,  da  man  kun  kan  faa  uegentlige  Girkler,  naar 
den  ene  Side  er  st0rst),  saa  at  den  st0rste  n-Kant  med 
given  Omkreds  er  regulser. 

8.  En  regular  n-Kant  har  st0rre  Areal  end  en  regu- 
lar n — 1  Kant  med  samme  Omkreds,  da  den  sidste  kan  op- 
fattes  som  en  n-Kant,  i  hvilken  2  Sider  falde  i  hinandens  Fortongelse. 


OM  SAMLINGEN    AF   DE  LINIER,   HVORAF  EN    GIVEN 

KUGLE  AFSKJ^RER  KORDER,  SOM  SES  UNDER  RET 

VINKEL  FRA  ET  GIVET  PUNKT. 


(af  C.  Jubl.) 


Til  de  Hoveddannelser,  hvormed  Geometrien  altid  har  beskssf- 
tiget  sig  nemlig  Linier  og  Flader,  har  man  i  den  nyere  Tid  f0jet 
adskillige,  af  hvilke  is»r  Liniesamlingerne  allerede  nu  spille  en 
stor  Rolle.  Disse  ere  alle  kontinuerlige  Samlinger  °:  saadanne, 
hvis  Elementer,  der  jo  her  ere  Linier,  kunne  vtelges  saa  n»r  ved 
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hinanden,  som  man  selv  vil,  men  de  kunne  i  0vrigt  have  forskjel- 
lig  Msegtighed.  En  Samling,  der  i  Almindelighed  sender  et  ende- 
ligt  Antal  Linier  gjennem  et  givet  Punkt  og  togger  et  endeligt 
Antal  i  en  Plan,  kaldes  en  Liniekongruens,  medens  en  Samling, 
der  sender  uendelig  mange  Linier  dannende  en  Eegle  gjennem  et 
givet  Punkt  og  i  Overensstemmelse  denned  i  en  Plan  logger 
uendelig  mange  Linier,  indhyllede  af  en  Kurve,  kaldes  et  Linie- 
komplex. 

Saa  simpel  end  Opfattelsen  af  saadanne  geometriske  Tings 
Existens  maa  synes,  saa  snart  man  blot  har  set  et  enkelt  Exempel 
derpaa,  har  der  dog  vaeret  Tider,  hvor  man  ikke  ret  har  kunnet 
klare  Big  Existensen  af  andre  Liniekomplexer  end  dem,  der  dannes 
af  Tangenterne  til  en  Flade.  Et  fremtrsedende  Exempel  derpaa 
findes  i  Steiners  „  System  atiscbe  Entwickelung  der  geometrischen 
Gestalten  von  einander",  et  af  de  Vaerker,  der  have  grundlagt  den 
projektive  Geometri.  Stein er  sp0rger  der  om  den  Flade,  som 
indhylles  af  Linier,  som  skjsere  fire  givne  Planer  i  fire  Punkter 
med  et  givet  Dobbeltforhold.  Det  ses  her  let,  at  Indhyllingskurven 
for  de  i  en  Plan  liggende  Linier  er  et  Keglesnit,  og  at  de  Linier, 
der  gaa  gjennem  et  givet  Punkt,  danne  en  Eeglesnitskegle.  Deraf 
kan  man  imidlertid  ikke,  som  Steiner  (1832)  aabenbart  har 
gjort,  slutte,  at  Linierne  ber0re  en  Eeglesnitsflade ;  de  danne  netop, 
hvad  man  nu  kalder  et  kvadratisk  Komplex,  hvor  de  ovenn»vnte 
Dannelser,  Eomplexkurven  i  en  vilkaarlig  Plan,  og  Komplex- 
keglen  med  Toppunkt  i  et  vilkaarligt  Punkt,  ere  af  anden  Orden, 
men  de  ber0re  ikke  alle  nogen  fast  Flade. 

Idet  jeg  her  skal  give  et  elementart  Exempel  paa  et  simpelt 
Liniekomplex,  bemarkes,  at  det  dog  ikke  er  det  simpleste,  der 
findes,  idet  det  er  kvadratisk,  medens  de  simpleste  ere.de  lineere, 
hvor  de  gjennem  et  Punkt  gaaende  Eomplexlinier  danne  en  Plan; 
Hovedssetningeme  om  dette  Eomplex  ere  fremstillede  i  Prof.  Pe- 
tersens  Einematik,  tredje  Eapitel.  Der  optraede  imidlertid  ikke 
de  til  et  Eomplex  h0rende  singulsere  Dannelser  (hvorom  nedenfor), 
hvis  Bestemmelse  er  et  v&sentligt  Punkt  i  den  almindelige  Theori, 
medens  disse  ved  vort  Exempel  blive  tilstraekkelig  simple  uden  dog 
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at  udarte    saameget  som  ved  det   f0r  nsevnte  hos   Stejner,   hvor 

den  til  Eomplexet  h0rende  singulaere  Flade  dannes  af  et  Tetraedero 

* 

Sideplaner  (og  Hj0rnespidser). 

Det  Komplex,  der  her  skal  betragtes,  er  bestemt  ved  en  Eagle 
(C)  med  Centrum  C  og  et  Punkt  A  og  dannes  af  de  Linier,  hvoraf 
Kuglen  af  skjaerer  Korder,  der  fra  A  sea  under  ret  Vinkel.  Ned- 
faeldes  fra  A  paa  en  af  Linierne  I,  som  skjaerer  Kuglen  i  M  og  N, 
den  vinkelrette  AAt1  haves  AAX*  —  —  Ax  M.  Ax  N.  Opfattes  A 
som  Centrum  for  en  uendelig  lille  Kugle,  bliver  At  et  Punkt, 
hvis  Potenser  med  Hensyn  til  denue  Kugle  og  med  Hensyn  til  den 
givne  Btaa  i  Forholdet —  1:1;  det  geometriske  Sted  for  Ax  bliver 
derfor  selv  en  Kugle,  hvis  Centrum  0  deler  Centerlinien  CA  i 
samme  Forhold  d.  v.  s.  er  Midtpunkt  af  AC. 

Nu  er  det  let  at  bestemme  de  Komplexlinier ,  der  ligge  i  en 
given  Plan  n.  Lad  denne  skjaere  den  sidstnaevnte  Kugle,  som  vi 
ville  kalde  (0),  j  en  Cirkel  ft,  og  lad  Projektionen  af  A  paa  Planen 
vsere  A2'f  Projektionen  af  A2  paa  I  maa  talde  sammen  med  Pro- 
jektionen af  A  paa  I,  d.  v.  s.  I  vil  indhylles  af  et  Keglesnit,  hvia 
ene  Brsendpunkt  er  A2,  medens  k  er  det  geometriske  Sted  fork's 
Projektion  paa  Tangenterne.  •  Projektionen  af  0  paa  n  bliver 
Kurvens  Centrum;  da  0  er  Midtpunktet  af  AC,  vil  Projektionen 
af  C  blive  det  andet  Brsendpunkt.  Man  faar  altsaa: 
Komplexkurven  i  en  vilkaarlig  Plan  er  et  Keglesnit, 
hvis  Braendpunkter  ere  Projektionerne  af  det  givne 
Punkt  og  af  den  givne  Kugles  Centrum. 

Naar  Planen  ikke  skjaerer  (0),  bliver  Komplexkurven  imaginaer. 

Lige  saa  let  bestemmes  Komplexkeglen  med  Toppunkt  i  et 
vilkaarligt  Punkt  P  af  Rum  met.  Det  geometriske  Sted  for  Projek- 
tionen af  Punktet  A  paa  alle  de  gjennem  P  gaaende  Linier  er 
nemlig  en  Kugle  over  AP  som  Diameter,  og  denne  skjaerer  (0) 
i  en  Cirkel  —  hvis  Plan  er  vinkelret  paa  CP  —  der  bliver  en 
Ledekurve  for  den  s0gte  Kegle.  Man  kan  her  ogsaa  s0ge  det 
geometriske  Sted  for  Midtpunktet  8  af  de  i  den  givne  Kugle  af 
Komplexlinier  afBkaarne  Korder  MN.  Man  har  da  SA2  —  SUP 
—  —  SM .  SN'j    det    geometriske   Sted   for   8  bliver   altsaa   atter 
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Kuglen  (0),  og  denne  skj sorer  en  Kugle  over  CP  som  Diameter  i 
-en  Cirkel,  som  bliver  en  anden  Ledekurve  for  den  80gte  Kegle. 
Idet  de  Linier  gjennem  Toppunktet  af  en  Keglesnitskegle,  der  staa 
vinkelret  paa  Cirkelsnitsplaner,  kaldes  Keglens  Briendlinier,  haves: 
Komplexkeglen  for  et  vilkaarligt  Punkt  er  en  Kegle- 
snitskegle, hvis  Brsendlinier  forbinde  Toppunktet  med 
•det  givne  Punkt  og  med  den  givne  Kugles  Centrum. 

Vi  ville  nu  sp0rge  om  det  geometriske  Sted  for  de  Punkter, 
hvis  Korap(exkegler  udarte  i  Planpar ;  den  Flade,  som  herved  findes, 
kaldes  Komplexets  Singularitetsflade. 

Komplexkeglen  til  et  Punkt  P  udarte r  nu  i  to  Planer  enten 
derved,  at  de  to  Kugler,  den  ene  over  AP  som  Diameter,  den  anden 
Kuglen  (0),  ber0re  hinanden,  eller  derved  at  P  Jigger  i  samroe 
Plan  som  de  to  naevnte  Kuglers  Skjseringslinie;  man  kan  nemlig 
n0jes  med  at  betragte  den  f0rste  af  de  f0r  nsevnte  Ledekurver  for 
en  Komplexkegle. 

Det  geometriske  Sted  for  Centrum  af  en  Kugle,  der  gaar 
gjennem  et  fast  Punkt  A  og  ber0rer  en  fast  Kugle  (0)  i  et  Punkt 
JR,  er  en  Omdrejningsellipsoide  eller  Omdrejningshyperboloide ,  for 
hvilken  A  og  0  ere  Bnendpunkter ;  multipliceres  denne  med  2 
med  Hensyn  til  A  faas  en  Del  af  Singularitetsfladen,  og  den  eneste, 
for  hvis  Punkter  Komplexkeglen  kan  udarte  i  to  konjugert  imagi- 
n»re  Planer. 

De  to  Kugler  skjaere  hinanden  i  dette  Tilfselde  egentlig  i  to 
imaginaere  rette  Linier  m  og  n,  og  Forbindelsesplanerne  (Pm  og 
(Pn),  hvori  P'b  Komplexkegle  udarter,  blive  (imaginsre)  Tangent- 
planer  til  Kuglen  (0).  Disse  to  Planers  Skjaeringslinie  er  For- 
bindelseslinien  mellem  P  og  R0ringspunktet  JR. 

Svarende  til  den  anden  af  de  ovennsevnte  Muligheder  for  nd- 
■artet  Komplexkegle,  maa  P,  der  altid  ligger  paa  Kuglen  over 
AP  som  Diameter,  ogsaa  ligge  paa  (0),  hvilken  Betingelse  baade 
er  tilstrsekkelig  og  n0dvendig.  Det  er  let  at  finde  Indhyllings- . 
fladen  for  de  Planer,  hvori  Komplexkeglerne  for  Punkter  af  (0) 
udarte.  Da  Ledekurverne  til  Komplexkeglen  for  et  almindeligt 
Punkt   P  nemlig   ere   vinkelrette   paa  AP  og  OP,    maa.  de  ogsaa 


145 

were  de't  her,  og  Indhyllingsfladen  for  Planer  gjennem  P  og  vinkel- 
rette  paa  AP  og  CP  b liver,  idet  P  gjenneml0ber  Kuglen  (0),  netop 
den  til  Singularitetsfladen  h0rende  Ellipsoide  eller  Hyperboloide. 

Kanten  for  en  af  disse  udartede  Kegler  vil  ber0re  (0)  og 
staar  vinkelret  paa  Planen  gjennem  A,  C  og  P. 
Singularitetsfladen  2  for  Komplexet  danneB  af  en  Om- 
drejningsellipsoide  eller  Omdrejningshyperboloide  (E) 
med  Braendp'unkterne  A  og  (7  paa  Drej ningsa xen  og  af 
en  Kugle  (0)  over  dens  store  Axe  som  Diameter. 

Her  have  vi  opfattet  Singularitetsfladen  som  et  geometriBk 
Sted  for  Punkter ;  selve  Udviklingen  viser  imidlertid,  at  den  samme 
Flade  bliver  Indhyllingsfladen  for  de  Planer,  hvori  der  Andes 
Komplexkurver,  der  opfattede  som  Indhyllingskurver  ndarte  i  to 
Punkter.  Naar  nenilig  Kqmplexkeglen  for  et  Punkt  P  opl0ser  sig 
i  to  Planer  n  og  nx,  ville  alle  de  Linier  i  «,  der  gaa  gjennem  P 
vaere  Komplexlinier ;  Komplexkurven  i  n  vil  derfor  opl0se  sig  i  et 
Pnnktpar.  Er  omvendt  n  en  Plan,  hvis  Komplexkurve  udarter  i 
to  Punkter  P  og  Pt,  maa  n  v«re  den  eue  af  de  to  Planer,  hvori 
P's  Komplexkurve  udarter.  Man  faar  derfor  alle  de  Planer  med, 
hvori  der  Andes  udartede  Komplexkurver,  ved  at  medtage  alle  de 
Planer,  hvori  alle  Eomplexkegler  kunne  udarte.  Det  foregaaende 
viaer  altsaa,  at  alle  Tangentplanerne  til  (0)  og  til  (E)  og 
ikke  andre  ville  vsere  de  Planer,  hvori  der  findes  ud- 
artede Komplexkurver.1) 

Det  er  PI  ticker,  som  f0rst  fra  et  almindeligt  geometrisk 
Standpunkt  har  udviklet  Ladren  om  Liniekbinplexer ,  og  han  har 
bevist,  at  den  her  naevnte  dobbelte  Frembringelse  af  Singularitets- 
fladen gjselder  for  alle  kvadratiske  Komplexer2). 

Til  et  Komplex  knytter  sig  altid  en  sserlig  Liniekongruens 
dannet  af  Komplexets  singulsere  Linier.    En  singulaer  Linie  kan 


1)  Et  direkte  Bevis  for  ovenstaaende  Seeming  er  udeladt  for  Korthedens 
Skyld;  det  bygges  lettest  paa  nogle  Seetninger,  jeg  har  fremsat  i  en 
tidligere  Artikel  her  i  Tidsskriftet  (1886  S.  33). 

2)  Senere  harPasch  bemeerket,  at  en  analog  Seetning  gjeelder  for  alle 
analytiske  Komplexer,   Orel  lee  Journ.  Bd.  76. 

V.  Bsekke.    5.  Aargang.  10 
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her  defineres  som  Skj  serin  gsliDien  m  ell  em  de  to  Planer,  hvori  en 
Komplexkegle  kan  udarte.  Ligger  et  Punkt  P  paa  Fladen  (E), 
ville  de  to  Planer,  hvori  JPs  Komplexkegle  udarter,  efter  det  fore* 
gaaende  skjsere  hinanden  i  en  Linie,  der  ber0rer  (Et)  og  skjserer 
Linien  AC>  der  maa  vaere  en  Symmetriaxe  for  Komplexet.  Ligger 
P  derimod  paa  Kuglen  (0),  vil  den  gjennem  P  gaaende  singulsere 
Linie  ber0re  Kuglen  og  staa  vinkelret  paa  AG,  0: 
De  singulsere  Linier  i  Komplexet  dannes  af  de  Tan- 
genter  til  Fladen  (2?),  der  skjsere  Symmetriaxen,  og 
de  Tangenter  til  Kuglen  (0),  der  staa  vinkelret  paa 
samme  Linie. 

Man  ser  her,  hvad  der  i  Almindelighed  vil  vsere  Tilfseldet,  at 
enhver  singulaer  Linie  er  Tangent  til  Singularitets- 
fladen.  Dens  R0ringspunkt  med  denne  kaldes  Liniens  singulsere 
Punkt,  og  Tangentplanen  i  dette  Punkt  Liniens  singulsere  Plan. 

Lad  8  vaere  en  singulaer  Linie,  f.  Ex.  af  dem,  der  skjsere 
Symmetriaxen ,  og  lad  den  skjsere  Kuglen  (0)  i  M  og  M*.  For 
hvert  af  disse  Punkter  udarter  Komplexkeglen  i  to  Planer,  der 
ber0re  (2£);  men  de  to  Planpar  have  den  ene  Plan  fselles,  nerolig 
den,  .der  ber0rer  (E)  i  det  singulsere  Punkt  8  af  s,  og  Komplex- 
kurven  i  denne  Plan  udarter  i  Punktparret  MM4;  dette  f0lger 
umiddelbart  af  den  S.  44  nederst  givne  Bestemmelse  af  udartede 
Komplexkegler.  Da  det  selv  samme  kan  gj0res  gjseldende  for  en 
singulaer  Linie,  der  ber0rer  (0),  ser  man  altsaa,  at  de  singulsere 
Linier  ere  ogsaa  Forbindelselseslinier  mellem  to  saa- 
danne  Punkter,  hvo*ri  en  Komplexkurve  kan  udarte. 

Lad  atter  s  vsere  en  af  de  singulsere  Linier,  der  skjaerer 
Symmetriaxen  og  altsaa  ber0rer  Fladen  (E)  i  et  Punkt  8.  Maa 
kan  da  bevise,  at  Komplexkurven  i  en  vilkaarlig  Plan  gjen- 
nem s  vil  ber0re  s  i  S.  Brsendpunkterne  for  Kurven  blive  nemlig 
som  f0r  nsevnt  Projektionerne  A2  og  C2  af  A  og  C  paa  n.  Da 
A  og  C  ere  Brsendpunkterne  for  Keglesnitsfladen,  danne  SA  og  SO 
lige  store  Vinkler  med  s.  Projektionerne  8A2  og  SC2  ville  derfor 
ogsaa  danne  ligestore  Vinkler  med  5,  d.  e.  8  er  R0ringspunktet  mel- 
lem 8  og  et  Keglesnit,  der  har  A2  og  C2  til  Brsendpunkter. 
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Er  5,  en  singulaer  Liniet  der  ber0rer  (0)  i  et  Punkt  8t  og 
staar  vinkelret  paa  Symmetriaxen,  gjnlder  samme  Saetning,  thi  paa 
Grand  af  Symmetrien  vil  st  vaere  Axen  og  #,  altsaa  Toppunktet 
for  Komplexkurven  i  en  vilkaarlig  Plan  gjennem  5,,  hvilken  da 
ber0rer  s,    i  8X. 

Idet  den  analoge  Ssetning  om  Komplexkegler  beviaes  paa 
analog  Maade  ved  Benyttelse  af  Saetningerne  om  en  Kegles  Braend- 
straaler,  haves : 

Komplexkurven  i  enhver  Plan  gjennem  en  singnlaer 
Linie  ber0rer  denne  i  et  fast  Punkt  (det  singulaere 
Punkt),  og  Eomplexkeglen  for  hvert  Punkt  af  Linien 
ber0re8  langs  denne  af  en  fast  Plan  (den  singulaere  Plan). 

For  at  Saetningen  skal  v»re  almengyldig,  maa  man  dog  her 
betragte    enhver   Plan   gjennem   to   Planers    Skjaeringslinie   som   en 

Tangent  pi  an    til   den   af   de    to    f0rste   sammensatte   Kegle og 

analogt  ved  en  udartet  Kurve. 

En  saadan  Saetning  gjaelder  udelukkende  for  de  singulaere 
Linier.  Naar  man  betragter  Komplexkeglerne  til  Punkter  af  en 
vilkaarlig  Komplexlinie,  haves: 

Naar  et  Punkt  P  bevaeger  sig  henad  en  vilkaarlig  Kom- 
plexlinie, ville  Tangentplanerne  langs  denne  til  de 
forskjellige  til  P  h0rende  Komplexkegler  danne  et 
med  Ra?kken  af  Punkter  projektivt  Planbundt. 

Bevaeger  P  sig  henad  Komplexlinien  I,  vil  Kuglen  over  AP 
som  Diameter  skjaere  (0)  i  .en  Cirkel  ft,  hvis  Plan  n*  er  vinkel- 
ret  paa  AP  og  for  alle  Stillinger  af  P  gaar  gjennem  et  fast  Skjae- 
ringspunkt  J9f  m  ell  em  I  eg  (0). 

Tangenten  p  i  Punktet  M  til  k  er  Skjaeringslinien  mellem 
n'  og  Tangentplanen  til  (0)  i  M,  og  Planen  n,  der  forbinder  p 
med  P,  bliver  den  omhandlede  Tangentplan  til  Ps  Komplexkegle. 
Man  har  altsaa 

(P)  pr.  C  (P)  pr.  (*')  pr.  (t>)  pr.  (n),  hvorved  Saetningen 
er  bevist.  -  - 

Vi  ville  nu  ikke  gaa  videre  i  Unders0gelsen,  men  blot  endnu 
l0se  den  Opgave   at  finde   det  Punkt  og  den  Kugle,    der  paa  den 

10* 
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i  det  foregaaende  nsBvote  Maade  bestemme  Komplexet,  idet  dette 
tsenkes  forelagt.  Med  Komplexet  er  Singularitetsfladen  given,  altsaa 
ogsaa  Kufelen  (0),  soin  er  geometrisk  Sted  for  Projektionen  af  et 
vist  fast  Punkt  -4  paa  Komplexets  Linier.    Men  naar  Projektionen 

0 

af  A  paa  en  Eomplexlinie  I  er  Ax,  og  Linien  anden  Gang  skj»rer 
(0)  i  Cx,  gaar  Planen  vinkelret  paa  Midten  af  AlCl  gjennem  0; 
en  Plan  vinkelret  paa  I  i  Gx  maa  da  gaa  gjennem  et  andet  fast 
Punkt  Cy  der  ligger  saaledes,  at  0  er  Midtpunktet  af  AC,  d.  e.  CA 
er  Projektionen  af  C  paa  I.  Heraf  f0lger  0jensynlig,  at  de 
Linier,  der  af  en  Kugle  med  Centrum  C  afskjaare  Kor- 
der,  der  fra  et  Punkt  A  sea  under  ret  Vinkel,  ville 
ogsaa  af  en  anden  lige  saa  stor  Kugle  med  Centrum  A 
afskjsere  Korder,  der  fra   C  ses  under  ret  Vinkel. 

Heri  haves  Forklaringen  *  paa,    at  A   og  C  i  de  tidligere  S»t- 
ninger  indgik  paa  en  fuldstaendig  symmetrisk  Maade. 


D0DSANMELDELSE. 


Hans  Cari  Frederik  Christian  Schjelierup 

var  f0dt  i  Odense  den  8de  Februar  1827.  Efter  i  sine  Drengeaar 
at  have  nydt  Undervisning  i  en  dervaerende  Borgerskole  kom  ban 
i  Urmagerlffire.  Medens  han  var  i  Lab  re,  udtaenkte  han  en  Koa- 
struktion  af  et  perpetnum  mobile.  Da  H.  C.  0rsted  i  1845  op- 
holdt  sig  i  Odense,  hen  vend  te  8.  sig  til  ham  og  forelagde  ham  sin 
Opfindelse.  Han  gjorde  et  saa  gunstigt  Indtryk  paa  0rsted,  at 
denne  foranledigede,  at  S.  blev  privat  forberedt  til  Pr»limin»r- 
examen.  Efter  at  S.  var  bleven  Urmagersvend,  rejste  han  til 
Kj0benhavn  og  studerede  ved  den  polytekniske  L»reanstalt  i 
Aarene  1848 — 50,  hvorefter  han  afsluttede  sine  Studier  ved  An- 
stalten  med  den  fuldstsandige  Examen  i  Mekanik. 

I  Aaret  1851  blev  han  udnavnt  til  Observator  ved  Obser- 
vatoriet  paa  Rundetaarn.  Observatoriet  blev  dengang  ledet  af 
Professor  Olufsen.  I  de  Aar,  S.  var  Observator  under  Olufsen,  ud- 
foldede    han    en    betydelig  Virksomhed    som   Beregner.      De    paa- 
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gjaeldende  Bind  af  „Astronomische  Nachrichten^  bare  noksom 
Vidnesbyrd  derom. 

Et  af  bans  Arbejder,  der  handled e  om  en  Banebestemmelse 
for  en  Komet,  Tycho  Brabe  havde  iagttaget  1580,  skaffede  bam 
Doktorgraden  fra  Universitetet  i  Jena. 

Ved  Olufsens  D0d  var  8.  selvskreven  til  at  blive  Professor 
yed  Univeraitetet.  Han  fik  imidlertid  ikke  Pladsen,  fordi  man 
mente,  ban  savnede  den  klassiske  Dannelse.  Et  Fors0g,  ban  gjorde 
paa  at  tage  Studenterexamen,  opgav  han  selv  igjen,  idet  han  troede 
at  mserke  Modvilje  fra  Ezaminatorernes  Side.  Det  smertede  S. 
dybt,  at  ban  ikke  blev  anBet  for  vasrdig  til  at  vaere  Professor^ 
fordi  han  manglede  den  klassiske  Dannelse,  og  ca.  20  Aar  efter 
skriver  han  herom  i  Anledning  af  sin  Oversaettelse  af  Al-Sufi,  som 
ndkom   1874: 

„Frugterne  paa  dette  Tr»  blive  f0rst  plukkede  efter  Pro- 
fessor atets  Bessettelse Yed  ovennsevnte  Bog  *)  er  mit  Stand- 

punkt  blevet   klart   for   enhver.      Laeseren   er  tvangen  /til   at   ind- 

r0mme   mig   en  Plads   i   de  klassisk   dannedes.  Rsekke jeg 

bar  often tlig  vist,  at  hvad  Skjsebnen  bar  forhindret  mig  i  at  er- 
hverve  f0r  mit  20de  Aar,  har  jeg  erhvervet  og  benyttet  efter 
mit  30te.« 

Naar  man  erindrer,  at  S.  er  f0dt  1827,  at  bans  30te  Aar  er 
Aaret  1857,  det  Aar  da  d' Arrest  blev  udnsevnt  til  Professor,  vil 
man  se.  h  vil  ken  stor  Indflydelse  den  Omstsendighed,  at  han  blev 
forbigaaet  i   1857,   har  ud0vet  paa  hans  astronomiske  Yirksomhed. 

I  1859  paabegyndte  S.  i  Forening  med  Dr.  Tycbsen  Udgivelsen 
af  „Mathematisk  Tidsskrift."  Han  fratraadte  imidlertid  Redak- 
tionen  efter  et  Aars  Forl0b. 

Da  det  nye  Observatorium  var  fserdigt  i  1861,  fik  S.  Lejlig- 
hed  til  at  udf0re  mere  omfattende  Observationsrakker ,  end  det 
var  mnligt  paa  Rundetaarn. 

Han  fik  her  paa  det  nye  Observatorium  en  fortrinlig  Meri- 
diankikkert   til    sin  Raadighed,    og  han  paabegyndte  nn  en  Rsekke 


*)  Al-Sufi,  et  atort  arabisk  Veerk  fra  Middelalderen. 
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Zoneobservationer  af  Stjerner  imellem  -f"  15°  °B  —  15°  De- 
klination. 

I  1862  lykkedes  det  8.  at  opdage  en  Komet,  der  imidlertid 
var  bleven  set  noget  tidligere  i  Cambridge  (U.  S.)  I  L0bet  af  3 
Aar  fik  S.  uden  nogen  fremmed  Hjelp  observeret  10,000  Stjerner 
og  reduceret  disse  Observationer,  saa  at  Eataloget  var  faerdigt  til 
Trykken  en  Maaned  effcer,  at  den  sidste  Observation  var  udf0rt. 

S's  Katalog  vakte  stor  Opsigt  i  den  astronomiske  Verden. 
if  an  erkjendte  hurtig,  at  her  forelaa  et  sjalden  godt  Arbejde. 

Fra  Pulkova  udgik  der  nogle  Aar  senere  et  Arbejde,  der 
tilfulde  viser,  hvor  stor  Pris  man  der  satte  paa  dette  Katalog. 
Dette  Arbejde,  Nyrens  Bestemmelse  af  Precessionskonstanten  ved 
Samnienligning  mellem  Schiellerups  og  Bessels  Zoner,  viste,  at 
Sp0rgsmaalet  om  Praacessionskonstanten  langtfra  var  l0st  ved  Bes- 
sels og  Struves  Under80gelser,  men  at  der  stadig  her  laa  et  stort 
aabent  Sp0rgsmaal.  Senere  fors0gte  Dr.  Dreyer  at  klare  Sagen 
ved  en  anHen  Benyttelse  af  de  teleskopiske  Stjerner.  Han  benyt- 
tede   hertil   S.'s   Katalog,   som  ban   sammenlignede   med   Lalandes. 

Umiddelbart  efter  Fnldendelsen  af  det  f0rste  Katalog  paa- 
begyndte  S.  et  andet,  hvortil  ban  kun  naaede  at  observere  ca.  750 
Stjerner,  da  andre  astronomiske  Arbejder  fik  ham  til  at  opgive 
dette  Foretagende. 

I  1865  blev  der  udf0rt  en  Ltengdebestemmelse  mellem  Chri- 
stiania,  Kj0benhavn  og  Stockholm.  S.  var  den  danske  Iagttager. 
Medens  ban  opholdt  sig  i  Stockholm  for  at  bestemme  den  person- 
lige  Ligning,  blev  ban  udnavnt  til  titular  Professor.  Paa  denne 
Titel  satte  ban  stor  Pris  —  ikke  for  Titlens  egen  Skyld  men  paa 
Grand  af  den  Motivering,  som  d' Arrest  lod  f0lge  med  sin  Indstil* 
ling  til  Udnevnelsen. 

Beregningen  af  Lengdebestemmelsen  blev  aldrig  fardig.  Efter 
at  den  danBke  og  den  norske  Iagttager  havde  fnldf0rt  deres  Del 
af  Beregningerne,  blev  det  hele  overgivet  den  svenBke  Deltager  til 
videre  Bearbejdelse  og  Publikation.  Dette  sidste  skete  imidlertid 
aldrig. 
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Samtidig  med  Lttngdebestemmelsen  udf0rie  S.  et  andet  astro- 
nomisk  Arbejde. 

I  Astronomische  Nach  rich  ten  fandteB  en  vserdifuld  Skat  i  de 
mange  spredte  Fixstjerneobservationer,  der  vare  publicerede  deri. 
DisBe  Iagttagelser  vare  saa  godt  som  aldeles  utilgaengelige  for 
Astronomernc  paa  Grand  af,  at  de  fandtes  snart  her  snart  der  1  de 
forskjellige  Bind.     Man  havde  gjort  to  Fors0g  paa  at  samle  disse. 

Det  f0rste  var  gjort  i  1850  fra  Wiener  Observatoriet,  hvor 
Littrow  besluttede  at  samle  Observationerne  fra  de  f0rste  32  Bind. 
Dette  Arbejde,  hvis  Maal  var  at  give  n0jagtige  Positioner,  stran- 
dede  netop  paa  selve  sit  Maal.  I  1860  paabegyndte  Hoeck  i  Utrecht 
med  Assistance  af  Dibbits  og  to  andre  yngre  Astronomer  det  earn  me 
Arbejde.  Der  blev  dengang  arbejdet  „mit  grosser  Ausdauer  und 
grossem  Eifer"  paa  at  faa  det  faerdigt,  Det  lykkedea  ikke.  Pla- 
nen  var  for  stor,  og  Arbejdet  blev  henlagt.  F0rst  i  1885  naaede 
Dr.  Kam  efter  13  Aars  ibaerdigt  Arbejde  at  gj0re  Hoeoks  og 
Dibbits  Arbejder  faerdige.  S.,  som  klart  saa,  at  Aarsagen  til,  at  de 
f0rste  Foretagender  vare  mislykkede,  var  en  fejl  Plan,  besluttede 
sig  til  at  give  en  brugbar  N0gle  til  Iagttagelserne  og  det  ikke  til 
Meridianobservationerne  alejie,  som  hans  Forgaengere  havde  taenkt, 
men  til  samtlige  Stjernepositioner  i  de  f0rste  66  Bind  af  Nach- 
richten.  Idet  S.  saaledes  udvidede  Arbejdet  i  en  Retning  og  for- 
mindskede  det  i  en  anden,  naaede  han  i  to  Aar  at  faa  udf0rt,  hvad 
der  var  mislykket  for  de  andre,  og  i  1867  udkom:  „Genaberte 
Oerter  der  Fixsternen,M  hvorved  Astronomien  blev  beriget  med 
7000  Observationer. 

Under  Udarbejdelsen  af  sit  8tjernekatalog  var  S.  bleven  op- 
maerksom  paa  Sp0rgsmaalet  om  Stjernernes  Farver.  Sine  og  andres 
Re8ttltater  samlede  han  i  „  Catalog  der  rothen  isolirten  Stern  en," 
et  Katalog,  der  ved  Spektralanalysens  Indf0relse  i  Astronomien 
fik  en  ikke'  ringe  Betydning.  Hvib  Secchi  ikke  havde  haft  dette 
Katalog,  havde  han  nseppe  nogensinde  fan  det  sin  IV.  Type  af 
Stjernespektrer. 

S.  havde  fortsat  sine  Sprogstudier  og  saerlig  udvalgt  Big  Cbi- 
nesiBk   og    Arabisk.      Af    disse  Sprogstudier    h0stede   Astronomien 
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store  Frugter.  I  1873  diskuterede  ban  den  N0jagtighed,  som  ken 
tillaegges  de  moderne  Maanebaneelementer,  ved  at  sammenligne  dem 
med  3  chinesiske  Iagttagelser  af  Form0rkelser  i  Aarene  708,  600 
og  508  f,  Chr.  F. 

Neeste  Aar  udkom  hans  store  Arbejde :  n  Description  des  etoiles 
fixers  composee  par  l'astronome  Persan  Abd-Al- Rahman  Al-Sufi." 
Herved  have  Nutidens  Astronomer  for  f0rste  Gang  faaet  en  n0jagtig 
Oplysning  om,  hviiken  Lysstyrke  Hipparch  tillagde  hver  enkelt 
Stjerne,  saint  en  fuldstsendig  Uranometrie  fra  det  lOde  Aarbundrede 
efter  Al-Sufis  Observationer.  Sufis  Iagttagelser  af  St0rrelsesklas- 
serne  vare  saa  gode,  at  de  i  enhver  Henseende  kunne  stilles  ved 
Siden  af  Argelanders  i   „Neue  Uranometrie. u 

Ogsaa  en  Del  af  de  gamle  grseske  Iagttagelser  ere  blevne  be- 
arbejdede  af  S.  Han  unders0gte  f.  £.  en  Del  af  de  Maaneobser- 
yationer,  der  findes  i  Almagest.  S.  havde  paabegyndt  Unders0gel- 
ser  over  de  Stjernebedsekninger,  som  vare  observerede  for  Planeter- 
nes  Vedkommende,  og  som  dels  ere  omtalte  i  Almagest,  dels  ere 
tagne  af  chinesiske  Beretninger.  Blandt  hans  efterladte  Papirer 
findes  hans  herhen  h0rende  Arbeider.  Han  har  desuden  efterladt 
sig  en  Del  Optegnelser  om  Astronomiens  Historie  i  Oldtiden,  en 
paabegyndt  Unders0gelse  om  Form0rkelserne  i  Middelalderen,  nogle 
Observationer  af  Fixstjerner  med  stserk  Egenbevsegelse,  et  Manu- 
skript  til  et  cbinesisk-engelsk  og  chinesisk-fransk  Lexikon  samt 
enkelte  andre  Optegnelser.  Foruden  de  her  n»vnte  Afhandlinger 
har  S.  skrevet  flere  Artikler,  der  ere  spredte  i  forskjellige  Tids- 
skrifter,  samt  et  populsert  Vserk  om  Astronomien. 

Ved  Siden  af  sin  egentlige  Virksomhed  var  S.  Lserer  ved  S0- 
officersskolen  og  den  polytekniske  Lsereanstalt.  Han  var  som 
saadan  meget  afholdt  af  sine  Elever.  Selv  om  hans  stundom  sati- 
riske  Bemserkninger  i  Begyndelsen  kunde  skrsemme  en  eller  anden, 
opdagede  dog  *  Vedkommende  snart  ved  nsermere  Bekjendtskab,  at 
der  bag  denne  Optraden  laa  en  god  Vilje  til  at  hjsBlpe  enhver. 

S.  opnaaede  ved  sine  astronomiske  Arbejder  stor  Anseelse. 
Hans  Vierker  skaffede  ham  flere  Tilbud  om  Pladser  i  Udlandet, 
hvilke  han  dog  afslog. 
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Et  Tilbud  om  at  blive  ProfesBor  <T Arrest's  Eftermand  saa  han 
gig  n0dsaget  til  at  afslaa  af  pekuni&re  Grande. 

Til  det  sidste  til  kort  f0r  sin  D0d,.  som  indtraf  den  13de 
Nov.  1887,  vedblev  3.  at  sysle  med  sine  astronomiske  Arbejder. 
Selv  da  han  var  saa  svag.  at  han  ikke  formaaede  at  hente  sine 
Arbejder  frem,  lod  han  de.  tilstedevsBrende  tage  dem  ned  fra 
Reolen  for  at  forklare  dem,  hvad  Arbejde,  det  var,  der  laa. 

Hans  D0d  vil  efterlade  et  stort  Savn  blandt  Astronomerne. 
Med  ham  tabtes  det  store  Kendskab  til  de  0sterlandske  Folks 
Iagttagelser  —  et  Eendskab,  der  hayde  sin  dobbelte  Vserdi  ved  at 
han  paa  en  Gang  var  en  dygtig  Sprogforsker  og  Astronom  ex 
professo. 

Ligesom  d' Arrest  kunde  rose  sig  af,  at  han  var  en  af  de  faa 

Astronomer   af  den   gamle   Skole,   der   tilfulde   havde    formaaet   at 

saette   sig  ind   i   den   moderne  Videnskab    Spektralanalysen,   kunde 

S.  rose   sig  af,    at   han   var   en   af  de   nieget  faa  Astronomer,    der 

selv  var   i    Stand   til   at   tyde    de   gamle   astronomiske  Iagttagelser 

fra  Astronomiens  Moderland  Asien.      Dog  sligt  laa  langt  fra  ham. 

Han   h0rte   ikke   til   dem,    der   udbaBunede  deres   egen  Ros.      Han 

ndf0rte  sine  betydelige  Arbejder  i  det  stille. 

V.  Hjort. 


L0SNING  AF  NOGLE  KONSTRUKTIONSOPGAVER. 

(af  A.  S.  Bang.) 


1.     Anden  L0sning  af  Opgave  490: 

En  Firkant  med  givne  Sider  er  omskrivelig  om  en 
CirkeJ.  Naar  den  ene  Side  laegges  fast,  hvilket  er  da  det 
geometriske  Sted   for  den   indskrevne  Girkels  Centrum. 

Denne  Opgave  har  jeg  l0st  Side  155  i  5.  Raekke  3.  Aargang, 
og  fandt,  at  det  geometriske  Sted  er  en  Cirkel  med  Centrum  i 
den  faste  Linie,  men  da  L0sningen  ikke  blev  angivet  ved  elemen- 
tere  Midler,  skal  der  nu  meddeles  en  fuldstaendig  ejeraentaer 
L0sning  af  Opgaven. 
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En  vilkaarlig  af  Firkantens  Stillinger  er  ABCD,  hvor  BG 
ligger  fast,  og  0  er  den  indskrevne  Cirkels  Centrum.  Linien  AD 
drejes  om  0,  til  den  falder  henad  BG,  hvorved  A  kommer  i  Av 
D  i  Dlf  og  da  er  Z  Ax  0DX   +  ^  BOG  —  2  JR. 

Gjennem  J5  trekkes  en  Parallel  med  0AX  og  gjennem  C  en 
Parallel  med  02), ,  og  Parallelernes  Skjnringspunkt  kaldes  P. 
OP  skj»rer  J5C  i  22. 

Da  ^JS  —  4B  og  CD,  —  CD  ere  bekjendte,  kunne  Punk- 
terne  A,   og  2),   afssettes,  hvorefter  R  bestemmes  af 

RC:RDX  —  BC:AXD1. 

Nu  er  0R:RP  —  222),  :  220 

og  OB  .  UP  —  22#  .  220; 

den  sidste  Ligning  f0lger  af,    at  Firkanten  BOPC  er   indikrivelig 
i  en  Cirkel. 

Man  faar  da 

022»  —  222),  .  RB  —  RAX  .  RC 

Baa  at  022  er  konstant.    Det  geometriske  Sted  for  0  bliver  f0lge- 
lig  en  Cirkel  med 'Centrum  i  22. 

Den  sidste  Ligning  viser,  at  naar  gjennem  BBX  og  Ax  C 
lffigges  vilkaarlige  Cirkler,  ville  disses  Fselleskorder  gaa  gjennem 
22,  hvilken  Konstruktion  at  22  man  ogsaa  finder  ved,  som  i  den 
tidligere  meddelte  L0sning,  at  betragte  22  som  Centrum  for  en 
Involution  bestemt  ved  Punktparrene  BBX   og   CAX. 

2.  En  omskrivelig  Firkant  skal  konstrueres  af  de 
Stykker,  hvori  R0ringspunkterne  dele  Siderne. 

Laegges  den  ene  Side  fast,   faar  man   som  geometriske  Steder 
for    Centrum   dels   en   vinkelret   paa    denne   Side,    dels   den    i    1 
fundne  Cirkel. 

Om  en  given  Cirkel  skal  omskrives  en  Firkant  med 
givne  Sider. 

Laegges  den  ene  Side  fast,  faar  man  Centrum  bestemt  som 
Skjseringspunkt  mellem  en  Cirkel  og  en  Parallel  med  Siden  i  en 
Afstand  fra  denne  lig  den  givne  Cirkels  Radius.  * 

3.  Den  f0rste  Opgave  i  2    kan  udvides  til  f0lgende  Opgave: 
ABCB   er   en  Firkant,    hvis   modstaaende  Sider  BG 
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og  AD  skjaere  hinanden  i  0.  Firkanten  skal  kon- 
strueres  af  8iderne  og   DifferenBen   mellem  OA   og  OS. 

AD  drejes  om  Halveringslinien  af  Vinklen  AOB,  Baa  at  A 
og  D  falde  i  Ax  og  D,;  AB  og  CD  skjaere  Halveringslinien  i 
henholdsvis  P  og  Q. 

Punktej-ne  B,  Ax,  Dx  og  C  kunne  afsaettes,  da  man  kjender 
deres  indbyrdes  Afstande,  og  da  AXP  +  PB  og  CQ  +  QDX 
ere  bekjendte,  faar  man  som  geometriske  Steder  for  P  og  Q 
Ellipser  med  deres  store  Azer  paa  BC,  og  OP  bliver  Fsellestangent 
til  disse  Ellipser.  Konstrueres  denne  Feelleetangent  (som  f.  Ex. 
angivet  i  4),  vil  Opgaven  derved  vsere  l0st. 

4.  Konstruktion  af  Faellestangenten  til  2  Ellipser, 
naar    en    Axe    i    hver    af    disse    falde    i    hinandens    For- 

m 

lssngelse. 

Ved  at  betragte  den  ene  af  Ellipserne  som  Projektion  af  en 
Cirkel,  reduceres  Opgaven  til  den,  at  konstruere  Faellestangenten 
til  en  Ellipse  og  en  Cirkel  med  Centrum  paa  en  af  dens  Axer,  og 
ved  passende  Valg  kan  den  altid  reduceres  til  det  Tilfselde,  hvor 
Cirklen  har  sit  Centrum  paa  den  store  Axe. 

Lad  nu  Cirklen  have  Centrum  C,  Ellipsen  Brtendpunkterne  A 
og  B.  Ere  da  (7,  og  Bx  Punkterne  C  og  B\  symmetriske 
Punkter  med  Hensyn  til  Faellestangenten,  kan  Firkanten  ABXGXG 
konstrueres  af  Siderne,  da  ^  C  —  ^  (7, .  Se  L0sning  af  Opgave 
466,  Side  31  i  5.  Raekke,  3.  Aarg.  Er  Firkanten  konstrueret,  er 
derved  ogsaa  Faellestangenten  bestemt.  > 

L0SNING  AF  OPGAVE  550. 


550,  I  en  Plan  er  givet  n  Punkter.  Igjennem  3  og  3  af  disse 
lsgges  Cirkler.  Det  ant  ages,  at  hver  to  af  disse  skjaere  hinanden. 
Hvor  mange  Skjaa  rings  punkter  er  der,  som  ikke  falde  sammen  med 
de  givne  Punkter.  (H.  Valentine r). 

Lad  os  forel0big  antage,  at  n  >  6,  og  lad  os  kalde  de 
ft  givne  Punkter   for  Grundpunkter.      Dersom    to  Cirkler   have   to 


156 

Grundpunkter  faelles,  ere  disse  dares  Skjaeringspunkter,  og  saadanne 
Cirkler  komme  derfor  ikke  i  Betragtning  i  Opgaven.  Vi  ville  f0rst 
betragte  Cirkler,  der  ingen  Grundpunkter  have  faelles,  og  derpaa 
Cirkler,  der  have  et  Grundpunkt  faelles. 

2  Cirkler   uden   faelles  Grundpunkter  gaa  gjennem   6   Grund- 
punkter;   af  saadanne  Grnpper  paa  6  Punkter  kunne  vi  blandt  de 

[n] 
n  Punkter  vaelge  f^ff — ^  .      Blandt   saadanne    6   udtagne   Punkter 

|_6J  [n-6J 

skal  paa  alle  Maader  udtages  2  Grupper  paa  3;  men  de  2  Grup- 

pers  Orden   er   ligegyldig,    og  Ordenen   af   de   3  Punkter   indenfor 

hver   af  de    2   Grupper   er   ligegyldig.      Altsaa   faas      - — Jl-.    r  -. 

2  .  [3J  •  [o] 

so  m  Antallet   af  brugbare  Cirkelpar,   bestemte   ved    de   6  Punkter. 

[n] 
Da  vi  paa   -frr? — ttj    Maade  kunde  udtage  6  Punker,  faas 

[n]  [6]  [n]      . 


[6]  [n-6]  '  2  .  [3] .  [3]       72  [n-6] 

Bom  Antallet  af  brugbare  Cirkelpar  i  det  hele  taget.  Da  ethvert 
Cirkelpar     bestemmer     2     Skjaeringspunkter ,     faas    for    Skjaerings- 

M 
punkternes  Antal  „     r    „ ., . 

r  36  [n-6] 

3  Cirkler  med  et  faelles  Grundpunkt  gaa  i gjennem  5  Grundpunkter 

M 
Af  saadanne  Grupper   paa    5  Punkter  kunne  vi   udtage    r  -.  r      =j  . 

Blandt  5  valgte  Punkter  kan  ethvert  tages  til  faelles  Grundpunkt, 
hvilket  giver  5  Muligheder.  Naar  et  er  valgt  til  faelles  Grund- 
punkt, skulle  vi  mellera  de  andre  4  paa  alle  Maader  udtage  2  Grup- 
per paa  2;  men  de  2  Gruppers  Ordeii  er^  ligegyldig,  og  Ordenen 
af  de    2   Punkter   indenfor   hver    af  de    2    Grupper    er    ligegyldig* 

[4] 
Altsaa    faas    for    et    valgt    faelles    Grundpunkt     — — roi    rm    "" 

2  .  [2J  .  [2J 

brugbare  Cirkelpar   og  i  det  hele '5.  3  —   15    brugbare  Cirkelpar. 

\n\ 
Da  man  imidlertid  paa  r  ,  r  — =.  Maader  kunde  udtage  5  Punk- 

F      [5][n-5]  •      * 

ter,  faas  af  brugbare  Cirkelpar  i  det  hele  taget  r  t  r    ^  —  —  f-Ti 

■  *  [5]  [«-5]         8  [n-5] 
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og  da  hvert  Cirkelpar  bestemmer  et  brugbart  Skjseringspunkt,  faas 
det  Bam  me  Antal  Skjeeringspunkter. 

Laegges    dette  Antal   til   det   f0r  fundne,   faas  som  Antallet  af 
jseringspunkter,  forskjellige  fra  Grundpunkterne 


W        ,       M     _  (9  n-4)  [n] 
[n-6]  "*"  8  [n-5]  ~"    72  [n-6]  - 


36  [i 

Vardierne   1,  2,   3,  4  for  n  ville  let  ses  at  falde  udenfor  Opgaven. 

n—   5   findes   let   at   give    15   og  n  -  6      20   +   90   —    110 

Skjaringspunkter.  *) 

(L.  Ankjaer). 


OPGAVER  TIL  L0SNING. 


553.  Konstruer  en  Trek  ant  af  den  Linie,  der  deler  en 
Vinkel  i  2  Stykker  ,•  der  forholde  sig  som  1:2,  denB  Vinkel 
med  den  modfitaaende  Side  og  Forholdet  mellem  de  Stykker,  hvori 
den  deler  samme.  .  (A.  S.  Bang). 

554.  En  Femkant,  der  kan  omskriveg  om  en  Cirkel,  har 
Siderne  a,,  a2,  a8,  a4  og  a5.  Find  Radius  til  den  indskrevne 
Cirkel,  og  vis,  at  Femkanten  kan  konstrueres  af  Siderne. 

(A.  S.  Bang). 

555.  Konstruer  en  Sexkant,  naar  man  kjender  alle  Siderne 
og  desuden  den  Yinkel,  som  ethvert  Par  modstaaende  Sider  danhe 
med  hinanden.  (L.  Ankjaer). 

556.  Hvorledes  indses  uden  direkte  Sammentselling  i  Ta- 
belleme,  at 

,    (log  1,01  +  log  1,02  +  log  1,03  H .  .  log  10,00) 

,    /    o,oi  o,o2  0,03  i,oo\        innnni 

+  (l0     +     10     +     10     +  .  .  .   10      )  ™  1000>01> 

naar  man    saavel    i  Logarithmerne   som    i  Antilogarithmerne    kun 

medtager  de  to  f0rste  Decimaler  (uden  Forh0jelse  af  2den  Decimal, 

hvor  naeste  differ  er  5  eller  derover).  (J.  P.  Gram). 


*)  Ogsaa  l08t  af  Fr.  Sodemann. 
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LITERATUR. 


T.  C.  W.  Jessen.    Vejledning  i  Arlthmetik  for  Begyndere. 

Kbhvn   1887. 

(Anroeldt  af  S.  A.  Chris  tensen). 

Der  er  vel  n»ppe  noget  vanskeligere  for  en  Larebogsforfatter 
end  at  skrive  for  Begyndere.  Derfor  se  vi  ogsaa  saa  mange  mer 
eller  mind  re  heldige  Fors0g  derpaa.  Den  foreliggende  Bog  er  et  af 
di8se.  Forfatteren  har  haft  den  meget  heldige  Ide  gjennem  Tal- 
ezempler  at  ville  lede  Eleven  ind  i  Mathematiken,  men  har  ved 
en  altfor  gjennemftfrt  Anvendelse  deraf  rent  forfejlet  Maalet. 

Tal  er  et  udmnrket  Hjselpemiddel,  men  knn  benyttet  med 
Maade,  oilers  bliver  det  farligt,  saa  det  0del»gger  Elevens  For- 
ataaelse  af  Mathematiken. 

At  benytte  Talexempler  til  at  viae  Eleven  Vej  hen  til  Set- 
ningen  er  udra»rket,  hvor  det  kan  gj0res;  men  ikke  for  alle  Saet- 
ninger  er  det  heldigt. 

Jeg  skal  her  narvne  et  Exempel,  som  findea  bos  Forfatteren. 
Han  forklarer,  at  en  Klamme  om  nogle  Tal  befegner,  at  det,  der 
findea  deri,  skal  regnes  for  sig.  Eleven  vil  nu  forstaa  dette  saa- 
ledes,  at  gj0r  ban  noget  andet,  saa  barer  ban  sig  gait  ad.  Hun 
Til  da  eige  til  sig  aelv,  at  5  -|-  (4  -|-  3)  maa  ikke  udregnes  ved 
5  +  4+3,  men  aaaledes  at  5  +  (4  +  3)  — •  5  +  7,  det 
bliver  derfor  hajst  uheldigt,  naar  Forfatteren  larer,  at  5  -f-  (4  +  3) 
—  5  -}-  4  -}-  3  er  en  rigtig  Fremgangsmaade. 

Dette  at  opl0se  Parenteser  er  noget,  som  naturligt  knn  h0rer 
bjemme  i  Bogstavregningerne.  Naar  Forfatteren  saaledes  gjennem 
et  Talexenipel  barer  flerleddede  St#rrelsers  Addition  og  Sabtrak- 
tion,  er  det  selvfalgelig  utilstnekkeligt  at  ndlede  Sctningen  alene, 
bvor  den  flerleddede  Stnxelse  er  en  Som  af  to  Addender.  Hvor- 
fra  skal  Eleven  ane„  at  Satningen  ogsaa  gj  alder,  naar  den  fler- 
leddede Starrelse  er  en  DinWens,  eller  indebolder  flere  Led,  dog 
▼*l  ikke  deraf,  at  der  som  farste  Anvendelse  af  Satningen  findes 
en  Diderens  at  snbtrahere? 


15.9 

Foruden  denne  Fare  for  at  anvende  Talexemplerne  uheldigt, 
eller  rettere  urigtigt,  findes  der  en  anden  Fare  ved  dem.  Man  frister 
derved  Eleven  til  at  be  vise  Rigtigheden  af  de  foreliggende  enkelte 
Exemplar  og  dermed  at  lade  det  vere  tilstrokkeligt.  Tilmed 
gjennemf0rer  Forfatteren  dette  for  hele  Bogen,  idet  hari  for  Bog- 
staver  aldeles  ikke  ber0rer  Muligheden  af  Be  vis.  Det  bliver  lige- 
frem  en  Fejl,  naar  Forfatteren  ved  Br0kregninger  lader  Exemplerne 
f0re    til   hele   Tal.      Jeg    skal    oplyse   det    ved    et  Par  Exempler. 

4  J-  e—  8  4,68 

—  —  +  —  —  —   siger  Forfatteren,    Eleven   vilde   sige 

*  4  2 ,         /«  . 

A.  _L  ft  __  fi 

—2  +  3  —  4,    hvorledes   skal  han  saa  heraf  ndlede 

Ssetningen  om  Br0kers  Addition  og  Subtraktion? 

20    12         20  12 

Et   andet   Exempel    er   dette '- —  =  —  .  12=  20  .  — , 

4  4  4 

skreven    med    Bogstaver   siger  Forfatteren   —    --  .  b  —  a  .  —, 

co  c 

a 

hvad  der  er  urigtigt,  thi  —  skal  efter  Talexempet  blive  et  helt  Tal. 

c 

Han  faar  altsaa  her  knn  tilsyneladende  Betydningen  af  en  brudden 

Faktor  frem.     Desuden  kan  ban  her  ikke  be  vise  Ssetningerne,  som 

her  ere   neevnte,    forudsat   at  hans  Talexempler   ikke  f0rte  til  hele 

4  20  a 

Tal,    thi    2  .  — ,  eller  4.  — ,  eller  m  .  —  laeres  f0rst  senere  at  vaare 

2  4  m 

lig  4,  20  eller  a. 

Naar  Eleven  vsnnes  til,  at  saadanne  Beviser  tages  for  gyldige, 
vil  han  staa  aldeles  stille  overfor  Bogstavregningerne.  Betydningen 
af  Bogstaver  vil  aldeles  ikke  gaa  op  for  ham,  han  vil  kun  betragte 
dem  som  Biting,  der  ere  Mathematiken  ligegyldige.  Hvorledes 
skal  det  gaa  ham  med  Oeometrien,  vil  han  ikke  ogsaa  der  over- 
alt  indf0re  Talvaerdier  i  Opgaverne? 

Foruden  denne  vttsentlige  Indvending  mod  Bogen  skal  jeg  kun 
endnu  nsevne  Definitionerne  paa  de  forskjellige  Regningsarter. 

Yed  Addition  og  Subtraktion  findes  baade  Definitionerne,  at 
de  ere  Taelninger,  og  den  mere  mod  erne.  Det  er  altid  uheldigt  at 
give  Eleven   to   Forklaringer,    han    vil    have  Yanskelighed    ved   at 
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vide,  hvilken  han  skal  holde  sig  til.  Desuden  er  der  jo  den  Fejl 
ved  Definitionen  som  T»lning  i  Talraekken,  at  den  kun  kan  gjselde 
hele  Tal.  Divisionen  er  aldelea  ikke  defineret,  derimod  er  der  for 
denne  givet  3  forskjellige  Forklaringer  paa  Betydningen  af  12:4. 
Hvilken  skal  nu  Eleven  bruge  som  almindelig  Definition?  Det 
kan  ikke  vaere  tilstraekkeligt  at  tilf0je  efter  Exeniplet  12:4  —  3, 
at  Evotienten  altsaa  er  det  Tal,  som  multipliceret  med  Divisor 
giver  Dividenden. 

At  jeg  finder  det  mindre  heldigt  at  saette  Multiplikator  efter 
Multiplikand,  hvilke  Navne  ikke  ere  naevnte  i  Bogen,  har  mindre 
Betydning. 

Med  Hensyn  til  Afsnittet  om  Ligninger  skal  kun  bemaerkes, 
at  Forfatteren  i  en  Anmaerkning  taler  om,  at  to  Ligninger  med  to 
ubekjendte  kunne  vaere.  i  Strid,  men  hvori  denne  bestaar  og  Betyd- 
ningen deraf  er  ikke  naevnt. 

En  Fordel  ved  Bogen  er  den  Opgavesamling,  som  er  f0jet  til 
den,  dog  kan  jeg  her  kun  sige,  at  med  det,  der  tares  i  Bogen, 
vil  det  vaere  umuligt  for  Eleven  at  benytte  denne  Samling.  1 
Bogen  er  Bogstaver  en  Biting,  her  ere  de  eneraadende,  og  For- 
fatteren har  intet  Steds  gjennemregnet  nogen  Opgave  med  Bog- 
staver —  undtagen  i  Afsnittet  om  Ligninger  — ,  Eleven  maa  der- 
for  mangle  enhver  Forudssetning  for  at  bruge  Samlingen,  med 
mindre  han  foruden  Bogen  har  tart  mere  Mathematik,  og  det  kan 
ikke  vsBre  Hensigten,  at  han  andet  Steds  fra  skal  hente  Forudsaet- 
ninger  for  at  kunne  bruge  Bogen.  '  Desvaerre  er  Samlingen  saa 
vel  som  selve  Bogen  temmelig  staerkt  opfyldt  af  Trykfejl. 

Af  dette  tror  .jeg  maa  fremgaa,  at  Bogen  ikke  er  egnet  for 
vore  h0jere  Skoler,  og  selv  til  Borgerskoler  og  tekniske  Skoler 
tror  jeg  ikke,  at  den  vil  vere  god,  thi  Mathematikens  Betydning 
som  opdragende  Middel  ligger  i  Bevisernes  Exakthed,  saa  Eleven 
maa  hellere  lare  lidt,  naar  det  blot  er  korrekt. 
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OM  AKGANDS  BEVIS  FOE  ALGEBRAENS 
PUNDAMENTALS^TNING. 

(af  C.  Juel). 


I   de  fleste  Lserebeger  i  Ligningernes   Theori  findes   et  Bevis 
for,    at  en  Ligning  af  wHe  Grad  har  n  reelle  eller  komplexe  Redder, 
der    nu  saedvanligvis  tillsegges  Argand;    Gauchy,   efter  hvem  Be- 
viset   tidligere   hyppigt  benaevntes,    har  i   Virkeligheden  kun  gjort 
ubetydelige  jEndringer  ved  det.     Efter  at  den  nyere  Funktionslsere 
liar   eftervist  flere  Muligheder  for  Tals  indbyrdes  Afhsengighed,   end 
man  tidligere  tog  Hensyn  til,  tor  det  maaske  anses  for  vel  bekjendt, 
at    dette   Bevis    ikke    er   tilstraekkeligt 1).      Da    Bekjendtskabet    til 
Argands  omtalte  Bevis  imidlertid  er  mere  udstrakt  end   til   dets 
Korrektiv,   er  det  maaske  dog  ikke  overftedigt  her  i  det  enkelte  at 
paavise   Bevisets   Mangel.      Ved   Gjengivelsen    af  Beviset    skal   jeg 
liolde    mig   til    Prof.    Petersens   Fremstilling   i    „De    algebraiske 
Ugningers  Theori*,  S.  31—33. 

Det  maa  forst  bemserkes,  at  man  kun  behever  at  bevise,  at 
f(z)  =  0  har  mindst  en  Rod.  Hvis  nu  en  vilkaarlig  valgt  Vserdi 
&0  for  z  ikke  gjer  f(z)  til  Nul,  gaar  Beviset  ud  paa  at  godtgjere,  at 
man  altid  kan  bestemme  et  saadant  Tal  h  —  qw,  at  modf(z0  +  h) 
eller,  som  vi  med  ssedvanlig  Betegnelse  ville  skrive  det,  |f(s  +  A)| 
bliver  en  endelig  Sterrelse  mindre  end  |f  (s)|. 
Man  har  nemlig 

hvor  p  kan  vaere  1  eller  et  hejere  Tal,   idet  nogle  af  de  afledede 
Funktioner  kunne  blive  Nul  for  z  =  z0. 


f(z0  +  h)  =  f(z0)  +  f  (z0)  g-  +  Ap+l  rf+l  +  . . .  Anh», 


l)  Tilmed  findes  der  i  Lipschitz,  Lehrbuch  der  Analysis,  et  Bevis,  der 
i  det  vaesentlige  er  det  samme  som  Argands  —  men  iovrigt  og 
vistnok  med  Rette  tilskrives  D 'Al  ember  t  —  der  tager  Hensyn  til  de 
her  gjorte  Indvendinger,  og  hvoraf  jeg  nedenfor  skal  give  en  simpli- 
ficeret  Fremstilling. 

V.  Raekke.    5.  Aargang.  \\ 
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Man  faar  heraf 


f{**\h)  —  1  +  C  qP  (cos  (jko  +  a)  +  *  sin  (pa>  +  a)) 


+ 


Ap+i  *     +  -  -  •  Ai  *n 


idet 


hvor  C  er  en  positiv,  fra  Nul  forskjellig  Sterrelse. 
Vaelges  nu  co  saaledes,  at  pct>  -\-  a  =  n,  faas 


m 


H*o  +  *) 


=  1-CqP  + 


■^'o+l*^       +----^'n 


der  svare  til 


hvor  -4«-f  i  •  •  •   betyder   de  Vaerdier   af  -4p.fi  •  • « 
den  indsatte  Vaerdi  af  co. 

Man  kan  nu  altid  bestemme  en  Storrelse  r  saaledes,  at  naar 
\h\<r, 


eller 


A'p+l  h?+i  +  . . .  A'n  A» 


^' 


1>+1 


f(*o) 


+  ••• 


<|CAP| 


^ 


*— j» 


<C, 


<  1. 


hvilket  er  bevist  i  „De  algebraiske  Ligningers  Theori*  Nr.  4. 

Vaelger  man  derpaa  for  q  en  Storrelse,  der  er  mindre  end  r  og 

tillige  mindre  end  I/-7T,  vil  man  aabenbart  have 

lf(*o  +  ») 

Herved  er  det  allerede  godtgjort,  at  \f(z)\  altid  ved  Indsttttelse  af 
visse  paa  hinanden  felgende  Vserdier  zQ,  zt  =z0  -\~ K  z%  =z1-\-hi 
0.  s.  v.  i  Stedet  for  z,  kan  formindskes  —  hver  Gang  naturligvis 
med  en  endelig  Storrelse  —  saafremt  blot  ikke  l/^feo)!  er  hg  Nul. 

For  nu  herfra  at  komme  videre,  kan  man  med  fuldstoendig 
Berettigelse  opstille  felgende  Ssetning: 

(A)  Naar  en  Raekke  af  stadig  aftagende  Sterrelser1)  ikke  kan 
komme  under  en  vis   given  Starr  else,    maa  Raekken    enten   vsere 


*)  Ved  Storrelse  forstaas  her  stadig  et  positivt  Tal. 
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endelig   eller    dens  Led    konvergere  mod  en    endelig,    fuldstaendig 
bestemt  Storrelse  M. 

Eonvergens  vil  i  denne  Forstand  sige,  at  Differensen  mellem 
if  og  Leddene  i  Rsekken  fra  det  n'te  Led  at  regne,  alle  ville  vaere 
raindre  end  et  vilkaarligt  opgivet  Tal,  naar  n  vaelges  tilstraekkelig 
stor.  Der  er  saa  meget  des  mindre  Grund  til  ikke  at  ville  stotte 
sig  til  denne  Ssetning,  som  den  ud  fra  en  anden,  mere  empirisk 
Opfattelse  kan  bevises1). 

Med  Benyttelse  af  denne  Ssetning  ses  nu,  at  Leddene  \f(z0)\> 
|f(«i)|,  .  .  .  .,  der  blive  mindre  og  mindre  og  alle  ere  sterre  end 
Nul,  nadvendigvis  maa  konvergere  mod  en  bestemt  Storrelse  Mr 
og  denne  kan  da  efter  det  foregaaende  ikke  vaere  forskjellig  fra  Nul. 

Det  er  altsaa  bevist,  at  man  altid  kan  finde  en  saadan  Raekke 
Tal  z0  zx  z2  .  .  .,  at  Modulerne  \f (z0)\  \f  {zx)\  .  .  .  konvergere 
mod  Nul.  Men  det  er  lige  saa  nadvendigt  at  bevise,  at  selve 
Vaerdierne  for  den  uafhsengige  variable  konvergere  mod  en  bestemt 
Vaerdi  for  z,  Det  er  her  ikke  tilstraekkeligt  at  godtgjare,  at  alle  de 
naevnte  Vserdier,  z0,  z0  -\-  h,  z0  +  A  +  hx  . . .  holde  sig  indenfor 
endelige  Graenser,  thi  derfor  behgver  Raekken  z0  +  A+  Ax  +  As  + ... 
ikke  at  vaere  konvergent.  Da  Rsesonnementet  ikke  engang  explicite 
oplyser,  om  Urn  (zr+i  — zr)  =  0,  kunde  det  ved  ferste  0jekast 
jo  f.  Ex.  antages,  at  man,  naar  Methoden  anvendes  paa  z2  —  a  =  0, 
vilde  faa  Vserdier  zQ  zx  z2  .  .  .,  der  oscillere  mellem  -f-  Ya  og 
—  m.  Dette  er  nu  ganske  vist  ikke  Tilfaeldet,  idet  Fortsaettelsen 
af  Beviset,  saa  at  sige  som  Tilgift,  giver  en  Tilnaermelsesmethode 
til  Beregningen  af  en  Rod  i  en  Ligning,  der  naturlig  nok  er  den 
samme  som  den,  man  i  noget  forskjellige  Former  ssedvanligvis 
bruger,  men  at  en  Paavisning  af  den  naevnte  Art  ubetinget  er 
iwdvendig,  ses  af  felgende  Exempel. 

Lad  Ligningen  vaere 

f(s)  =  ss--l=0, 
hvor  z  og  z  betyde  konjugert  komplexe  Tal. 


*)  Jfr.  Hr.  Ingen.  J.  L.  W.  V.  Jensens  Artikel  i  dette  Tidsskrift  1885, 
S.  33—39  „Om  Graensevaerdier  og  irrationale  Tal". 

11* 
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Vaelges  her  et    vilkaarligt  Tal  z0   med   en  Modulus,    der   er 
starre  end  v  1 ,   og  bestemmes   en  Raekke   andre  Vaerdier   for  z  ved 

zx  = °   (cos  a  +  i  sin  a) 

JL 


1  +\z 
z 


*3 


2  2 

1  +  1*1 


^  Icosa  1 1  +  y)  +  isin  la  ( 1  +  — 


2 

O.    S.    V. 

faas  en   Raekke  FunktionsvaBrdier  f(z0),  f(z1)t  f(z2)...,   der  er 
ubegraenset. 

Om  Rsekken  af  Moduler  ses  nu  let 

1)  at    de    danne    en    uendelig    Raekke    af   stadig    aftagende 
Sterrelser, 

2)  at  ingen  Modulus,   der  er  forskjellig  fra  Nul,   kan  vaere 
Grsensevaerdien,  da  ogsaa  den  kan  formindskes. 

Til  Trods  for,  at  Vaerdierne  for  den  uafhaengige  variable  bunke 
sig  mere  og  mere  sammen,  kan  man  imidlertid  ikke  her  slutte,  at 
f(z)  vil  blive  Nul  for  en  bestemt  Vaerdi  af  z.  Ved  den  saftdvanlige 
grafiske  Fremstilling  af  komplexe  Tal  ville  ^'s  Vserdier  bestemme 
Punkter,  der  ligge  i  en  Spiral,  som  mere  og  mere  nsermer  sig  en 
Cirkel  om  Begyndelsespunktet  som  Centrum  og  med  Radius  1, 
men  de  ville  ikke  konvergere  mod  noget  bestemt  Punkt  af  denne 
Cirkel.  Jeg  skal  udtrykkelig  bemaerke,  at  Raesonnementet  ingen- 
lunde  viser,  at  f(z)  er  Nul  for  et  vilkaarligt  Punkt  af  denne 
Cirkel  —  noget  andet  er  det,  at  man  ved  et  andet  Valg  af  zlf  z2  ..• 
ogsaa  kan  faa  dette  godtgjort  ad  samme  Vej  —  men  i  den  Form, 
hvori  Slutningerne  her  ere  fremsatte,  sige  de  i  Virkeligheden  intet 
om,  hvorvidt  f(z)  —  Q  har  eller  ikke  har  nogen  Rod. 

Af  tilstraekkelige  Beviser  for  Algebraens  Hovedsaetning  existerer 
der  ganske  vist  adskillige.  Har  man  Elementerne  af  den  almin- 
delige  Funktionslaere  til  sin  Raadighed,  kan  derfra  hentes  ftild- 
gyldige  Beviser  og  det  paa  flere  Maader. 

Endvidere  haves  Gauss's  tre  beremte  Beviser;  det  andet  af 
disse  er  rent  arithmetisk  men  meget  svaert;    det  tredie   er  simpelt 
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og  i  hfljeste  Grad  elegant,  men  det  beror  paa  en  fjernere  liggende 
Saetning  af  Integralregningen 1). 

Det  interessanteste  af  disse  Beviser  er  imidlertid  det  forste, 
af  hvilket  der  fra  Gauss's  egen  Haand  foreligger  to  Bearbejdelser 2). 
Idet  Begrundelsen  her  bygger  paa  Betragtningen  af  de  to  ved  Lig- 
ningerne  -4  =  0  og  B  =  0  fremstillede  geometriske  Dannelser  — 
hvor  f(x-\-  yi)  =  A-\-  iB  —  herer  Beviset  til  samme  Type  som 
det,  Prof.  Petersen  har  fremsat  i  Ligningemes  Theori  S.  12 — 21. 
Ved  tilstraekkelige  Kontinuitetsbetragtninger  kan  det  nu  godtgjeres, 
at  A  =  0  og  B  =  0  hver  for  sig  afgraense  bestemte  Dele  af 
Planen,  og  for  derefter  at  faa  Beviset  i  ovennaevnte  Vaerk  bragt 
paa  uangribelig  Form,  har  man  kun  nedig  for  de  1.  c.  Nr.  10  og 
Nr.  8  benyttede  Cirklers  Radier  at  angive  endelige  Graenser;  og 
disse  findes  hos  Gauss. 

Tiltrods  for,  at  der  saaledes  findes  en  Del  Begrundelser  af 
Saetningen,  beror  Argands  Bevis  i  hvert  Fald  paa  en  Ide,  der  er 
saa  simpel  og  naturlig  som  mulig,  og  jeg  ska!  fierfor  i  det  folgende 
fare  dette  Bevis  tilende;  tilmed  harer  Beviset  i  sin  Helhed,  d.  v.  s. 
naar  Bevisets  Forudsaetninger  medoptages  i  dette,  ubetinget  til  de 
korteste.  Herved  skal  jeg  i  det  vaesentlige  felge  Lipschitz's 
Fremstilling  i  den  ovenfor  citerede  Lehrbuch  der  Analysis  I. 
S.  248  —  282,  men  det  viser  sig,  at  den  kan  forkortes  betydelig, 
netop  ved  at  fortsaette  ad  den  Vej,  hvoraf  Begyndelsen  er  given  i 
Prof.  Petersens  ovennaevnte  Vaerk.  Hertil  kraeves  de  felgende 
Hjaelpesaetninger,  der  forevrigt  i  alt  vaesentligt  findes  sammesteds  Nr.  4. 

I.  Idet  f(z)  =  A0zn  +  Ax  zn-1  +  . .  .  An_t  z  er  en  hel 
rational  Funktion,  kan  man  altid  finde  en  saa  lille  Sterrelse  fi,  at 
If  (#)  |  bliver  mindre  end  en  vilkaarlig  forelagt  Sterrelse  e,  naar 
\z\  er  mindre  end  eller  lig  med  e. 


*)  Naar  Ligningen  er  f(x+  yi)  =  A  +  iB  =  0,  beror  Beviset  vaesentlig  paa 

/      (  A*  JL  W  ^  *&'  ^VOr  ^  er  en  ^S  n0Jere 

bestemt  altid  endelig  Funktion  af  a?  og  y,   ikke  bliver  uforandret  ved 
en  Ombytning  af  Integrationsordenen;  heraf  sluttes  da,  at  f(oc  +  yi) 
maa  blive  Nul  mindst  for  et  Punkt  i  hele  Planen. 
")  Alle  Beviserne  findes  i  Gauss'  -Gesammelte  Werke".    Bd.  III. 
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Man  behever  nemlig  kun  at  saette  e  —  — .    .  A ,,   hvor  ingen 

e  +  |ii| 

af  Koefficienteme  i  f(z)  har  en  Modulus,  der  er  sterre  end  \A\. 

Naar  man  omvendt  ved,  at  \f(z)\  >  e,  maa  man  altsaa  have 

1*1  >«• 

Er  almindeligere  a  en  saadan  Veerdi  for  z,  at  i  et  vist  Interval 
|/to|>lA«)|,  kan  man  af  \f{z)\  -  \f\a)\  >  m  slutte  |s-a|>p, 
hvor  fx  er  en  vis  endelig  Sterrelse;  man  har  nemlig 
f(z)-f(a)  =  B0  (z  -  a)»  +  B,  (z  -  a)*"1  +  ...  Bn_t(z-a) 

og  \fto-f(*)\>\fto\-\f(*)\- 

II.     Idet  f(z)  =  A0zn  +  A1zn-i  +  ...  +  An  =  A0zn  +  P 

kan  man  altid   finde  en  saadan  Sterrelse  R,  at  \f(z)\  er  sterre 

end  en  vilkaarlig  given  Sterrelse  Ky  naar  \z\  >  B. 

Man  kan  nemlig  let  af  I  udlede,   at  man  altid  kan  finde  en 

A«zn 


saadan  Storrelse  Bx,  at 


>  2,  naar  \z\  >BX.     Vi  ville 


P 

dernaest  for  Kortheds*  Skyld  fere  Beviset  ved  mathematisk  Induktion, 
hvad  der  er  tilladeligt,  da  Saetningen  er  indlysende  for  «=  1. 
Lad  den  nu  vsere  bevist  for 

<p  (z)  =  A1zn"i  +  . . .  An_t  z  +  A^ 

A<& 


A^ 


saaledes,  at  \<p(z)\>K,  naar  \z\  >  i?2.    Hvis  nu  tillige 

naar   |2|  >  Bt,   vil  man,   naar  |^|   er  sterre  end  den   sterste  af 
Sterrelserne  Bi  og  B2,  have 

\A0zn  +  <p(z)\  >  \A0zn\  -  |?(«)|  >  \<p(z)\  >  K>). 

Heraf  felger  omvendt,  at  naar  \f(z)\  er  mindre  end  en  vis 
Sterrelse  K}  kan  \z\  ikke  vaere  sterre  end  en  vis  bestemt  Storrelse  B. 

Hvis  <p  (z)  er  en  vilkaarlig  anden  hel  rational  Funktion  af  z, 
ser  man  heraf,  at  \q>(z)\  vil  holde  sig  under  en  vis  endelig  Graense 
for  de  samme  Vaerdier  af  z,  for  hvilke  \f(z)\  gjer  det. 

Efter  Lipschitz  feres  nu  Beviset  som  et  Induktionsbevis. 

Ligningen  f  (z)  =  0  forudsaettes  at  have  (n  —  1)  Redder 
f !  ?  2  •  •  •  ^n— 1>    disse  indssettes  i  f(x),  og  £x  vaere  en  saadan  af 


*)  Mere  explicite  Bestemmelser  ftndes  i  forskjellige  Former  hos  Gauss 
og  Lipschitz. 
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disse  Redder,  at  \f($x)\  ikke  er  starre  end  nogen  af  de  andre 
analoge  Moduler  |ftf  *)|>  •  •  -  l/Xfn)|«  Man  begynder  da  med  z  —  $t 
og  giver  paa  den  oven  beskrevne  Maade  z  en  saadan  Tilvaext  h, 

at|f(S»+*)|<|fW|. 

Ved  dette  ferste  Yalg  af  h  staa  muligvis  flere  Veje  aabne;  af 

disse  fastholdes  en  vilkaarlig.     Fortsaettes  derpaa  med  Operationerne 

efter  samme  Skema,  kan  det  ikke  oftere  haendes,  at  man  for  noget 

optraedende  zr  af  z  faar  f  (zr)  =  0,    thi  f  (z)  er  kun  Nul  for 

Vaerdierne  f  1  f  8  . . .  fw_i  indsatte  i  Stedet  for  z,  og  Modulerne 

\f(S i)| . . .  l/^tfn)!  ere  alle  en  endelig  Starrelse  storre  end  \f  (zr)\, 

der  er  dannet  ved  Formindskelse  af  \f  (Si)\;  man  har  altsaa  stadig 

lAf*)|  —  I  A2*)  I  >  w«»  ^vor  m8  er  en  ™  endelig  Sterrelse.  Alle 
Modulerne    \f  (zr)  |    maa    tilmed    vsere    sterre   end   en  vis  endelig 

St0rrelse  fi,  thi  af  |/*(f8)|  —  \f{zr)\>ms  folSer  efter  l  \zr  —  h\>^ 
og  deraf  udledes 

\f\zr)\  =  \nA0  (zr  —  f  x)  (*r  —  f  2) . . .  (sr  —  fw_i)| 

>n|^l0|«1  (52  ...^n_!>A*. 
For  nu  fra  en  vis  Vaerdi  zr  af  z  at  komme  til  den  naeste 
zr+\  =  #r  +  Ar,  seetter  man 

-rpr  =  Cr  (cos  ar  -f-  i  sin  ar) 
og  bestemmer  Modulus  for  hr  ved  Grsensebetingelserne 


AJ  < 


og 


B\  = 


f'(*r> 


^r(v*,±---^r(*r)*w 


eller 


1 


f(z) 


1 


< 


f  (*r) 


m^w*±-^w*-1 


<l/"(*r)|- 


Da  alle  Modulerne  |/*(sr)|  og  altsaa  ogsaa  \zr\  ligge  under  en  vis 
endelig  Grense,  maa  efter  II  det  samme  vaere  Tilfseldet  med  enhver 

1     p 
af  Koefficienterne  —  p  (zr),  og  man  kan  altsaa  antage,  at  samtlige 
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disse  Koefficienter  have  Moduler,  der  ere  mindre  end  en  vis  endetig 
Sterrelse  P. 

Da  altid  f  (zr)  >  p,    vil  den  anden  af  Graensebetingelserne 
ubetinget  vaere  tilfredsstillet,  naar  blot 

Fh  +  .  .  .  P&*"1  |<  i-  fl; 

Dertil    kraves   \h    <•  z-zr-i — ;    den    ferste    af  Betingelserne 

giver  derimod  en  hejere  Grsense  for  \h\,  der  efter  (A),  som  en 
Gang  for  alle  forudsaettes  bevist,  konvergerer  mod  Nul.  For  alle 
Vaerdier  af  Index  r,   der  ere  sterre  end  en  vis  Index  s,   kan  man 

fty 


derfor  nejes  med  at  tage  Hensyn  til  Betingelsen  1^1"^ 


r  <w 


Da    Argumentet    co    for    h   og  Argumentet    for   -=-, — r-    efter 

/  (*r) 
Method  en  gives  Summen  w,  kan  man  uden  videre  saette 

r(zrr  } 

naar  blot  r  >  s,  hvor  s  er  bestemt  ved  far  nsevnte  Graensebetingelser. 

Nu  er 

f(zr+l) 


hvor   i?    betyder   Vserdien    af   B   for    den    indsatte   Vaerdi   af  <o, 
altsaa 


ffer+l> 


=  |ff|<  |  Cr  \hr\  =  i-. 


Heraf  udledes 

\f<fir+)\<^\fM- 
Nu  haves,  idet  stadig  r  >  s, 

hr  +  hr+i  +  . . .  Ar+1  |  <  |  hr  |  +  . . .  |  hr+t  | 


< 


<^<.\f(*r)\  +  .--\f(*r+t)\) 

^M(»-j)<7ir(WL 


*)  Man  har  altsaa  med  det  foregaaende  en  korrekt  Bestemmelse  af  de 
Graenser,  inden  for  hvilke  fl  New  tons"  Approximationsmethode  er  rigtig. 
De  herved  fundne  Graenser  ere  dog  un0dvendig  snevre. 
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og  dette  Udtryk  kan  ved  Yalg  af  r  gjeres  mindre  end  en  vilkaarlig 
opgiven  Sterrelse.  Hermed  er  imidlertid  funden  den  nodvendige 
og  tilstraekkelige  Betingelse  for,  at  Reekken 

z  +  h  +  hx  -f  A2+... 
naermer  sig  til  et  bestemt  Tal,   og  Ssetningen  er  herved  godtgjort. 


GKAFFES  OPL0SNING  AF  NUMEKISKE 

LIGNINGER. 

(af  H.  J.  Hansen). 


Efterfelgende  Artikel  er  et  Aftryk  af  en  lille  Afhandling  med 
Titlen:  „Dr.  Graffes  Oplosning  af  de  hajere  numeriske  Ligninger, 
paa  en  let  fattelig  Maade  fremstillet  af  H.  J.  Hansen,  Overlaerer. 
Ribe  1840.  Trykt  hos  Chr.  sal.  Hyphoff",  som  er  optagen  i  Ribe 
Kathedralskoles  Skoleprogram  for  1840.  Da  Professor  Jul.  Petersen  i 
sin  Ligningernes  Theori  kun  ganske  kort  angiver  Principet  for 
Graffes  Methode,  vil  det  formentlig  have  Interesse  for  Tidsskriftets 
Laesere  at  blive  bekjendt  med  Overlaerer  Hansens  velskrevne,  ud- 
ferKge  Fremstilling,  saa  meget  mere  som  Forfatteren  maa  regnes 
for  en  af  Landets  dygtigste  Mathematikere  fra  Aarhundredets  Be- 
gyndelse.  Hans  Jacob  Hansen  var  fedt  25.  Februar  1786  i 
Brylle  i  Fyen,  hvor  Faderen  var  Tammermand.  9  Aar  gammel 
kom  han  i  Odense  Skole,  hvorfra  han  dimitteredes  1802.  Med 
sin  halvandet  Aar  yngre  Kammerat  Rasmus  Kristian  Rask 
sluttede  han  i  Skolen  et  varmt  Venskab  og  vedligeholdt  lige  til 
den  sidstes  Ded  en  stadig  Brewexling  med  ham.  Som  Student 
optoges  H.  i  det  psedagogiske  Seminariums  fysisk-mathematiske 
Klasse  og  blev  efter  sin  Embedsexamen  1806  ansat  som  Adjunkt 
i  Ribe,  med  Undervisningsfagene  Mathematik,  Naturhistorie  og 
Tysk.  1818  blev  han  udneevnt  til  Overlaerer  og  virkede  fremdeles 
som  Laerer,  indtil  han  entledigedes  i  Naade  og  med  Pension  1845. 
Han  dede   som  ugift  i  Ribe  2.  Febr.   1850.     Foruden   den   efter- 
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folgende  har  H.  skrevet  forskjeliige   andre  mindre  Afhandlinger  af 

forskjelligt  Indhold,  alle  udgivne  i  Ribe.     Blandt  disse  nsevnes:  Et 

Par  Ord    om  Methoden    i    Geometrien,    1812.      Om    harmoniske 

Progressioner,    1814.      Forsog    til  Oplosning   af  nogle   mekaniske 

Problemer,   1817.     Begyndelsesgrundene  af  Lasren  om  Aberrationen, 

1831.     Formeln  zur  Erleichterung  des  Calculs  bei  der  Variations- 

rechnung,   1840. 

(J.  P.  G.) 


Flere  af  de  fortrinligste  Analytikere  have  bestrsebt  sig  for  at 
oplose  den  hojst  vigtige  Opgave:  at  finde  alle  Rodder  af  enhver 
given  bestemt  hojere  Ligning,  men  uden  noget  synderligt  Held. 
Prof.  Graffe  i  Zurich  har  endelig  vseret  saa  heldig,  at  opfinde  en 
Maade,  hvorved  alle  Redder,  rationale,  irrationale  og  imaginaere 
let  og  sikkert  findes  med  stor  Nojagtighed.  Graffe  har  selv  be- 
skrevet  sin  Opfindelse  i  Skriftet:  Die  Auflosung  der  hoheren  numeri- 
schen  Gleichungen,  als  Beantwortung  einer  von  der  konigl.  Akademie 
der  Wissenschaften  zu  Berlin  aufgestellten  Preisfrage,  Zurich  1837. 
I  astronomisches  Jahrbuch  fur  1841  har  Prof.  En  eke  fremstillet 
Opfindelsen  i  den  storste  Almindelighed,  og  tilfojet  nogle  Forbed- 
ringer  ved  Fremgangsmaaden,  som  ere  benyttede  i  det  folgende. 
Til  Anbefaling  af  denne  Oplosningsmaade  siger  Pr.  Encke:  „Den 
er  direkte,  for  saa  vidt  som  man  ingensinde  maa  prove  sig  frem; 
den  kan  anvendes  paa  Ligninger  af  nok  saa  h0Je  Grader,  den 
forer  aldrig  til  Ligninger  af  hojere  Grader  end  den  givne  og 
krsever  aldrig  Regninger,  der  ikke  lade  sig  udfore;  Roddernes 
Natur,  Antallet  af  de  imaginaere  laegger  den  aldeles  ingen  Hindring 
i  Vejen,  den  giver  altid  bestemte  Resultater,  hvis  Rigtighed  kan 
proves  ved  en  simpel  Substitution;  den  forudssetter  aldeles  ingen 
Kundskab  til  Roddernes  Natur  og  lader  sig  udlede  af  Ligningernes 
simpleste  Egenskaber.  For  dens  Korthed  taler  den  Omstaendighed, 
at  samtlige  Rodder  af  en  Ligning  af  syvende  Grad  med  sex  imagi- 
naere i  en  Tid  af  to  til  tre  Timer  lade  sig  bestemme  saa  neje 
som  Logarithmer  med  7  Decimaler  tillade  det." 
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Uagtet  alle  disse  Fortrin  for  de  seldre  Oplesningsmaader, 
synes  denne  alligevel  ikke  at  vaere  bleven  saa  bekjendt  eller  erkjendt, 
som  den  fortjener.  Derfor  har  jeg  troet  at  burde  benytte  denne 
Lejlighed  til  at  bidrage  mit  til  dens  videre  Udbredelse  ved  at 
fremstille  dens  Natur  paa  en  let  fattelig  Maade,  uden  dog  at 
forbigaa  noget  vsesentligt.  Afsnittet  om  Approximation  har  jeg 
tilfojet  for  at  man  kunde  have  alt  samlet,  som  behaves  til  Opgavens 
faldstsendige  Optasning.  Den  heri  fremsatte  Fremgangsmaade  til 
Forbedring  af  de  imaginsere  Redder  turde  maaske  have  det  Fortrin 
for  andre,  at  den  Najagtighed,  som  kan  opnaas,  ikke  er  afhaengig 
af  Sinustabellerne. 


En  hejere  Ligning 

xn  -  Axn~l  +  Bxn~2  -  Cxn~*  +  -  . . .  +  N=  0, 
hris  Redder  a,  bf  c9  d  .  .  .   alle   ere   reelle   og  positive,    er   som 
bekjendt  et  saadant  Produkt  af  Faktorerne  x  —  a,  x  —  b%  x  —  c  .  .  ., 
at  det  forsvinder    for  x  =  a,   x  =  b,   x  =  c  o.  s.  v.      Men    ere 
Rfldderne  a,  b,  c,  d  .  .  .  alle  negative,  vil  Ligningen  blive 

xn  +  Ax"-1  +  Bxn~2  +  Or"-3  +  •  •  •  +  N—  0. 
1  begge  Tilfselde  bliver  A  =  a-\-b-\-c-{-d-\-...f  B=  ab 
+  be  +  ad  . . .  +  be  +  bd  . . .  +  cd  +  +,  C  =  abc  +  abd  + . . . 
-f"  acd  . . .  +  bed  4- . . .  o.  s.  v.,  eller  Koefficienterne  A,  B,  C  o.  s.  v. 
ere  ferste,  anden,  tredie  o.  s.  v.  Kombinationsklasse  uden  Gjen- 
tagelse  af  Elementerne  a,  b,  c,  d  .  .  .  og  N  er  Produktet  af  dem 
alle.  Betegner  man  Summerne  af  disse  Kombinationer  efter  deres 
Grad  med  [a],  [ab]}  [abc]  o.  s.  v.,  blive  ovenstaaende  Ligninger 

xn  ±  [a]  xn~x  +  lab]  xn~2  ±  [abc]  xn~*  o.  s.  v.  =  0. 
Af  en  saadan  Lignings  Koefficienter  kan  man  beregne  alle  sym- 
metriske  Funktioner  af  dens  Redder,  uden  at  kjende  Rodderne 
selv.  Man  kan  derfor  ogsaa  angive  de  samtlige  Koefficienter  i  en 
Ligning,  hvis  Redder  ere  de  m'te  Potenser  af  den  givne  Lignings 
Redder,  nemlig 

s*  ±  [am]  x"-1  +  [ambm]  xn~2  ±  [ambmcm]  xn~s  o.  s.  v.  =  0. 
Man  antage   nu,    at  Redderne   ere   ordnede   efter  deres    Sterrelse, 
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saaledes  at  a  er  den  sterste,  b  den  naeststerste,  c  den  tredie  o.  s.  v., 
uden  Hensyn  til  om  de  ere  positive  eller  negative,  da  denne  Forskjel 
bortfalder,  naar  m  er  et  lige  Tal,  som  det  i  det  felgende  altid  vil 
blive.  Endvidere  vaere  m  en  meget  hej  Potens,  saa  kan  m  let 
vaelges  saaledes,  at,  for  en  vis  Grad  af  Tilnaermelse,  i  Koefficienten 

[V»]  =  am  +  bm  +  cm  +  + 
bm  og  saa  meget  mere  cm,  cF*  o.  s.  v.  maa  falde  bort  imod  aw, 
og  man  altsaa  i  Stedet  for  [am]  kan  saette  am.  Paa  samme  Maade 
vil  i  [am  6m]  Leddet  am  bm  faa  en  saadan  Overvaegt  over  de  evrige 
am  cw  +  am  dm  .  .  .  +  bm  <?"  +  -f ,  at  denne  Koefficient  ogsaa 
kan  saettes  =  am  bm.  Ligesaa  vil  i  enhver  felgende  Koefficient 
alle  Led  bortfalde  imod  det  ferste  og  sterste,  saa  at  Ligningen 
tilsidst  bliver 

a?n  +  am  x"—1  +  am  bm  xn~2  ±  am  bm  cm  xn"z  +  o.  s.  v.  =  0. 
(Feres  Regningen,  som  En  eke  anbefaler,  med  Logarithmer  med 
5  Decimaler,  da  bortfalde  i  [am]  alle  de  mindre  Led  i  Sammen- 
ligning  med  aw,  naar  am  er  blevet  sterre  end  100000  Gange 
bm;  og  saaledes  med  de  evrige  Koefficienter.  Men  hvor  snart 
dette  vil  indtrseffe,  beror  paa  Forholdet  a  :  b;  er  dette  f.  Ex. 
=  2:1,  da  forsvinder  bm  imod  aM,  naar  m  er  =  17;  er  derimod 
a  :  b  =  16  :  15,  vil  bm  farst  bortfalde,  naar  m  er  omtrent  180). 

Har  man  denne  Lignings  Koefficienter  i  Tal,  da  har  man 
umiddelbart  am,  ved  Division  af  ferste  Koefficient  i  anden  bm,  af 
anden  i  tredie  <?*  o.  s.  v.,  hvoraf  man  da  faar  Radderne  selv  ved 
at  uddrage  den  m'te  Rod. 

Graffes  Maade,  at  danne  en  saadan  Ligning  med  tilstrsekkelig 
heje  Potenser  af  den  givne  Lignings  Redder,  gaar  ud  paa  felgende: 
man  seger  ferst  den  Ligning,  hvis  Redder  ere  Kvadraterne  af  den 
givnes;  ved  at  behandle  den  fundne  Ligning  paa  samme  Maade, 
faar  man  den,  hvis  Redder  ere  fjerde  Potens  af  den  givnes;  ved 
at  gjentage  den  samme  Operation  flere  Gange,  erholder  man 
Ligninger,  hvis  Redder  ere  8de,  16de,  32te  o.  s.  v.  Potens  af  den 
givnes.  Naar  alle  Koefficienter  ved  en  ny  Ophejelse  kun  vilde 
blive  Kvadrater  af  de  allerede  fundne,  er  den  mulige  Nejagtighed 
opnaaet  og  der.standses  med  Ophejningen. 
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Maaden,  af  en  Ligning  at  danne  en  ny,  hvis  Redder  ere 
Kvadraterne  af  den  givnes,  har  laenge  vaeret  bekjendt,  da  Euler 
allerede  har  fremsat  Formlen,  hvorefter  Regningen  kan  feres,  men 
uden  Bevis.  Den  kan  udledes  paa  forskjellige  Maader,  hvoraf 
falgende  vel  vil  vaere  den  fatteligste: 

Ferst  lsegge  man  Maerke  til,  at  hvad  enten  den  givne  Lignings 
(reelle)  Redder  a,  bf  c,  d  .  .  .  ere  alle  positive  eller  negative, 
eller  nogle  positive  og  andre  negative,*  ville  deres  Kvadrater  altid 
rare  positive.  Den  forlangte  Ligning  vil  altsaa  altid  vaere  Pro- 
duktet  af  Faktorerne:  x  —  a2,  x  —  A2,  x  —  c*  o.  s.  v.  og  derfor 
antage  deime  Form 

a:w  -  Ax*-1  +  Bx"-2  -  Grn~3+  -  =  0, 
\ivotA  er  =  a2  -f-A2  +  c2  +,  £  =  a2A2+a2c2  +  -f A2c2  +, 
C—  a2  A2  c2  +  a2  A2  d2  +  +  A2  c2  rf2  +  o.  s.  v. 

I  den  givne  Ligning  xP  —  AaP~~~*  -f"  Bxn       o.  s.  f.  =  0  saette 
man  a?*  i  Stedet  for  xf  saa  bliver  den 

n_  n—l  h—2  n— 3 

x*  -Ax*   +  Bx*    -Cx*    o.  s.  f.  =  0. 
Man  ordne  denne  Ligning  paa  felgende  Maade 

n  n—i  n— 4  »— 1  »— 3  *— 5 

xT  +  Jto^"  +  Dx~*~  +  =  -dLzT*"  +  Cx*~  +  Ex~r+, 
kvadrere   begge  Sider   af  den  for  at  bortskaffe  det  irrationale,    og 
bringe  alt  over  paa  den  ene  Side,  da  kommer 
3*_(^2  -  2 B) a»~l  +  (52  -2^C+2D)*W-2- 

(C2  --2BZ)  +  2^LE-  2JT)iPw"'8+  —  — 0, 
som  da  er  en  Ligning,  der  har  a2,  A2,  c2  ...  til  Redder,  og 
efter  hvilken  Gra'ffe  beregner  sine  Exempler.  Behandler  man 
Ligningen  xn  +  AoP~~1  +  Bxn~~2  -(-  Ck*"""®  +  +  =  0  paa  samme 
Maade,  er  det  let  at  se,  at  man  vil  faa  det  samme  Resultat;  da 
desuden  Forskjellen  imellem  positive  og  negative  Redder  bortfalder 
allerede  ved  forste  Kvadrering,  anbefaler  Encke,  at  give  alle  de 
afledte  Ligninger  denne  sidste  Form,  ved  nemlig  at  forandre  alle 
Tegnene  ved  ferste,  tredie  o.  s.  v.  Koefficient  til  de  modsatte. 
Herved  opnaas  for  det  forste  den  Fordel,  at  alle  de  ny  Koefficienter 
dannes  paa  en  og  samme  Maade  af  den  forrige  Lignings. 

Ere  nemlig  den  givne  Lignings  Koefficienter  i  den  Orden  de 
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a?+A> 

aJ»-l_|_    b* 

*"-2+   C* 

—  VB 

-VAC 

-VBD 

+  22) 

+VAE 
—  VF 

O.    8.   V. 


folge  paa  hinanden  og  uden  Hensyn  til  Tegnene  A,   B>  C,  D,  E, 
F,  0,  H  o.  s.  v.,  da  Til  den  afledte  Ligning  blive 

+  VBF 
-2  AG 

» 

+  1JT 
Den  Lot,  hvorefter  disse  nye  Koefficienter  dannes  af  de  givne, 

er  saa  i  0jne  faldende,  at  det  vil  vere  overflodigt,  at  udtrykke  den  i 

Ord.     Jeg  vil  i  det  Sted  anfere  de  fuldstendige  Formler  for  de 

hyppigst  forekommende  Tilfelde,  og  som  ville  blive  anvendte  i  det 

folgende. 

Er  »=-=*3,  altsaa  den  givne  Ligning  x*-\-Ax%  -\-Bx-\- C*=0, 

da  bliver  den  ny  Ligning 


x*  +A* 
-VB 


•■  +    B*    x  +  C*  =  0. 
-VAC 
Er  den  givne  Ligning 

x*  +  Ax9  +  Bx*  +  Cx  +  2)  =  0, 
da  bliver  den  afledte 


x*  +A* 
-VB 


a>«  +    B* 
-VAC 
-\-VD 

For  x6  +Axi+Bx*  +  Cx*  +Dx  +  E=*  0, 
bliver  den  ny  Ligning 


*•  +    C* 
—  VBD 


x  -f  D»  —  0. 


-25 


**  +  B* 
-VAC 
+  22) 


*»+    2)» 
-VCE 


m  -f  2?»  —  0 


*8+   c» 

—  252) 

+  2J2£ 

O.   8.   V. 

Hvad  enten  den  givne  Lignings  relle  Rodder  a,  b,  c  o.  s.  v. 
ere  positive  eller  negative,  vil  den  ferste  Ligning,  som  udledes 
efter  disse  Formler,  vsere  et  Produkt  af  Faktorerne  x-\-a*,  *-\-b%, 
x-\-  c*  o.  s.  v.,  den  anden  vil  rare  Produktet  af  a?  +  a*,  x-\-b*, 
x  -j-  c*  o.  s.  v.  Felgelig  ville  alle  Koefficienter  i  de  afledte  Lig- 
ninger  vaere  positive,  og  dette  er  en  anden  Fordel  ved  denne 
ubetydelige  Forandring.     Saasnart  der  nemlig  i  de  afledte  Ligninger 
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riser  sig,  om  og  kun  en  eneste  negativ  Koefllcient,  er  det  et 
sikkert  Kjendetegn  paa,  at  der  maa  vsere  imagincere  Redder  tilstede 
i  den  oprindelige  Ligning. 

Regningen  kan  udferes  paa  flere  Maader.  Saa  laenge  Koef- 
ficienterae  ere  smaa  Tal,  er  det  rettest  at  regne  med  disse  selv, 
for  at  de  nye  Koefficienter  kunne  blive  fuldkommen  rigtige.  Efter 
nogle  Ophajninger  ville  disse  veere  saaledes  voxne,  at  det  vilde 
vaere  neesten  umuligt,  at  fuldfere  Regningen  paa  denne  Maade. 
Graffe  har  da  brugt  to  Maader  til  at  fortseette  Regningen.  Ved 
et  af  sine  Exempler  har  han  angivet  et  Antal  af  de  forste  Cifre 
af  hver  Koefficient,  og  vedfejet,  hvor  mange  Cifre  der  ere  bort- 
kastede.  Ved  $e  ovrige  Exempler  bruger  han  Logarithmer  med 
7  Decimaler  i  Stedet  for  Koeffieienterne,  men  angiver  ikke,  hvor- 
ledes  han  har  beregnet  dem.  Har  han  beregnet  hvert  Led  ved 
Hjaelp  af  Logarithmer,  og  udfert  Additionerne  og  Subtraktionerne 
med  Tallene  selv,  vil  denne  Regning  ogsaa  vaere  meget  vidtteftig. 
Derimod  bliver  Regningen  meget  let  og  lader  sig  hurtigt  fuldfore, 
naar  man  efter  En  ekes  Forskrift  bruger  Logarithmer  med  5  Deci- 
maler og  udferer  de  forefaldende  Additioner  og  Subtraktioner  ved 
Hjaelp  af  den  bekjendte  Tabel  af  Gauss,  ved  hvilken  man  af  to 
Tals  Logarithmer  kan  finde  Logarithmen  til  deres  Sum  og  Differens1). 
Under  hele  Regningen  bruger  man  intet  andet  Hjaelpemiddel  end 
denne  Tabel,  og  Regningen  er  tilendebragt,  naar  alle  Koefficienter 
ophere  at  have  Indflydelse  paa  hverandres  Kvadrater,  eller  naar 
det  dobbelte  af  hver  Logarithme  er  5,3  sterre  end  Summen  af  de 
to  naermest  staaende.  Redderne  findes  med  stor  Najagtighed,  saa 
at  altid  5  Cifre  ere  rigtige  og  som  oftest  det  sjette  ogsaa.  Aarsagen 
hertil  er  vistnok  den,  at  Usikkerhederne  i  de  sidste  Decimaler  ved 


J)  En  til  Interpolation  saerdeles  bekvemt  indrettet  Udgave  af  Logarith- 
merae  og  Gausses  Tabel  med  5  Decimaler  er  besorget  af  Westphal, 
Konigsberg  1821.  Gausses  Tabel  for  Logarithmer  med  7  Decimaler, 
beregnet  af  E.  A.  Matthiessen,  er  udkommen  i  Altona  1817.  — 
Undertiden  bliver  det  nodvendigt  at  fore  Begyndelsen  af  Regningen 
med  Logarithmer  med  7  Decimaler,  nemlig  naar  Argumentet  i  Ru- 
brikken  B  bliver  saa  lille,  at  flere  Cifre  af  Tallet  i  Rubrikken  C, 
bliver  ubestemte. 
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de  ofte  gjentagne  Additioner  og  Subtraktioner  for  en  stor  Del 
ophseve  hverandre,  og  at  man  tilsidst  dividerer  med  et  stort  Tal. 

Ere  Redderne  fundne,  staar  endnu  tilbage  at  bestemme  deres 
Tegn.  Hertil  er  en  simpel  Substitution  i  den  givne  Ligning  til- 
straekkelig,  hvilken  desuden  er  nedvendig  for  at  forsikre  sig  om 
Regningens  Rigtighed. 

Beheves  der  ved  irrationale  Redder  en  sterre  Nejagtighed  end 
den  saaledes  opnaaede,  vil  man  kunne  erholde  denne,  i  hvilken 
Grad  man  ensker,  ved  gjentagne  Gange  at  anvende  Newtons 
Approximationsregel. 

Undertiden  indtraffer  det  Tilfaelde,  at  en  eller  flere  af  de 
logarithmiske  Koefficienter  ikkun  langsomt  vil  fordobles.  Dette  er 
da  et  Tegn  paa,  at  en  eller  flere  Redder  forekomme  dobbelte. 
En  Ligning  af  fjerde  Grad  vaere  f.  Ex.  sammensat  af  Faktorerne 
x  -{-  a,  x  -f-  a,  x  +  b,  x  +  ct  altsaa 


a:4  +2a 

+    * 

+    e 


x*  +  a2b 
A-  a2c 
+  2abc 


x  +  a2bc  =  0 


xs  -j-    a2 

+  2oi 

+  2ac 

+    be 

Har  man  nu  ophejet  Redderne  til  en  saa  hej  Potens  m,  at  i  hver 
Koefficient  alle  Led  forsvinde  mod  det  sterste,  da  vil  Faktoren  2 
ved  den  forste  forvolde,  at  denne  dog  ikke  bliver  m'te  Potens  af 
a,  derimod  er  det  tydeligt,  at  Koefficienten  til  a?2  vil  blive  a*m; 
naar  dens  Logarithme  derfor  divideres  med  m,  vil  man  faa  Loga- 
rithmen  til  a2.  Det  samme  vil  finde  Sted,  hvis  det  er  enten  b 
eller  c,  der  forekommer  dobbelt,  kun  at  det  da  bliver  anden  eller 
tredie  Koefficient,  som  ikke  vil  blive  til  Kvadrat;  og  noget  lignende, 
naar  et  Par  Redder  ere  n«r  ved  at  vaere  lige  store.  I  en  Ligning 
kunne  ogsaa  forekomme  flere  Par  lige  store  eller  naerved  lige  store 
Redder1).  I  alle  saadanne  Tilfaelde  behever  man  ikke  at  vedblive 
med  Ophejningen  indtil  alle  Redder  selv  ere  afsondrede,  men  kun 
saa    langt,    til    deres   Produkt   kan   afsondres   fra  Produktet  af  de 


x)  Ved  lige  store  Redder  forstaas  her  saadanne,  som  have  samme  Taivaerdi 
uden  Hensyn  til  Tegnene,  da  Forskjellen  mellem  disse  bortfalder 
allerede  ved  ferste  Kvadrering. 
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evrige,  og  da  danne  de  trinomiske  Faktorer  eller  Ligninger  af 
anden  Grad,  som  oploste  give  de  enkelte  Rodder.  (Se  andet 
Exempel). 

Paa  samme  Maade  gaar  man  frem,  naar  Ligningen  har 
imaginaere  Redder.  I  en  Ligning  med  reelle  Koefficienter  kunne 
de  imaginaere  Rodder  kun  forekomme  parvis  og  have  Formen 
p  -\-  q  V—  1  og  p  —  q  r— 1 ,  hvor  p  kan  vaere  positiv  eller  negativ. 
For  lettere  at  laere  at  kjende  Beskaffenheden  af  disse  Rodders  hojere 

Potenser,  saette  man^> ==g  .  cos  <p,  q=g  .  sin  q>,  altsaa  tg  <p  =  —  og 

g  =  Vp2  +  ?2>  saa  bliver  p  +  q V—  1  =  g  (cos <p  +  ■*»»  <P  ^—  1) 
o%  P  —  ql—  I  =g (cos q>  —  sintp  V—  1),  i  hvilke  Udtryk  g  kaldes 
Modulus.  Naar  disse  Udtryk  ophojes  til  w'te  Potens,  blive  de 
gm {cos mcp  +  sinmtp V—  1)  og  gm (cos my  —  sin mq) V—  1)  og 
altsaa  Faktorerne  til  Ligningen  x  +  gm  (cos  m<p  -f-  sin  mq>  V '—  1)  og 
#  +  9m  (cos  m(P  —  sinmq)  If—  1),  hvis  Produkt  udgjor  den  trino- 
miske Faktor  x2  +  %gm  cosm<p  x-\-(^m,  som  man  kan  betegne 
x*+fmx  +  92m>  °S  hvor  fm  =  %gmcosm<p  i  de  allerfleste  Til- 
faelde  er  mindre,  aldrig  storre  end  2^w.  Nemlig  fm  bliver  =  2</w, 
naar  cos  m  q>  =====  1 ,  d.  e.  naar  mq>  er  =  n  eller  et  Multiplum  af  n. 
I  alle  andre  Tilfaelde  vil  fm  efter  den  forskjellige  Vaerdi  af  cos  mq> 
snart  tage  til,  snart  af,  samt  forandre  Tegn,  men  uden  Hensyn  til 
Tegnet  vaere  mindre  end  %gm.  Har  en  Ligning  blot  imaginaere 
Redder,  vil  den  vaere  et  Produkt  af  trinomiske  Faktorer  af  Formen 
x2  -\-fx-\-  g2,  hvor  f  er  mindre  end  %g.  For  at  have  noget 
bestemt  at  holde  sig  til,  kan  man  antage,  at  den  givne  Ligning  er 
af  fjerde  Grad,  altsaa  et  Produkt  af  x2  -\-fx-\-g2  og  x2  +/* '#+^'2, 
hvor  f  er  mindre  end  2<j,  f  mindre  end  2^'  og  desuden  g* 
sterre  end  g'2 '.     Udvikles  dette  Produkt,  kommer 


x*+fg'* 
+  /V 


+  /T 

Ophojes  denne  Lignings  Rodder  til  en  hoj  Potens  m,  da  ville  af 
den  anforte  Grund  fm  og  f'm  i  forste  og  tredie  Koefficient  ved- 
blive  at  vaere  ubestemte.      Efterhaanden   som   m   tages   storre,    vil 

V.  Rskke.    5.  Aargang.  12 
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g'2m  i  anden  Koeffieient  forsvinde  imod  02m.  Men  at  ogsaa  Leddet 
fmf'm  tilsidst  maa  falde  bort  for  y2"1,  indser  man  let  ved  fel- 
gende  Betragtning:  fm  og  f'm  maa  som  oftest  vaere  mindre,  aldrig 
sterre  end  2  gm  og  2#'m.  Saetter  man  altsaa  i  Stedet  for  fm  og 
fm  %9m  og  2$('w,  forandres  dette  Led  til  lgmg'm,  men  dette  er 
mindre  end  g2m,  saasnart  gm  bliver  sterre  end  lgtm.  Fortsaetter 
man  altsaa  Ophejelsen,  vil  man  endelig  naa  en  Potens,  hvor  ogsaa 
dette  Led  forsvinder  i  Sammenligning  med  g2.  (Er  f.  Ex.  g'2  =0,9g2, 
bliver  &g'm  mindre  end  gm,  naar  m  er  16,  og  forsvinder  ganske 
imod  gmf  naar  m  bliver  128,  og  Regningen  feres  med  Logarithmer 
'med  5  Decimaler).  Naar  nu  den  anden  Koeffieient  er  bleven  jrm, 
seges  af  denne  og  den  fjerde  g2  og  g'2f  disse  indsaettes  i  oven- 
staaende  Formel,  og  dennes  Koefficienter  sammenlignes  med  den 
givne  Lignings.  Herved  erholder  man  3  Ligninger  til  Bestemmelse 
af  de  to  ubekjendte  f  og  f,  hvoraf  man  lettest  kan  benytte  dem, 
som  ferste  og  tredie  Koeffieient  levere,  da  de  ere  af  ferste  Grad. 
(Se  Exemplerne  3/  4  og  5).  Paa  en  lignende  Maade  vil  man 
kunne  behandle  Ligninger  med  flere  Par  imaginaere  Redder.  Saa- 
ledes  vil  en  Ligning  af  sjette  Grad  med  3  Par  imaginaere  Redder 
til  Bestemmelse  af  f,  f  og  f"  levere  5  Ligninger,  2  af  ferste, 
2  af  anden  og  1  af  tredie  Grad;  en  Ligning  med  4  Par  imaginaere 
Redder  giver  7  Ligninger  til  Bestemmelsen  af  de  fire  f,  hvoriblandt 
to  af  ferste  og  to  af  anden  Grad,  som  blive  de  letteste  at  benytte, 
og  hvorved  de  andre  kunne  tjene  til  Preve.  For  at  undersege  det 
Tilfaelde,  hvor  en  Ligning  indeholder  reelle  og  imaginaere  Redder, 
blandede  imellem  hverandre,  kan  man  multiplicere  ovenstaaende 
Ligning  med  x  +  a  eller  med  x  +  a  og  x  +  b  o.  s.  v.  Man  vil 
finde,  at  umiddelbart  foran  en  Koeffieient,  hvori  g2,  g2  g*2  .  .  . 
eller  ag2,  ag2  g'2  eller  g2,  ag2  g'2  o.  s.  v.  er  det  overvejende 
Led,  vil  gaa  en  anden,  hvori  f  eller  et  Produkt  af  f  har  Overhaand, 
og  som  felgelig  ingensinde  vil  blive  til  Kvadrat,  men  ved  de  paa 
hverandre  felgende  Ophejninger  af  og  til  skifte  Tegn.  Hvor  en 
saadan  Koeffieient  forekommer,  er  den  altsaa  et  sikkert  Kjendetegn 
paa,  at  den  felgende  bestemmer  en  Modulus. 

Med  Undtagelse  af  det  temmelig  sjeldne  Tilfaelde,  at  en  Ligning 
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skulde  indeholde  3  eller  flere  lige  store  R0dder,  som  man  let  vil 
vide  at  behandle  i  Analogi  med  det,  som  ovenfor  er  sagt  om 
2  lige  store  Redder,  indeholder  det  foregaaende  en  fuldstaendig 
Oplesning  af  Opgaven:  at  finde  alle  Redder  af  en  given  hejere 
Ligning.  Det  vil  imidlertid  vaere  passende  at  oplyse  det  hidtil 
sagte  ved  nogle  Eksempler. 

Ferste  ExempeL 

Den  givne  Ligning  vaere 

xs  _  5x2  _  73a.  _  12o  =  0. 

Naturligvis    forseger   man  ferst,    om   ikke   det  sidste  Leds  Faktorer 

ere  Ligningens  Rodder.     Da  dette  ikke  er  Tilfaeldet,  begyndes  Op- 

hajningen,    og    ferste    Gang    regnes  med  Tallene  selv.     Ligningen 

med  anden  Potens  af  Redderne  bliver 

Xs  +  171a:2  +  4129a;  -f  14400  =  0, 

og  naar  man  i  Stedet  for  Tallene  skriver  deres  Logarithmer 

a:3  +  2,23300a:2  -f  3,61584  a;  +  4,15836.25  =  0. 

Hvilken  Potens  af  Redderne  man  har,  vil  jeg  herefter  tilkjendegive 

ved  at  saette  Exponenten  foran  Linien. 

4,  a:3  +  4,32187a:2  +  7,08364a:  +  8,31672.5 

8,  a;3  +  8,61914a:2  +  14,14078a:  +  16,63345 

16,  Xs  +  17,23759a;2  +  28,28075  a; -f  33,26690. 

Her  opherer  Ophejningen,    fordi  det   dobbelte   af  ferste   og   anden 

Koefficient  er  mere  end  5,3  sterre  end  Summen  af  dem,    de   staa 

imellem.     Divideres  Koefficienterne  med  16,  komme  Logarithmerne 

til  a,  ab  og  abc,   hvoraf  Redderne  a,  b  og  c  findes.      Man   finder 

Logar.  a  =  1,0773494,    Logar.  b  =  0,6901975,    Logar.  c  = 

0,3116344;    altsaa   a  =  11,94949,   6  =  4,90002,  c=  2,04944. 

Hvilke  af  dem,    der  ere  positive  eller  negative,    kunde  man  preve, 

ved   at    indsaette   de   naermeste   hele  Tal  12,    5   og  2  i  den  givne 

Ligning;  men  da  denne  paa  Grund  af  den  ene  Afvexling  og  de  to 

Felger  af  Tegn  maa  have  en  positiv  og  to  negative  Redder,   og  et 

Bjekast  paa  Ligningen  viser,   at  +  5  og  +  2  ere  meget  langt  fra 

at  fyldestgjere   den,    maa   de   to   mindre  Redder  vaere  negative  og 

den  sterste  positiv.      En  let  Preve  paa  Regningens  Rigtighed  er  at 

12* 
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sammenligne  de  fundne  Redders  Sum  med  den  givne  Lignings 
ferste  Koefficient.  Ved  de  ovenfor  fundne  Vaerdier  bliver  denne 
Sum  —  5,00003  i  Stedet  for  5. 

Andet  Exempel 

T.     .  4       41     3    ,287  393  45       ft 

maa  vaere  Ligningen  a?*  —  —  a?8  -\-  — — -  xl  —  -—  x  -4-  —  =  0. 

e      8  8  32  64        '    32 

Indsaettes  fra  Begyndelsen  Logarithmerne,  bliver  den 

1,  a?4  -  0,70969a?8  +  0,95273a?2  —  0,78821a?  +  0,14806.25 

2,  a?4  +  0,92055a?8  +  1,30770a?2  +  1,09631  x  +  0,29612.5 
4,  a?4  +  1,45846a?3  +  2,31914a?2  +  1,87789a?  +  0,59225 
8,  a?4  +  2,61159a?8  -f-  4,59271a?2  +  3,60938a?  +  1,18450 

16,  a?4  +  4,94881a?8  +  9,18447a?2  +  7,18615a?  +  2,36900 
32,  a?4  +  9,68499a?3  +  18,36894a?2  +  14,37098a?  +  4,73800. 
De  tre  sidste  Koefficienter  ere  her  blevne  til  Kvadrater;  man  believer 
derfor  kun  at  fortsaette  Ophajningen  med  de  to  farste;  man  erholder 

64,  a?4  +  19,27333a?3  +  36,73788a?2 
128,  a?4  +  38,53296a?3  +  73,47576a?2 
256,  a?4  +  77,06570a?3  +  146,95152a?2. 
Her  opharer  ogsaa  den  anden  Koefficients  Indflydelse  paa  den  ferste, 
og  man  finder  Redderne:  a=2,00003,  i=  1,87496,  c=O,75O00, 
d  =  0,50000,  som  en  let  Prave  viser  at  vaere  2,   1  £,  £  og  £,  der 
alle  maa  vaere  positive. 

Af  de  tre  bestemte  Koefficienter  ved  32te  Potens,  kunde  man 
ogsaa  have  fundet  alle  Radder  saaledes:  anden  og  tredie  give 
c  —  £ ,   tredie   og   fjerde  d  =  -$-,    den   anden   ab  =  3£  og  ifolge 

Ligningens  Natur  maa  a  +  b  +  c  +  d  vaere  =  — ,  altsaa  a  -f-  b  =  -r-; 

8  o 

31  15 

naar  man  altsaa  oplaser  Ligningen.  a?2  —  —a?  +  —  =  0,  erholder 

8  4 

man  de  to  manglende  Redder:  2  og  1£  ligesom  ovenfor. 

Havde  der  iblandt  den  givne  Lignings  Koefficienter  vaeret  nogle, 
som  vare  mindre  end  1,  kunde  man  for  at  undgaa  negative  Loga- 
rithmer,  multiplicere  Radderne  med  et  Tal,  hvorved  Koefficienterne 

bleve,   ligesom  i  ovenstaaende  Ligning,   sterre  end  1.      Var  f.  Ex. 

1  3  5 

den  givne  Ligning  a?8  —  —  a?2  +  —  a?  —  —  =  0,  og  man  saetter 

O  /  Id 


181 

J=s T y>  forandres  den  t!l  y  —  y  y  +  y  y  — nr =  ' 

hvilken  alle  Logarithmer  ere  positive.    Ligeledes  med  a:3  +  1,6  a:2  -f- 

1 
0,09a:  —  0,09  =  0;  saettes  her  x  =  —  y,  kommer  y3  +  16y2  + 

9y  —  90  =  0,  der  er  let  at  behandle. 


Tredie  Exempel. 

Ligningen  vaere  Xs  —  2  a?  —  5  =  0. 

2,  x3  +  4a:2  +  ix  +  25  =  0 
4,  a:3  +  8a:2  —  184a:  +  625  =  0 
8,  xs  +  432a:3  +  23856a:  +  390625  =  0, 
med  Logarithmer  xs  +  2,63548a:2  +  4,37760a:  +  5,591 76.0O 

16,  Xs  +  5,14274a:2  4-  8,36330a:  +  11,18352 
32,  a:3  +  10,27496a:2  +  16,03710a:  +  22,36704 
64,  xs  +  20,54988a:2  -  32,87992a:  +  44,73408. 
Her  er   Ophojningen   til  Ende.      Foranderligheden   ved   den   anden 
Koefficient  og  dens  Tegn  viser,  at  der  maa  vaere  et  Par  imaginaere 
Redder,  hvis  faelles  Modulus  den  tredie  Koefficient  maa  bestemme. 
Farste  Koefficient  giver  a  =  -f-  2,094555,   farste   og  tredie  g2  = 
2,387141.    Saetter  man  nu  den  givne  Ligning  =(x— a)(x2-\-fx-{-g2)y 
bliver  f—a,  og  den  trinomiske  Faktor 

x2  +  2,094555a:  +  2,387141  =  0, 
som  optest  giver  a:=  —  1,047277  +  V—  1,290352. 

Fjerde  Exempel 

maa  vaere  felgende  af  Fourier  fremsatte  Ligning: 

a*  — 4a:3  —  3a:+23=0 
2,  a:4  +  16a:3+22a:2+9a:+529=0 
4,  x*  +  212a:3  +  1254a:2  -  23195a:+279841  =  0, 

med  Logarithmer 

a:4  +  2,32634a:3  +  3,09830a:2  -  4,36539a:+5,44691.1 8 

8,  x*  +  4,62774a3  +  7,07797a:2  —  8,21438a:+  10,89382.2 6 

16,  a:4  +  9,24967a:3  +  14,19662a:2  -  18,26656a:+  21,78764.6 2 

32,  a:4  +  18,49930a:3  +  28,49549a:2  +  36,17145a:+43,57529.04 

64,  a:4  +  36,99860a:3 -f  56,98682a:2  -  71, 18073a:+87,15058.08. 
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Ved  en  ny  Ophajning  vilde  farste  og  anden  (Coefficient  kun  blive 
Kvadraterne  af  de  allerede  fundne,  den  tredie  forbliver  ubestemt, 
hvorfor  der  er  imaginsere  Redder,  hvis  Modulus  den  fjerde  be- 
stemmer.  Dividerer  man  med  64,  giver  den  ferste  Log.  a,  den 
anden  Log.  ab,  den  fjerde  Log,  abg2.  Man  vil  finde  Log.a  — 
0,578103,  Log.  b  =  0,312316,  Lo^gr2  =  0,471309  ellera  =  + 
3,78532,  b  =  +  2,05266,  g*  —  2,96012.  Da  der  kun  er  et  { 
at  sege,  behever  man  kun  at  udvikle  de  to  farste  Led  af  Produktet 
(x  —  a)  (x  —  b)  (x2  +  fx  +  g2)f  nemlig  a?4  —  (a  +  b  —  f)  a?3  og 
sammenligne  dette  med  den  givne  Ligning.  Man  har  a  -\-  b  —  f=  4 
eller  /,=  a  +  A  —  4  =  +  1,83798.  Den  trinomiske  Faktor  er 
altsaa  a?2  +  1,83798a?  +  2,96012  =  0.  Oploses  denne  kvadra- 
tiske  Ligning  paa  ssedvanlig  Maade,  bliver  x  =  —  0,91899  + 
V—  2,11558  =  -  0,91899  +  1,45450  V^~T.  Anvender  man 
herpaa  den  nedenfor  beskrevne  Approximationsmaade,  vil  man  nejere 
finde  a?  =  —  0,91898951  +  1,45450050^1. 

Femte  Exempel 

vsere  felgende  Ligning,  der  ligesom  den  forrige  er  fremsat  af 
Fourier: 

xs  +a?4  +a?3  —  2  x2  +  2a?  —  1  =0 
2,  a?5  —  a?4+9a?3  —  2a?2+0a*+l=0 
4,  a?5  —  17a?4  +  77a?3  +  2a?2  +  4a?+l=0 
8,  x*  +  135a?4  +  6005a*3-  646a?2  +  12a?  +  1=0 
16,  a?5  +  6215a?4  +  36234469a*3  +  273466a?2  +  1436a?4-l  =0; 

med  Logarithmer 
a?5  +  3,79344a?4  4-  7,55912a*3  +  5,43690  a?2  +  3,15715a?+0 
32,  a?5  —  7,52945a?4  + 15,1 1824a*3  -  10,46658a?2  + 

6,18O45a?  +  0 

64,  a?5  -  15,17044a?4  +30,23648a?3  -  21,49432a?2  + 

12,37184a?  +  0 

128,  a?5  -  30,09877a?4  +  60,47296a?3  -f  42,21 100a?2  + 

24,74417a*+0. 
At  gaa  videre  med  Ophejningen,  nytter  intet.  De  negative  og 
foranderlige  Koefflcienter  vise,  at  der  er  to  Par  imaginsere  Redder, 
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hvis  Moduler  bestemmes  af  anden  og  fjerde,  ligesom  den  femte 
giver  den  reelle  Rod.  Dividerer  man  med  128  og  subtraherer, 
faar  man  Log.  g2  =0,472445,  Log.  g'2  =0,720869  —  1,  Log.a= 
0,806686-1,  altsaa  £*  =  2,96787,  ^2=0,52586,  a=0,64074. 
Da  g2  og  g'2  i  de  trinomiske  Faktorer  nedvendig  maa  have  +, 
maa  den  lineaere  Faktor  vaere  x  —  a  =  0.  For  at  finde  de  tri- 
nomiske Faktorer  kunde  man  nu  udvikle  Produktet  (x2  -\-fx-\-g2) 
(x2  -\-fx-\-g42)  (x  —  a),  og  sammenligne  Koefficienterne  for  de 
forskjellige  Potenser  af  x  med  den  givne  Lignings.  Derved  fik 
man  4  Ligninger  til  Bestemmelsen  af  f  og  f\  men  da  kun  to  af 
disse  behaves,  er  det  nok  at  udvikle  Koefficienterne  til  #4  og  x, 
hvilke  for  fogf  give  to  Ligninger  af  ferste  Grad,  nemlig  f-\-f—l-{-a 
°?  a9%f~\~a92f,==92942  —  2  eller  med  de  ovenfor  fundne  Vaerdier 
f+f  =  1,64074  og  0,33694/"  +  1,90165/*  =  -  0,43931. 
Disse  to  Ligninger  give  ved  en  let  Regning  ^=  +  2,27481, 
f  =  —  0,63407.  De  Ligninger,  hvoraf  de  imaginaere  Redder 
findes,  ere  altsaa  x2  +  2,27481  x  +  2,96787  =0  og  x2  — 
0,634O7#  +  0,52586  =  0,  og  disse  Redder  selv  —  1,137405  + 
1,29390  V^T  og  +  0,317035  +  0,65219  V^T.  Multiplicerer 
man  til  Preve  paa  Regningens  Rigtighed  de  to  trinomiske  og  den 
binomiske  Faktor  med  hverandre,  vil  man  faa 
x*  +  #4  +  1,00005#8  —  l,99999.r2  +  1,99998#  —  0,999999. 
De  fundne  Redder  maa  altsaa  vaere  meget  nejagtige. 


Approximation. 

Det  er  ovenfor  bemaerket,  at  man  ved  Newtons  Tilnaermel- 
sesmaade  kan  finde  Redderne  med  hvilken  som  heist  Nejagtighed, 
man  ensker.  Denne  Maade  bestaar  i  det  vaesentlige  i  felgende: 
Man   saette    den    givne   Ligning   =  fx   og  dens  ferste  Differential- 

koefficient  ~ —  =  fx.      Er   nu   a   en   naer  Tilnaermelse   til    en  af 
ax 

Redderne   og  man   indsaetter   a   i  Stedet    for   x  i  fx   og  fx,    og 

betegner  Resultaterne   med  fa   og  fa,    da   vil   den  Rettelse  =  v, 

som  maa  anbringes  ved  a,  for  at  faa  en  sterre  Tilnaermelse,  vaere 
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fa  fa 

=  —  tt,  saa  at  Roden  vil  naermere  vaere  =  a  —  —-.     (Det  be- 
/V  ^a 

haver  nseppe  at  erindres,    at   v   skal   subtraheres,    naar  fa  og  fa 

have  lige  Tegn,  men  i  modsat  Fald  adderes).     Forlanges  der  sterre 

Najagtighed,    gjentages   den  samme  Regning  med  det  saaledes  for- 

bedrede  a.     For  ikke  at  gjere  Regningen  vidtlsftigere  end  fornedent, 

kan    bemeerkes,    at    man    ved  denne  Fremgangsmaade   hver  Gang 

erholder   omtrent   saa   mange  ny  Cifre   rigtige,    som   man  allerede 

bar,  eller  at  Nejagtigheden  hver  Gang  kan  fordobles.     Til  Exempel 

paa  Regningen  maa  den  ovenfor  opleste  Ligning  Xs  —  2  a?  —  5  =  0 

tjene.      Her  er  fx  =  x3  —  2#  —  5,  altsaa  fx  =  3x2  —  2;  man 

fandt  a  =  2,094555,  heraf  felger 

a2  =  4,387160648025  og  a3  =  9,189149271124003875; 

indsattes  disse  i  Stedet  for  x,  x2,  x3  i  fx  og  fx,  og  man  af  de 

sidste  usikre  Cifre  kun  beholder  saa  mange,  som  ere  tilstraekkelige 

til  at  Divisionen  kan  blive  rigtig  i  10  eller  11  Dicimaler,  findes 

fa  =  0,00003927112400 

fa  =11,161481944 

fa 
v  =  -  J;-  =  0,00000351845 
fa 

og  a  -  v  =  2,09455148155. 

Forlanges  der  starre  Najagtighed,  indsaettes  det  saaledes  forbedrede 
a.     Man  finder 

a2  =  4,3871459088632999904025 

a3  =  9,1891029631856462713196  . . 

fa  =  0,0000000000856462713196  . . 

fa  =  11,1614377265899.. 

altsaa  r=  0,000000000007673408517576 

a  —  r=  2,094551481542326591482424 

De  22  forste  Decimaler  stemme  oyerens  med  Fouriers,  der 
liar  beregnet  samme  Rod  med  32  Decimaler.  Hvor  der,  som  her 
kun  er  et  Par  imaginsere  Redder,  lade  disse  sig  nu  finde  med 
samme  Najagtighed  som  de  reelle.  Yed  nserraende  Exempel 
kunde  man  divider*  Ligningen  med  x  —  a.  for  at  erholde  Ligningen 
x1  -j-  fx  ~r~  jr*  =  0;  men  man  vil  langt  lettere  finde  f  og  g%  ved 
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at  udvikle  Produktet  (x2  +  fa  +  92)  (#  —  0)  og  sammenligne 
Koefficienterne  med  den  givne  Lignings.  Man  finder  saaledes  /*=  a, 
jf2  =  a2  —  2;  indseettes  de  ovenfor  fundne  Vaerdier  for  a  og  a2,  og 
derkun  beholdes  10  Decimaler,  bliver  Ligningen  x2-\-  2,0945514815a? 
-f  2,3871459089  =  0,  der  oplest  paa  saedvanlig  Maade  giver 

x  =  -  1,0472757408+1,1359398891  V^Tf. 

Dog  lader  enhver  imaginaer  Rod,  hvoraf  man  har  en  Til- 
naermelse,  sig  forbedre  uden  Hensyn  til  Ligningens  evrige  Redder. 
De  imaginaere  Redder  og  deres  Potenser  have  i  Almindelighed 
Formen  p  -f-  q  V—  1,  hvor  p  og  q  ere  reelle  Tal,  hvoraf  kun  i 
enkelte  Tilfaelde  det  ene  eller  andet  kan  blive  =  0.  Naar  derfor 
en  saadan  tilnaermet  Rod  a  =  p  -f-  q  V—  1  indseettes  i  fa  og  f'x, 
blive  disse  Udtryk  af  samme  Form.  Man  saette  derfor  /a= ft-f-  cV—  1, 
f'a=  d  -\-  e  V—  1    og   desuden   Forbedringen   0  =  0'  +  0"  V—  1, 

og  indsaette  disse  Udtryk  i  Ligningen  0  =  —  £7-  eller  /»  +  0 .  fa  =  0, 

saa  erholder  man  denne  Ligning 


b  +  cfe'  -  <w"  +  (C  +  e0'  +  dv")  V-  1  —  0, 

der  af  bekjendte  Grunde  deler  sig  i  disse  to 

b  +  dv*  —  ev"  =  Of  c  +  w'  +  efo"  =  0. 

Af  disse  to  Ligninger  af  ferste  Grad  finder  man  let  de  to  ube- 
kjendte  0'  og  0",  og  den  forbedrede  Rod  vil  vaere  #=a  +  0'-|-0"V—  1. 
Gjentager  man  denne  Behandling  med  den  saaledes  fundne  Rod, 
kan  man  bringe  det  til  hvilken  som  heist  Grad  af  Nejagtighed,  der 
maatte  forlanges. 

For  ved  et  Exempel  at  vise  Fremgangsmaaden  ved  Regningen, 
vil  jeg  antage,  at  man  havde  fundet,  at  a=  —  1,047  +  1,136  V—  1 
var  en  tilnaermet  Rod  af  Ligningen  xs  —  %x  —  5  =  0,  og  man 
vil  have  denne  forbedret.     Her  er 

a2  =  —  0,194287  —  2,378784  Y^l,  a3  =  +  2,90571711  + 
2,26987682  V^T,  og  naar  disse  Vaerdier  indsaettes  i  fa  og  fx 
faar  man 

fa  =  _  0,00028289  —  0,00212318  V^T  =  b  +  c  V^T, 


f'a=  —  2,582861  -  7,136352  V-  1  —  d  +  eV-  1. 
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Ligningerne  b  -+-  dtf  —  ev"  =  0  og  c-\-et?  -\-  dv"  =  0  blive  altsaa 

-  0,00028289  -  2,582861  r4  -f-  7,136352t?"  =  0 
og  _  0,00212318  -  7,1 36352  v'  -  2,582861  r"  =  0. 

Heraf  faas  v4  =  —  0,00027574,  r"  =  —  0,00006015, 
og  altsaa  den  forbedrede  Rod  =  a  -f-  v4  +  t?"  r— -1  = 

-  1,04727574  +  1,13593985  V^T. 
Ulejligheden  med  den  noget  vidtlaftige  Regning  erstattes  fuldkommen 
derved,    at    man   med   det  samme  har  den  anden  tilsvarende  Rod 
lige   saa   najagtig   ved   blot   at   forandre  Tegnet  for  den  imaginaere 
Del  til  det  modsatte. 

Forbedringen    v    udgjer   egentlig   en  uendelig  Raekke,    hvoraf 

—  ~-  ikkun   er  det  ferste  Led.      Er  fx=0   den    givne  Ligning, 
/  a 

f'x,  f44x,  f*"x  o.  s.  v.  dens  ferste,  anden,  tredie  o.  s.  v.  Differential- 
koefficient,  og  man  betegner  med  f,  f\  f",  f444  o.  s.  v.  hvad  disse 
Udtryk  blive,  naar  den  Rod,  der  skal  forbedres,  indsaettes,  da  ville 
de  forste  Led  af  Raekken,   ordnede  efler  Potenser  af  f,    vaere  v  = 


-f 
r 

2(f)*       2(f)5 

F 

-  5(ns 

8(f)7 
1 2  (f )« 

-  r 

24  (fV 

f* 

-       7  if")1 

8  (fV 

_i_  7  (/"")*  f" 

HfV 

S(fV 

-     (f'V 
12(f)7 

l^ocn6 

Er  f.  Ex,  fx  «  x*  —  2x  —  5,  saa  er  fx  =  3x2  —  2, 
/*\r —  6  or,  f/  =6,  f  x  =  /*  x  =  0:  indssetter  man  som  forste 
Tihwrmelse  x  *=•  2,  Wive  f=  —  1,  /*  =  10.  f  =  12,  /""  —  6. 
Med  disse  Wrdier  blive  de  fire  forste  Led  af  r  =  — 0.1  —  0,006  + 
0,00072  —  0.0001.  altsaa  den  forbedrede  Rod  =  2.0946;  men 
havde  man  berefmet  alle  de  opstillede  Led  af  r.  vilde  man  have 
erholdt  x-    2,004 552SS, 

Havde  man  sat  x  — =  2,1.  vilde  man  hav*  fundet  f  —  0,061, 
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f'=  11,23,  /""=12,6,  f'"  =  $,   og  disse  Vardier   vilde  give  de 
fire  farste  Led  af  r.  beregnede  med  ti  Decimaler 

v 0,005*318789  -  0,0000165524  -  0,0000001009 

■J-  0,0000000143, 
altsaa  den  forbedrede  Rod  =  2.0945514821,  hvor  de  8  Decimaler 
ere  riglige. 


L0SNING  AF  OPGAVEENE  311,  525. 


Afstand  haves 
tidig  ietkreds- 


311.  Til  Bestemmelsen  af  to  Sljerr 
intet  andet  givet,  end  at  de  ere  iagtl ague 
rundt  Kikkertfeldt  med  Vinkelradius  R.     Der  sparges  om 

1)  den    Afstand,     der    har    slerst    Sandsynlighed    for    at 
veere  den  iagttagne; 

2)  Middeltallet  af  alle  mulige  Afstande; 

3)  disse  Resultaters  Middelfejl. 

(Hertzsprung). 

Afstand  en  mellem 
to  livilke  som  heist 
Stjemer  P  og  Q,  aom 


det  ved  Figuren  frem- 

stillede       Kikkertfeldt 

ville  vi  betegne  ved  y. 

For   at  fmde  den 

Afstand,  der  har  starst 

,   Sandsynlighed    for   at 

vaere    den    iagttagne, 

vil    del    farst   komme 

ao  paa  at  linde  Sandsynligheden  p,.  for  en  Afstand   y  og  derefter 

bestemme  den  Vserdi  af  y,  som  gjar  p„  til  et  Maximum. 

Sandsynligheden  py  for  Afslandeu  y  er  bestemt  ved 


1S8 


Py 


*R        »arclco8- 

by  jxdx  \d<p 

ty    JO 


(1) 


V  dy  +  \y  dy]ld# 


0 


0 


0 


hvor 


a  =  YE2  —  x1  sin'2  <p  -\-  x  cos  <p 


og  P  =  Vi?2  —  j?2  sin2  (p  —  x  cos  <p, 

idet  a  svarer  til  det  Tilfaelde,  i  hvilket  Stjernen  Q  falder  paa  PE. 

og  0  til  det  Tilfelde,  at  Q  falder  paa  PF. 

Udferes  de  antydede  Integrationer,  reduceres  (1)  til 

R 
arc  \cos 

eller 


_  16y 


—-  l.#  cfo 

2*, 


16y 


—  JR2  arc  ( cos  = 


2/8  * 


Heraf   findes    ved    at    anvende    Reglen    til    Bestemmelsen   af 
Maximum  og  Minimum  felgende  Ligning: 

_3y3 


arc 


V  2/       4tf»Utf»- 


,2 


(2) 


til  Bestemmelsen  af  den  Afstand,   der  har  sterst  Sandsynlighed  for 
at  were  den  iagttagne. 

Sttttes  i  (2)  y  =  n J?,  faar  man 

arc  (cos  =  —  I  =  -7-  «H  —  w*,  (3) 

som  tjener  til  at  finde  n. 

;  -     Denne  Ligmng  kan  imidlertid  reduceres  yderligere  ved  at  ssette 


arc  (cm  =  y )  - 
bTWTed  (3)  forandres  til 


j\  altsaa  «  =  2  cos  -r, 


2.r 


=  3 


Ww  2jr, 


Heraf  findes 


x  -  ti.V1  17\25, 


18<) 


som  giver 


n 


=--  0,41806 


og  altsaa 

y  =  WjR  =  0,83612  .  J?, 
der  er  den  segte  Afstand. 

Middeltallet  m  af  alle  mulige  Afstande  findes  saaledes: 

Dette  Middeltal  kan  udtrykkes  ved 

n 

d<p     xdx[jy2  dy  +  ly*  dy\ 
0    ^o       ^0  JO 


(4) 


w  = 


st 


(5) 


*2      /•#        /•<*  /•/? 

tf<p     xdx[lydy  +  Jy  dy] 

o   ./o      */o         Jo 


hvor  ligesom  tidligere 

• 

a  =  Vi?2  —  #2  sin2  q>  -\-  xcosq) 

°8  P  =  Vi?2  —  #2  aw2  9?  —  xcoscp 

1 


(6) 


Da  Naevneren  i  Udtrykket  for  m  er  —  jtJS4,   kan  (5)  skrives 


simplere  saaledes: 


2      /•£ 


w 


=  ^i-  K  /* d*  l/y2  dy + /y2  rf4       <7> 

Indssettes  Graendserne   (6)   for  *a   og  fi  og  udferes  Integratio- 
nerne  med  Hensyn  til  y  og  x,  faar  man 


m  = 


SB 


n 


o 


1  +  cos2  <P  —  &  cos5  9?  — |—  4  cos1  <p 

sin1  (p 


d<p, 


og  udferes  Integrationen  med  Hensyn  til  <p,  erholdes 


n 


m  = 


M. 

1571 


2  —  2  cos  w  +  eos8  9   ,    „    .  ^     .  o 

+  6  sw  q>  —  —  sin9  <p 

o 


sin9  <p 


(8) 


JO 


n 


For  den  hojere  Grsense  —  bliver  Sterrelsen  i  Parenthesen 

2  4        16 

_+6-T  =  y> 


190 


og  for  den   lavere  Graense   0  blive  de  to  sidste  Led  i  Parenthesen 
begge  Nul,  medens  man  for  demie  Graense  faar 


2  —  2  cos  (p  -^  coss  cp 


0^ 

"o 


3  sin 3  <p 

Den  sande  Vaerdi  af  dette  Udtryk  er  imidlertid  ogsaa  Nul. 
Det  endelige  Resultat  bliver  altsaa 


HB 


m  = 


15 
3 


128  i? 


=  0,90542  R. 


45ft      3  45tt 

For  at  besvare  det  tredie  Spergsmaal,  vil  det  alene  komme 
an  paa  at  finde  Middelvaerdien  fi  af  Kvadraterne  paa  alle  Afstande 
mellem  to  og  to  Stjerner,  som  iagttages  samtidig  i  Kikkertfeltet. 

Denne  Middelvaerdi  kan  skrives  saaledes: 


H  -= 


fd<p  fx  dx  [/y3  dy  -f    y3  dy]  \d& 


31 

rl   rR      ra 
\d<p  Jx(ix[Jyt 


dy 


hvor  Graenserne  a  og  fi  have  samme  Yaprdier  som  tidligere. 

Udferes  Integrationerne  i  Taelleren  med  Hensyn  til  #,  y  og  x. 
og  indsa?ttes  de  dertil  svarende  GraMiser,  faar  man,  idet  man  tillige 

erindrer,    at   Nwvneren   er   lig  —  fti?4.    folgende   Udtryk    for   //, 


ncmlig 


* 


tf*  /  *[        l 

/«  ■■ I       1  -f  —  {sin*  9^  -r  eos*  <f)  —  $i, 

Jo 


{?!«'  <f 


3  <w*  9—2  sin-  (f  cos2  y 


dq. 


Tdforer  man  nu  Integrationen  med  Hensyn  til  9"  mellem  Graenserne 


.«? 


0  iy       ,  faar  man 


ff  *  i .«?       * 


.•?  ■  * 


^IUt 


1  li       1  u 


T 


3ft 


ft 

8 


.7 


•   T  —    If*, 


som  or  den  s<*cte  Xliddeiwr^u 
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Betegnes    nu  Middelfejlen    paa   den  Afstand,    der    har    storst 
Sandsynlighed  for  at  vaere  den  iagttagne,  ved  MnRy  saa  har  man 

M'nB=  n2R2  -  ZnRm  +  R2  =  (nR  -  m)2  +  R2  -  m2, 
og  betegnes  Middelfejlen  paa   Middeltallet  af  alle  mulige  Afstande 


ved  Mm,  har  man 


j^  =  a2  -  m2. 


Af  dette  sidste  Resultat  falger,  at  MnR  ogsaa  kan  skrives  saaledes 

M'nR  =  {nR  -  m)2  +  jtf^. 
Benyttes   de  tidligere   fundne  Talvaerdier  for  nR  og  m,    faar   man 
for  de  to  Middelfejl  falgende  Resultater: 

MnR  =  0,43014  .  R 
og  Mm  =  0,42452  .  R. 

(Gamillo  Tychsen). 

525.     Hvorledes  loses  Ligningen 


^--1=0, 


lobe  (a  +  b  +  e)  +  Va&r  (a  +  4  +  a?)  +  Vic#  ( b  +  c  +  x)  + 

Vca#  (c  +  a  -f-  a?)  =  0. 
(J.  P.  Gram). 

Ssettes  a  +  ^  +  c  +  ^  =  y»  kan  Ligningen  skrives 

hvoraf  ved  at  kvadrere 
#        a         A  c 

Kvadreres  atter,  faar  man,  idet 

x        a         b         c  ' 

y2  ,  y2  ,     y2  _  R 

1    i    •  •  T~  —  -**> 


--"+"-»— «y(t-')(i-')(f-')(i-«) 

Heraf  falger 

U2  -45+4^4-  8)2  — 

64-^-  -  64  M^r  +  .  .  ^-1  +  645  -  64^4  +  64, 
xabc  Xxao  abcl 


192 

som  oploser  sig  i 

A*  -  4J5  =  0 
og  -42  -  45+8^4  =  0. 

Indferes  Vaerdierne  af  A  og  B,  oplese  de  sig  yderligere  i 

(*  +  a  +  J  +  c)t  =  o, 

(i+i+y+7-)2-4(i+ij+--^)=0' 

(a:+..c)[(±+..l.)i_4(±  +  ..^)]  +  8(±  +  ..i_)=o. 

Den   Ligning   af  ottende   Grad,    man    faar    ved    at    bortskaffe 

Rodsterrelserne,   deler   sig   altsaa   i   en  Ligning  af  ferste  Grad 

taget   tre  Gange,    en  Ligning   af  anden   og   en  Ligning  af 

tredie  Grad. 

(A.  S.  Bang). 


OPGAVER  TIL  L08NING. 


557.     Naar  U,   V  og   W  ere  positive,   integrable  Funktioner 

V 

af  x  i   Intervallet   0  ...  1,    og   endvidere    U  og    ™  ingensinde 

voxe  med  voxende  x,  skal  man  bevise,  at 

[lUVdx        flJWdx 

f1  Vdx  C  Wdx 

Jo  Jo 

(J.  L.  W.  V.  Jensen). 
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TIDSSKBIFT 


FOR 


MATHEMATIK 


EN  KVADRATISK  TRANSFORMATION. 

(af  Jul.  Petersen). 


1.  En  her  i  Tidsskriftet  stillet  Opgave  (Nr.  551)  bragte  mig  paa 
den  Tanke,  at  der  muligvis  gives  en  kvadratisk  Transformation ,  ved 
hvilken  alle  rette  Linier  blive  til  Cirkler  og  alle  eller  i  al  Fald 
visse  Grupper  af  Cirkler  blive  til  Cirkelpar ;  dette  kunde  da  muligvis 
medfere,  at  tre  Cirkler  med  deres  otte  Reringscirkler  kunde  frem- 
komme  ved  Transformation  af  en  Trekant  med  dens  fire  Rarings- 
cirkler.  Uagtet  Undersagelsen  ikke  ganske  har  fart  til  det  ventede 
Resultat,  har  jeg  dog  troet,  at  den  kunde  have  nogen  Interesse. 

2.  Idet  vi  benytte  retvinklede  Koordinater,  ser  man  let,  at 
den  Fordring,  at  alle  rette  Linier  skulle  blive  til  Cirkler,  medforer, 
at  Transformationsligningerne  maa  have  Formen 

kx'  —  x2  +f  +aix  +  b}V  +  ci  =  §±f 


x%  +  y2  ~h  ax  +  ty  -f* c        s 
ly'  = 


X*  +  y2  +  <*>2X  +  b2V  +  ^2  S2 


or2  -f-  y2  -f-  aa?  +  iy  +  c  S 

Idet  Systemerne  betegnes  ved  A  og  B,  se  vi,  at  der  til  6t  Punkt 
af  B  svarer  6t  Punkt  af  A,  medens  der  til  6t  Punkt  af  A  svarer 
to  Punkter  af  B\  de  to  Ligninger  reprsesentere  nemlig  i  det  andet 
System  to  Cirkelbundter,  det  ene  bestemt  ved  Cirklerne  St  =  0 
og  £=  0,  det  andet  ved  S2  —  0  og  S=  0.  Ved  et  givet  Punkt 
(x'>  yO  bestemmes  en  Cirkel  i  hvert  Bundt;  de  to  Cirkler  skjsere 
hinanden  i  to  Punkter;  da  alle  Cirklerne  i  de  to  Bundter  have 
samme   Potens  med  Hensyn  til  Radikalcentret  for  /S,   S±    og   S2f 

Rekke  V.    Aargang  6.  1 


2 

maa  de  to  Punkter  ligge  paa  en  ret  Linie  gjennem  dette  Punkt  og 
have  Afstande  fra  det  med  konstant  Produkt. 

Lad  altsaa  0  vaere  Radikalcentret  for  de  tre  Girkler  S,  St 
°£  ^2  °S  c  dette  Pun^ts  Potens  med  Hensyn  til  de  tre  Girkler. 
En  Girkel  med  0  til  Centrum  og  Yc  til  Radius  er  da  de  tre  Girklers 

* 

Orthogonalcirkel ;  er  denne  reel,  ligge  af  de  to  til  et  vilkaarligt 
Punkt  af  A  svarende  Punkter  det  ene  udenfor,  det  andet  indenfor 
Orthogonalcirklen,  paa  denne  falde  de  to  Punkter  sammen,  saa  at 
den  kommer  til  at  svare  en-entydig  til  en  vis  Kurve  i  Systemet  A. 

Tage  vi  0  til  Begyndelsespunkt,  bliver  cx  =  c2  =  c.  Vi  se 
deraf,  at  enhver  ret  Linie  i  A  transformers  til  en  Girkel,  der  med 
Hensyn  til  0  har  Potensen  c,  og  som  derfor  maa  skjaere  Ortho- 
gonalcirklen orthogonalt.  Paa  den  anden  Side  kan  ethvert  Udtryk 
af  Formen  Sx,  og  hvis  sidste  Led  er  c,  udtrykkes  lineaert  ved 
Sl9  S2  og  S,  saa  at  enhver  Girkel  med  Potensen  c  svarer  til  en 
ret  Linie  i  A.     Altsaa: 

Alle  rette  Linier  i  A  svare  i  B  til  Girkler,  der  skjaere 
Girklen  om  0  orthogonalt,  og  omvendt. 

Enhver  anden  Kurve  i  A  maa  i  Almindelighed  ogsaa  i  B 
give  en  Kurve,  der  skjaerer  den  naevnte  Girkel  orthogonalt,  thi 
Raring  gaar  i  Almindelighed  over  til  Raring,  og  en  Kurve  og  dens 
Tangent  maa  da  give  Kurver,  der  skjaere  under  samme  Vinkel;  en 
Kurve  i  B,  der  ikke  skjaerer  Girklen  orthogonalt,  kan  ikke  alene 
svare  til  en  Kurve  i  A;  den  maa  tages  sammen  med  sin  inverse 
Kurve,  hvor  0  er  Inversionscentret  og  c  Inversionspotensen;  thi 
enhver  Kurve  A  giver  som  vist  ovenfor  i  B  en  Kurve,  der  paa 
Grund  af  Beliggenheden  af  de  sammenherende  Punkter  er  sin  egen 
inverse  Kurve.  Der  bliver  altsaa  Tilfaelde,  hvor  en  Kurve  i  A 
transformeres  til  en  Kurve  i  JB,  der  ikke  skjserer  Girklen  om  0 
orthogonalt,  men  faar  Dobbeltpunkter  paa  denne  Girkel. 

3.  For  saa  vidt  som  der  ved  Transformationen  frem- 
komme  nye  Dobbeltpunkter,  maa  disse  falde  paa  Ortho- 
gonalcirklen; denne  Saetning  er  et  specielt  Tilfaelde  af  den 
almindelige  Saetning,  at  nye  Dobbeltpunkter,  der  dannes  ved  en 
Transformation  af  en  hvilken  som  heist  Grad,  altid  maa  findes  paa 


en  kun  af  Transformationsligningerne   afhaengig  Kurve.      Har  man 

nemlig  i  homogene  Koordinater 

x4  =  <px  Or,  y,  z);  y4  =  <p2  (x,  y,  2),  z4  =  <p8  (a:,  y,  z\ 

bestemmes  Dobbeltpunkterne  for  den  transformerede  af  u  =  0  ved 

du  dx4   .    du  dy'   .    du  dz4 

dx4  dx       dy*  dx       dz*  dx        ' 

du  dx4   .   du  dy'   ,   du  dz* 

dy*  dy       dy4  dy       dz4  dy         ' 

du  dx4   ,   du  dy4   ,    du  dz4 
dx4  dz       dy4  dz       dz4  dz 

Her  maa  man  enten  have 


0. 


du du du 

der  bestemme  de  gamle  Dobbeltpunkters  transformerede,  eller 

dx4  dy4   dz4 


dx  dx  dx 

dx4  dy4  dz4 

dy  dy  dy 

dx4  dy4  dz4 


=  0, 


dz    dz    dz 

der  maa  indeholde  de  muligvis  optraedende  ny  Dobbeltpunkter ,  og 
som  kun  afha&nger  af  Transformationsligningerne.  Jeg  skal  ikke 
opholde  mig  ved  at  vise,  at  den  sidste  Ligning  i  det  her  betragtede 
Tilfaelde  netop  bestemmer  Orthogonalcirklen. 

4.  Et  Keglesnit  i  A  transformeres  til  en  Kurve  af  4de 
Orden  med  Dobbeltpunkter  i  Girkelpunkterne.  Skal  denne  dele 
sig  i  to  Girkler,  maa  der  optraBde  to  ny  Dobbeltpunkter,  og  disse 
maa,  som  vi  have  set,  falde  paa  Orthogonalcirklen.  For  at  S0ge 
Betingelsen  herfor,  ville  vi  imidlertid  farst  bringe  Transformations- 
ligningerne paa  en  simplere  Form. 

Den  stillede  Betingelse,  at  alle  rette  Linier  i  A  skulle  svare 
til  Girkler  i  B,  vil  vedblive  at  vaere  opfyldt,  naar  vi  ombytte  A 
med  et  andet  System,  der  er  dannet  af  A  ved  en  hvilken  som 
heist  lineaer  Transformation.  Vi  kunne  derfor  lade  tre  hvilke  som 
heist  Girkler  i  B,  (der  blot  ikke  have  Gentrerne  i  samme  rette 
Linie)  svare   til    hvilke   som   heist   rette  Linier  i  A  (der  ikke  gaa 


gjennem  samme  Punkt);  lade  vi  endvidere  0  svare  til  et  vist 
Punkt  i  A  udenfor  de  tre  rette  Linier,  er  Transformationen 
bestemt;  vi  vselge  da  to  af  Cirklerne  med  uendelig  fjernt  Centrum 
(altsaa  to  til  de  to  Bundter  horende  Radikalaxer) ,  medens  vi  som 
den  tredie  Cirkel  tage 

x*  +  V2  +  e  =  0. 
Vi  vaelge  de   to  Radikalaxer   vinkelret   paa  hinanden  og  lade  dem 
svare    til    de    samme  Linier  i  A,    medens  Cirklen  svarer  til  den 
uendelig  fjerne  rette  Linie.     Transformationsligningerne  blive  derved 

t k2x  t k2y 

X  ~  x2  +y2  +cy  y  =  x*  +  y2  +c; 

Transformationen  har  ikke  tabt  noget  af  sin  Almindelighed ,  naar  vi 
saette  den  i  Forbindelse  med  den  mest  almindelige  lineaere  iEndring 
af  A.  For  c  =  0  bliver  Transformationen  den  almindelige  Inversion. 
Vi  bestemme  nu  let  den  Kurve  i  A,  der  svarer  til  Ortho- 
gonalcirklen ;  man  har  nemlig 

(x*  -f  y2  _  cy  ==  (a?2  4-  y2  +  c)2  -  4c  (x2  +  y2) 


^rr^+y'2) 


—  ix2  +  y2  +  c)2 
Den  Cirkel  i  A,  der  har  Ligningen 

vil  derfor  svare  til  Orthogonalcirklen  taget  dobbelt.  Ved  en  linear 
iEndring  bliver  denne  Cirkel  til  et  Keglesnit,  som  vi  ville  kalde 
Grundkeglesnittet. 

Dersom  en  Kurve  i  A  ved  Transformationen  skal  faa  et  nyt 
Dobbeltpunkt,  maa  dette  hidrare  fra  et  Punkt,  som  Kurven  har 
fselles  med  Grundkeglesnittet.  Kurvens  Tangent  i  dette  Punkt  maa 
da  ogsaa  transformeres  til  en  Kurve  med  Dobbeltpunkt,  det  vil  sige 
til  en  Cirkel  med  Centrum  paa  Orthogonalcirklen  og  med  Radius 
Nul.     En  saadan  Cirkel  har  Ligningen 

{x  _  a)2  +  (y  -  b)2  =  0,  hvor  a2  +  b2  =  c, 
altsaa  x2  +  y2  +  c  —  %ax  —  %by  =  0, 

der  svarer  til  Linien 

«*'  +  ty  =  y' 


der  er  Tangent  til  Cirklen 

1  *         ic 
som   netop    er    Grundkeglesnittet.      Da    den    fundne   Egenskab    er 
invariant  ved  linesere  iEndringer,  have  vi  saaledes: 

Et  nyt  Dobbeltpunkt  hidrorer  fra  et  Roringspunkt, 
som  den  transformerede  Kurve  har  med  Grundkegle- 
snittet og  omvendt, 

Heraf  fialger  da  strax: 

De  Eeglesnit  (og  ingen  andre),  som  have  dobbelt  Roring 
med  Grundkeglesnittet,  transformeres  til  Girkelpar. 

5.  Har  man  tre  Girkler  og  deres  otte  Raringscirkler,  ville 
disse  netop  parvis  skjaere  hinanden  paa  de  tre  Girklers  Orthogonal- 
keglesnit.  Systemet  vil  derfor  i  A  svare  til  tre  rette  Linier  med 
fire  Reringskeglesnit,  der  alle  have  dobbelt  R0ring  med  Grund- 
keglesnittet. Spergsmaalet  er  da,  om  Forbindelsen  kan  vaelges 
saaledes,  at  de  fire  Keglesnit  blive  Girkler.  Grundkeglesnittet  kan 
da  ikke  vaere  en  Girkel,  da  to  Girkler  kun  have  dobbelt  Raring, 
naar  de  ere  koncentriske. 

Lad  en  Girkel  rare  et  Keglesnit  i  Punkterne  P  og  Q,  Skjaere 
Tangenterne  i  P  og  Q  hinanden  i  R,  bliver  RP  ==  RQ;  Linien 
fra  R  gjennem  Midtpunktet  af  PQ  er  en  Diameter  i  Keglesnittet 
og  staar  vinkelret  paa  det  tilsvarende,  med  PQ  parallele  Korde- 
system;  dette  finder  kun  Sted,  naar  Diameteren  er  en  Hovedaxe; 
de  dobbelt  r0rende  Girkler  maa  derfor  have  deres  Centrum  paa 
Grundkeglesnittets  Hovedaxer. 

Dette  ser  ganske  lovende  ud,  thi  de  fire  Gentrer  for  en  Tre- 
kants  Raringscirkler  ligge  netop  paa  to  paa  hinanden  vinkelrette 
Linier  gjennem  en  af  Trekantens  Vinkelspidser;  et  Par  saadanne 
Linier  maatte  derfor  vaere  Axer  for  Grundkeglesnittet.  Nu  have  de 
to  af  Girklerne  Toppunktet,  der  skal  vsere  Keglesnittets  Centrum, 
til  ydre  Lighedspunkt ;  man  viser  imidlertid  let,  at  to  saadanne 
Girkler  kun  kunne  have  dobbelt  Raring  med  Keglesnittet,  naar 
dette  er  sammensat  af  to  af  Trekantens  Sider;  nu  kan  imidlertid 
Grundkeglesnittet  ikke  vaere  sammensat.     Det  er  derfor  umuligt 


ved  en  Transformation  af  den  betragtede  Art  at  overfere 
de  tre  Linier  til  tre  Cirkler  og  samtidig  alle  fire  Rarings- 
cirkler  til  de  fire  Par  af  Reringscirkler.  Derimod  kan  man 
nok  finde  Transformationer,  der  overfare  en  af  Trekantens  R^rings- 
cirkler  til  et  Girkelpar.  Der  findes  her  en  Overensstemmelse  med 
de  saBdvanlige  Konstruktioner  af  de  otte  Raringscirkler,  idet  man 
ved  disse  ogsaa  bestemmer  Reringscirklerne  parvis. 

Man  finder  ogsaa ,  idet  Sx  =0,  <S2  =  0,  S3  =  0  ere  Lig- 
ningerne  for  tre  Cirkler,  disses  Reringscirkler  ere  bestemte  ved 

hvor^,  t2,  t3  ere  Laengderne  af  de  tre  Cirklers  Faellestangenter;  efter- 
som  disse  tages  som  indre  eller  ydre,  faas  de  forskjellige  Girkelpar. 
(Se  f.  Ex.  en  Afhandling  af  Elling  Hoist  om  Dupins  Gyclide). 

6.  Den  her  betragtede  Transformation  danner  en  naturlig 
Udvidelse  af  de  Gremonaske  Transformationer  af  anden  Orden; 
medens  der  ved  disse  benyttes  tre  Grundkeglesnit  med  tre  faste 
Skjaeringspunkter ,  have  vi  her,  naar  Transformationen  opfattes 
projektivisk,  tre  Grundkeglesnit  gjennem  to  faste  Punkter,  som  mere 
almindelig  kunne  erstattes  ved  andre  Kurver  med  to  bevsegelige 
Skjfleringspunkter.  Disse  Transformationer  ere  ferst  indgaaende 
behandlede  af  Paolis.     (Atti  della  Academia  dei  Lincei). x) 


ANMARKNINGAK  OM  DUBBELELEMENTEN  VID 
PROJEKTIVISKA   RAKA    PUNKTSYSTEM    OCH 

PLANA  STRALKNIPPEN. 

(av  T.  Broden). 


Foljande  enkla  anmarkningar  torde  mojligen  icke  sakna  allt 
intresse. 

Om  tva  ratliniga,  projektiviskt  motsvariga  punktsystem  laggas 
pd   hvarandra,    falla   som   bekant   tva   (reela    eller   imag.)    punkter 


1)  Grundtrsek  af  den  almindelige  Theori  samt  enkelte  Anvendelser  findes 
allerede  i  min  Afhandling  i  dette  Tidsskrifts  Aargang  1863,  S.  129—160 

Zeuthen. 


samman   med   sina   motsvariga.      Huru  rora  sig   dessa  d ubb el- 
pun  kter,  da  det  ena  systemet  forskjutes  langs  det  andra? 

Antaga  vi  forst,  att  de  bada  liniernas  oandlighetspunkter 
icke  motsvara  hvarandra,  s&  kan  den  projektiviska  korre- 
spondensen  uttryckas  medelst  formeln 

xxx   =  a2, 
om  namligen    nollpunkterna   (0,  Ot)    for   koordinaterna   x  och  xx 
forlaggas  till  de  punkter,    av  hvilka  hvardera  motsvarar  det  andra 
systemets  oo-punkt,  och  dessutom  de  positiva  x-  och  a^-riktningame 
valjas  pa  lampligt  satt. 

Man  kan  lagga  de  b&gge  systemen  pa  hvarandra  antingen  sa, 
att  den  positiva  xx -riktningen  sammanfaller  med  den  positiva 
x-riktningen ,  eller  sa  att  positiv  o;1-riktning  och  negativ  #-riktning 
sammanfalla.  I  forra  fallet  ma  applikationen  kallas  direkt,  i 
senare  fallet  in  direkt. 

Lagger  man  nu  a^-linien  pa  rc-linien  direkt  och  sa  att  Ox 
faller  pa  0,  sa  blifva  dubbelpunkterna  tydligen  x  =  +  a  (A,  B). 
Forskjuter  man  derefter  Ox  och  dermed  hela  x  x  -systemet  ett 
positivt  eller  negativt  stycke  p,  sa  vandra  dubbelpunkterna  till  de 
lagen,  som  bestammas  av  ekv.  x(x  —  p)  =  a2.  Deras  #-varden 
ix  och  d2  bliva  saledes 


&i=i(Vp2+*<**+p) 


2a2 


2  rJ       Vp2+4a2  -  p 

<*2  =  -  4"  (Vp2  +  4a2  -  j>)  =  2a' 


2  Kr  r/  yi?2+4a2  +;? 

Nar  p  vaxer  fran  0  till  -f-  oc,  ga  dx  och  <$2  resp.  fran  a 
till  -|-  oo  och  fran  —  a  til  0;  nar  p  gar  fran  0  till  —  oo, 
varierar  dx  fran  a  till  0,  dt  fran  —  a  till  —  oo.  For  ovrigt  ar 
attm&rka,  att  Vp2  -f-  4a2  tydligen  betyder  avstandet  (r)  mellan 
dubbelpunkterna. 

Om  3^-liniens  foskjutning  forsiggar  pa  nagot  bestamdt  satt, 
d.  v.  s.  om  p  ar  en  viss  funktion  av  tiden  (t)  sa  bestammas 
dubbelpunkternas  hastigheter  och  accelerationer  av  ekvationerna 

dt  ~  r   dt9    dt2   ~   r3   \dt)  +  r  dt2' 
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dt  r   dt'    dt2  r8   \dt)  ~  r  dt2' 

I  det  enklaste  fallet,    ora   f6rskjutningshastigheten  (h) 

3r    konstant,    medgiva    dessa  ekvationer  en  ganska   enkel  tolk- 

dp       ,    d2p 
mng.     Man  har  d£  -jj-  =  A,  -^-j-  =  0 ,   och  dubbelpunkterna  r6ra 

sig  tydligen  pa  samma  satt  som  tva  fritt  rorliga  materiela  mole- 
kyler,  hvardera  med  massan  1,  hvilka  rep  ell  era  hvarandra  med 
en  fcraft,  som  ar  omvSndt  proportionel  mot  avstandets 
3:dje  dignitet  samt  vid  avstandet  1  lika  med  2 a2 A2,  och 
hvilka  vid  avstandet  2  a  erhallit  en  och  samma  begynnelsehastighet 

—  A  i  samma  (utefter  sammanbindningslinien  gaende)  riktning. 

Vid  indirekt  applikation  med  Ot  p&  0  bliva  dubbelpunkterna 
x  =  +  ai  (i  =  V —  1).  Efter  en  forskjutning  p  (positiv  i  den 
positiva  #-riktningen)  av  a^-linien  bestammas  de  av  ekvationen 
x(x  —  p)  -\-  a2  =  0  och  forbliva  saledes  imaginara,  sa  lange  p 
ar  numerisk  mindre  an  2a.  N&r  p  gar  fran  +  2a  till  -f~  °°> 
rora  de  sig  resp.  fran  x  =  a  till  x  =  oo  och  fran  x  =  a  till 
a?=0;  deremot  fran  —  a  till  —  oo  och  fran  —  a  till  0,  da  |> 
gar  fran   —  2a  till  —  oo. 

Vi  satta  liksom  nyss  p  =  ht  och  betrakta  farst  fallet  p2  <  4  a2. 
Da  ar 

1  =  i-{A*±iV4a2  -A2*2}. 

Representera  vi,  pa  vanligt  satt,  komplexa  ,r-vSrden  medelst 
punkter  i  ett  genom  a?-linien  lagdt  plan,  sa  ser  man  latt,  huru  de 
mot  dx  och  <J2  svarande  punkterna  rora  sig  vid  a?1-liniens  likformiga 
foTskjutning.  Satter  man  dx  =  f  j  -\-i*lx,  ^2  ~  f 2  "4"  ^g*  s* 
gfilla  likhetema 

dit d$2 J_  thj1 dijj h%t 


dt         dt         2     '  dt         dt        2  V4a*  —  A*(* 

<*lii  =  «*!l!  rf»iy1  ^d'»?2._        2a»ft» 

«fe»         dt*.  ""    '  <#*  cft»        (V4a>  -A'**) 


s 
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Tydligen    ar    avstandet    mellan    dubbelpunkterna    =  2  r\  t 


Ha2  —  h2t2,  och  deras  rorelse  skulle,  om  hvardera  hade  massan 
1,  framkallas  av  en  timsesidig  attraktion,  omvandt  proportionel 
mot  avstandets  3:dje  dignitet  och  pa  avstandet  1  lika  med  2a2A2, 
forutsatt  tillika,   att  vid  tiden  t  =  0  foljande  betingelser  vore  upp- 

fylda:  f !  =  f 2  =  0,    ^  =  a,   if,  =  -  a,   -^  =  -^  =  —  h, 

-7T  ===  tt  —  0.     De  b4da  punkternas  bana  ar ,   sasom   man  latt 
at         at 

finner  cirkulSr;    hvardera  genomloper  under  tiden  fran  £  =  0  till 

2a 

£=-7-  en  kvadrant  av  cirkeln  f2  +  *72  =  a2.     Hastighetskompo- 

nenten   langs   f-axeln  ar  for  bagge  konstant  =  —  h,  ^-komponen- 

terna  aro  numeriskt  lika  och  vaxa  numeriskt,  tills  punkterna  for 
p=  2a  med  oandligt  stora  hastigheter  sammanstota  i  x  =  a  (eller 
i  a;=-a  f6r  J9  —  —  2a).  Men  i  samma  tfgonblick  flyga  de 
ocksa  med  oandligt  stora  hastigheter  i  sar,  dt  i  den  positiva,  d2 
i  den  negativa  riktningen  av  den  reela  #-linien,  om  vi  halla  oss 
till  fallet  h  >  0.     Rorelsen,  bestSmd  av  likhetema 

dA  =  Y^ht±yhHi-iai)  =  Yiht±r)' 

(r  =  avstandet),    kommer   tydligen    fortfarande   att   kunna   harledas 

2a2A2 

ur  den  attraktiva  kraften  - — ,   men   ar  icke  langre  symmetrisk. 

Begynnelsevilkoren  kunna  uttryckas  sa:  vid  ett  godtyckligt  litet 
avstand  fi  (d.  v.  s.  for  ht  =  Vda2  -f-  e2)  skola  foljande  likheter  galla: 

I  stallet  for  att  betrakta  dubbelpunkternas  rorelse  vid  liniernas 
forskjutning  langs  hvarandra,  kan  man  naturligtvis  inskranka  sig 
till  att  blott  fraga  efter  deras  olika  mojlige  lagen.  Fragan  kan  da 
tydligen  uttryckas  sa:  for  hvilka  a?-punkter  Y  galler  det,  att 
avstandet  till  en  given  punkt  X  forblir  oforandradt  vid  den  projek- 
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tiviska   transformationen   (Xx  Yx  =  XY)?    Det   maste  i   allmanhet 

finnas  tva  sadana  punkter,  den  ena  motsvarande  direkt,  den  andra 

indirekt  applikation.     Om  x  och  y  aro  koordinaterna  for  den  givna 

och  den  sokta  punkten,    bora  de  saledes   antingen  vara  rotter  till 

ekv.  f  (f  —  p)  =  a2  (dir.  appl.)  eller  till  f  (f  —  p)  =  —  a2,  d.  v.  s. 

ay  =  +  a2. 

Den    mot    direkt    applikation   svarande   F- punkten   ar  ailtsa" 

densamma,  som  vid  indirekt  applikation  med  Ox   pa  0  projek- 

tiviskt  motsvarar  punkten  X,  och  tv&rtom;    eller,    hvilket   ar  det- 

_                                                                 x2  +  a2 
samma:    y  =  4-  a^.      De    tillhorande   ^-vardena    aro 

Till  samma  resultat  kommer  man  ocksa  medelst  ekv. 

.   /a2       a2 
x  —  y  =  +    —  —  — 

"\*      y 

som  ar  ett  omedelbart  uttryck  for  fragan  i  den  nyss  anforda  formen. 

Vi  hava  hittills  uteslutit  det  fall,  att  de  oandliga  x-  och 
2^-punkterna  motsvara  hvarandra. 

Sedan  man  i  detta  fall  tagit  ett  godtyckligt  x-origo  (0)  samt 
en  godtycklig  positiv  a?-riktning,  kan  man  valja  a^-origo  (0t)  och 
positiv  tfj -riktning  sa,  att  transformationsformeln  blir 

xx  =  ax,  a  >  0. 

Vid  direkt  applikation  (pos.  xx  utefter  pos.  x)  med  01  pa 
0  blir  den  andliga  dubbelpunkten  tydligen  just  0;  efter  en  (pos. 
eller  neg.)  forskjutning  p  skall  dess  abscissa  d  satisfiera  d  —  p  =  ad, 
d.  v.  s. 

1  —  a 

Vid  konstant  forskjutningshastighet  h  ror  sig   saledes  aven  dubbel- 

h 
punkten  likformigt,  namligen  med  hastigheten .     Om  a  <  1 

gar  den  saledes  i  samma  riktning  som  forskjutningen,  men  hastigare 
an   derma.      For   a  >  1    ror   den   sig   i  motsatt  riktning  med  en 

hastighet,    som   ar   numeriskt  =  A,   allt  efter  som  a  =  2.     Om 

a  =  1,    aro  a^-systemen  kongruenta,    och  for  p  =  Q  ar  hvarje 
a?-punkt  dubbelpunkt,  men  for  p        0  ingen  andlig  punkt. 


i 
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Vid  indirekt  applikation  med  0X  pa  0  och  derpa  foljande 
forskju tiling  kommer  dubbelpunkten  att  best&mmas  av  ekvationen 

1  +a 
och    den    rftr    sig   saledes   alltid   i   samma   led  som  forskjutningen 
men  med  mindre  hastighet. 

Vi  overga  nu  att  betrakta  stralknippen.  Transformations- 
formeln  kan  vid  dem  alltid  bringas  till  formen 

tg  a  .  tg  a±  —  m2, 
om  namligen  a  och  at  betyda  de  vinklar,  som  motsvarande  indi- 
vider  bilda  med  tvanne  initialstralar  OX  och  01X1,  av  hvilka 
hvardera  motsvarar  den  mot  den  andra  vinkelrata  stralen,  och  om 
tillika  de  positiva  riktningarne  for  a  och  ax  valjas  pa  passande 
satt.  Om  systemen  icke  aro  kongruenta  (m  =  1)  finnes  det  tyd- 
ligen  alltid  tva  och  blott  tva  mot  hvarandra  vinkelralta  a-stralar, 
hvilkas  motsvarande  a1-stralar  ocksa  skara  hvarandra  vinkelratt. 
Vi  kunna  alltid  valja  OX  sd,  att  m2  <  1,  hvilket  i  det  foljande 
fihrutsattes. 

Knippenas  applikation  pa  hvarandra  innebar  naturligtvis,  att 
deras  basispunkter  (0,  0±)  och  plan  sammanfalla.  Vi  saga,  att 
applikationen  ar  direkt  eller  indirekt,  allteftersom  positiv 
a-riktning  Qverensstammer  med  positiv  a1-riktning  eller  icke. 

Om  vid  direkt  applikation  initialstralarna  sammanfalla,  be- 
stammas  dubbelstralararna  av  ekv.  tg2d  =  m2  och  ligga  saledes 
symmetriskt  till  OX.  Sedan  man  vridit  Oj-systemet  en  vinkel  q>, 
galler  deremot  ekv. 

tg2  d  —  (1  +  m2)  tg  <p  tg  d  —  m2  =  0, 
och  tangenten  for  vinkeln  mellan  dubbelstralarna  ar 


V(l  +  m2)2  tg2  (p  +  4m2 
—  1-w2 

Den  spetsiga  vinkeln  vaxer  saledes  till  dess  q>  =  90°,  da  stralarna 
aro  vinkelrata  mot  hvarandra,  derefter  minskas  den,  tills  den  f6*r 
9  =  180°  ater  far  det  ursprungliga  vardet  2  arc  tg  m,  o.  s.  v. 
For  ovrigt  inser  man  utan  svdrighet,  att  bagga  stralarna  vrida  sig 
i  samma  riktning  som  aj-systemet  (jfr.  strax  nedan). 
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Skarningspunkterna  mellan  dubbelstralarna  och  en  rat  lime  L, 
som  skar  OX  vinkelratt  pa  avstandet  1  fran  0,  rora  sig  enligt 
ekvationen  strax  ovan  sa,  att  de  standigt  ligga  pa  hvar  sin  sida 
om  OX,  och  rektangeln  av  deras  avstand  derifran  ar  konstant 
«*  m2.  Aven  finner  man  latt,  att  om  vridningen  utfftres  sa,  att 
skarningspunkten  mellan  01X1  och  linien  L  ror  sig  med  konstant 
hastighet  h  (tgq>  =  kb),  dubbelpunkterna  rdra  sig  sa,  som  om  de 
vara  materiela  partiklar  med  massan  1  och  repellerade  hvarandra 
med  en  mot  avstandets  3:dje  dignitet  inverse  proportionel  kraft, 
hvarvid  tillika  fCrutsattes,    att  vid  tiden  t  =  0  hvardera  punkten 

har  hasigheten  —  h(\  -J-  m2)  samt  att  kraften  pd  avstandet  1  ar 

lika  med  2m2  (1  +  m2)2  A2.     Man  har  namligen 

tg  d  =  ±{(l  +  rn2)tg  <p  ±1(1  +  rn2)2  tg2  <p  +  Im2} 

=  y{(l+m')A*±r}, 

d  4    A        *    In  -L     im  4.  (1  +  ™2)»  *'*\      . 
^^*-T|(l+*f)*± J, 

d2  ^    .        .   2m2  (1  +  m2)2  A2 
WtgA~± H ' 

Vid  indirekt  applikation  med  OtXj  utefter  OX  har  man 
£y£  =  +  im.  Dubbelstralarna  bliva  reela,  forst  sedan  aj-systemet 
vridits  en  vinkel  2  arc  tg  m  (ldt  vara  i  positiv  led).  Mot  vridningen 
<p  svarar  namligen  ekv. 

tg*  6  —  (1  —m2)tg<ptgd  +  m2=  0, 

tgd  =  ^-{(l  —  m*)tg(p±V(l  —  m2Y  tg*  <p  —  4m2}. 

For  9?  =  2  arc  ty  m  bildar  den  dubbla  dubbelstrdlen  vinkeln 
arc  tg  m  med  OX;  vid  fortsatt  vridning  vrida  sig  dubbelstralarna 
i  motsatt  led  och  sammanfalla  ater  for  q>  =  180°  —  2  arc  tg  », 
numera  bildande  vinkeln  =  arc  tg  m  med  OX  Vid  godtyckligt 
<p  har  tangenten  for  vinkeln  mellan  dubbelstralarna  vardet 


V(l  —  m2)2  tg2  <p  —  4m' 
1  4"  m2 
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Skarningspunkterna  mellan  dubbelstralarna  och  linien  L  rora 
sig,  om  tg  <p  =  htf  sasom  i  det  analoga  fallet  vid  raka  systems 
forskjutning  pa  hvarandra;  dock  b6r  den  attraktiva  kraften  pa 
avstandet  1  nu  vara  2  m2  (1  —  m2)2  A2,  liksom  ocksa  hastig- 
heternas  begynnelsevilkor  nagot  modifieras. 

De  stralar  (ft)  i  a-knippet,  som  jamte  en  given  strale  (a) 
kunna  bliva  dubbelstraler,  om  de  b&gge  knippena  pa  Iftmpligt  satt 
laggas  pa  hvarandra,  bestammas,  sasom  den  foregaende  framstall- 
ningen  visar,  av  ekv. 

tgatg  0  =  +  w2, 
hvarest    det    ovre    tecknet    motsvarar    direkt,    det    undre    indirekt 
applikation. 

Till  foregaende  enkla  undersokning  ma  fogas  den  anmark- 
ningen,  att  motsvarande  forhallanden  vid  plana  punktsystem 
och  stralknippen  i  rymden  av  naturliga  skal  gestalta  sig  ojam- 
forligt  mindre  enkelt,  samt  att  huvudintresset  dervidlag  torde  falla 
pa  ernaendet  av  en  askadlig  f&restallning  om  de  3  dubbelelementens 
olika  mojlige  lagen  (hvilket  ju  icke  forutsatter,  att  man  gdr  sig 
fiillstandigare  reda  for  deras  ro'relse  vid  systemens  lagefftrandring). 
En  dylik  forestalling  fir  i  sj&lva  verket  ganska  latt  att  vinna. 
Mojligen   torde  forf.  vid  annat  tillfalle  aterkomma  till  dessa  fragor. 


PEINCJPET  AF  DEN  MINDSTE  MODSTAND. 

(af  P.  Vkdel). 


Efter  farst  i  Philosoph.  Magazine  Octob.  1833  at  have  op- 
stillet  dette  for  de  lase  Systemer  saa  vigtige  Theorem,  baserede 
Moseley  i  «The  mechanical  principles  of  Engineering  and 
Architecture14,  London  1843,  en  Jordtryks-  og  en  Hvaelv-Theori 
derpaa,  og  senere  byggede  Rankine  („On  Stability  of  loose 
Earth"  i  Phil.  Trans.  1857,  ogsaa  i  „A  Manual  of  applied  Me- 
chanics* London  1861)  og  Scheffler  (farst  i  hans  tydske 
Bearbejdelse  af  Moseley's  Principl.   of  Engin.   1845,    senere  i  hans 
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„Theorie  der  Gewolbe  und  Futtermauern"  Braunschweig  1857) 
videre  paa  det  samme,  for  den  sidstes  Vedkommende  dog  noget 
modificerede  Princip,  for  hvilket  navnlig  han  forsagte  at  levere 
exakte  Beviser. 

Moseley  udtrykker  dette  nye  statiske  Theorem,  hans  „  principle 
of  least  resistance"  paa  falgende  Maade:  Naar  et  System  af  Kraefter 
er  i  Ligevaegt,  og  deriblandt  findes  et  Antal  Reaktioner,  saa  er 
enhver  af  disse  sidste,  med  Hensyn  til  de  Betingelser,  som  hele 
Systemet  er  underkastet,  et  Minimum.  Hans  Bevis  er  imidlertid 
hverken  ganske  korrekt  eller  fyldestgjerende ,  og  selve  Saetningen, 
som  i  mange  Tilfaelde  er  uklar  og  ufuldstaendig,  er  i  sin  Alminde- 
lighed  heller  ikke  uangribelig. 

Rankine  gik  ud  fra,  at  de  passive  Kraefter  udvikles  efter- 
haanden  som  en  Virkning  af  de  aktive,  men  at  de  efter  saaledes 
sukcessive  at  vaere  voxede,  indtil  de  netop  kunne  konstituere  en 
Ligevaegtstilstand ,  ikke  yderligere  ville  foreges  udover  disse  deres 
mindste  mulige  Intensiteter ;  han  forandrede  senere  sin  Opfattelse 
derhen,  at  det  er  det  totale  Arbejde  af  disse  Reaktioner  ved  en 
infinitesimal  Ligevaegtsforstyrrelse,  der  vil  vaere  et  Minimum. 

Ferst  Scheffler  gjorde  imidlertid  opmaerksom  paa  den  Ube- 
stemthed,  som  Theoremet  rummer,  og  pointerer.  dette.  staerkt  i 
Bevisfarelsen  for  det  i  dets  modificerede  Form,  o:  de  paa  Resul- 
tanten  af  alle  de  aktive  Kraefter  vinkelrette  Komposanter  af  Reak- 
tionerne  ville  vaere  Minimum.  Hans  Raesonnement  er  i  Korthed 
falgende.  Betragtes  et  System  af,  maaske  kun  ved  indbyrdes 
Attraktion,  forbundne  Legemer  (molekulaere  Partikler),  paavirkede  af 
visse  aktive  Kraefter,  hvis  Resultant  er  i7(Fig.  1),  og  Reaktioner,  R, 
fra  et  Antal  faste  Understetninger  Aa,  saa  ere  for  det  ferste  disses 
Angrebspunkter  A  paa  Understotningsfladerne  ubestemte,  og  der* 
naest  kunne  deres  Retninger  variere,  saa  at  Komposanten  Q,  sva- 
rende  til  en  Optosning  af  B  parallel  med  og  vinkelret  paa  H, 
drejer  sig  i  den  paa  H  vinkelrette  Plan.  Ere  imidlertid  de  sidste 
Ubestemtheder  Qernede  ved  andre  Betragtninger,  saa  laerer  n«r- 
vaerende  Princip,  at  af  alle  Systemer  af  Modstande,  hvis  Kompo- 
santer Q  ere  henholdsvis  parallele  med  Qlf  Q2  .  .  .,  gjennem  alle 


15 

mulige  Punkter  A,  af  de  givne  Vederlagsflader,  kan  kun  det 
virkelig  indtraede,  for  hvilket  samtlige  Komposanter  Q  ere  saa  smaa 
som  muligt.  Og  dog  indeholder  atter  dette  en  Ubestemthed,  idet 
der  maaske  ikke  findes  et  enkelt  System,  hvor  alle  Q'eme  samtidig 
antage  deres  absolut  mindste  Vaerdier,  men  flere  saadanne,  hvor 
nogle  Q'er  ere  mindre,  andre  starre,  og  som  med  lige  Ret  maa 
antages  mulige.  For  at  bevise  dette,  taenkes  kun  Vederlagsfladerne 
Aa  bevarede,  men  de  understattende  Legemer  fjernede,  og  i  Stedet 
derfor  anbringes  faste,  uelastiske  Staenger  MN^=-II  og  Ma^zQ 
og  i  uforanderlig  Forbindelse  dermed  andre  aa;  der  vil  da  i  disse 
Staenger  fremkomme  Spaendinger,  som  i  MN  er  27  =  2P  og  i  Ma  t 
er  Qt  etc.,  og  det  uafhaengig  af  deres  Modstandsevne,  idet  Reak- 
tionerne  R  kun  afhaenge  af  de  givne  Legemers  Natur  og  Over- 
fladen  af  Vederlagene  Aa.  .  Gives  derfor  Staengerne  en  til  disse 
Spaendinger  svarende  eller  en  endnu  starre  Styrke,  vil  Ligevaegten 
bibeholdes;  men  gjares  de  alle  svagere,  saa  at  de  netop  kunne 
modstaa  visse  andre  Spaendinger  Q '  <i  Q,  saa  ville  de  alle  brydes, 
og  Ligevaegten  altsaa  forstyrres.  Svare  nu  imidlertid  Komposanterne 
Q!  ^  Q  til  et  andet  muligt  Ligevaegtsystem ,  saa  maa  Staengerne 
alligevel  kunne  vedligeholde  Ligevaegten  og  kunne  altsaa  ikke 
sanderbrydes ,  og  falgelig  maa  de  virkelig  existerende  Kraefter  Q 
vaere  de  mindste  mulige.  Ere  imidlertid  ikke  alle  Q1  <  Q,  men 
f.  Ex.  Q* 2  >  Q2y  saa  vil  ved  Sanderbrydningen  af  nogle  af  Staen- 
gerne ikke  alle  samtidig  komme  til  at  udave  Reaktionerne  Q\  og 
idet  Beviset  da  ikke  gjaelder  mere,  vil  den  ovenomtalte  Ubestemthed 
vaere  tilstede. 

En  umiddelbar  Falge  af  Principet  er  det,  at  naar  Systemets 
og  de  givne  Stettepunkters  Natur  tillader  det,  ville  Reaktionerne 
vaere  9^  H  (o:  Q  =  0);  men  kan  der  kun  ydes  Modstand  i  visse 
andre  Retninger,  eller  virke  visse  indre  Kraefter,  saa  maa  der  ogsaa 
optraede  et  System  af  Kraefter  Q,  der  for  hvert  Punkt  A  giver  R  en 
Retning,  hvori  der  kan  praesteres  Reaktion.  Oplases  nu  imidlertid 
disse  R  (Fig.  2)  i  Komposanter,  p  og  q,  saa  at  pu  p2  . . .  ^  H  ere 
de  Reaktioner,  der  i  farste  Tilfaelde  vilde  fremkaldes,  saa  vil  for 
hvert  Punkt  A  Kraefterne  R,  P,  Q,  p,   q    ligge    i    en   Plan,    og, 
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ligesom  ^'erne  og  H9  ville  ogsaa  y'erne  indbyrdes  vaere  i  Ligevsegt; 
men  er  endvidere,  ligesom  p's  Retning  og  St0rrelse,  ogsaa  j's 
Retning  bestemt,  saa  vil  til  Minimum  af  Q  ogsaa  svare  Minimum 
af  q  eller  af  /_  RAP,  og  derefter  kan  under  disse  Forudssetninger 
Principet  udtales  saaledes:  Vinklerne  mellem  Modstandene  og  Ret- 
ningen  af  Resultanten,  H,  ville  vaere  Minimum. 

Indeholder  Systemet  1  Stattepunkt,  er  Q  =  0,  R  lig  og  modsat 
II;  indeholder  det  2  saadanne,  virker  qt  =  —  q2  i  Forbindelses- 
linien  AXA2,  og  er  der  3,  ville  qt,  q2,  qs  alle  ligge  i  Planen 
A1A2A3  og  skjaere  hinanden  i  samme  Punkt;  er  der  endelig  4 
eller  flere  Understatningspunkter,  fremtraede  de  nsevnte  Ubestemt- 
heder  ved  Theoremet. 

Mod  denne  Scheffler's  rrheori  kan  der  imidlertid  rejses  en  Del 
Indvendinger,  og  navnlig  er  hans  Paastand  om  Trykfordelingens 
Uafhaengighed  af  Understetningernes  Modstandsevne  og  Kombinationen 
af  den  mekaniske  Forestilling  om  Brud  med  saadanne  mathematiske 
Abstraktioner  som  fuldstaendig  uelastiske,  usammentrykkelige  faste 
Legemer  af  en  temmelig  tvivlsom  Natur.  Ere  Legemerne  og  Under- 
stetningerne  elastiske,  det  eneste  der  i  Anvendelserne  har  Betydning, 
vil  det  givne  Bevis  ikke  gjaelde  mere,  og  den  Modifikation  deraf, 
som  Scheffler  for  dette  Tilfaelde  indfarer,  er  ingenlunde  fyldest- 
gjerende.  Medens  de  Saint- Venant  (Gomptes  Rendus  1870)  vaesentlig 
kritiserer  Anvendelsen  af  Principet  og  den  kun  betingede  Overens- 
stemmelse  mellem  Rankine's  derved  fundne  og  de  af  Maurice  Levy 
paa  Cauchy's  Theoremer  baserede  Jordtryksformler,  er  fra  anden 
Side  (v.  Reiche  i  Zeuner's  Givilingenieur  Bd.  VII)  selve  Theoremet 
blevet  staerkt  angrebet  og  underkastet  en  senere  Behandling  i 
Weisbach's  Ingenieur-  und  Maschinen-Mechanik. 

Det  er  kun  i  Tilfaelde,  hvor  de  6  Ligevaegtsligninger  mellem 
Krsefter  og  Reaktioner  ikke  ere  tilstraekkelige  til  disses  Bestemmelse, 
at  Principet  af  den  mindste  Modstand  faar  Betydning  ved  at  levere 
en  yderligere  Betingelse,  der  skal  erstatte  vort  manglehde  Kjendskab 
til  de  indre  molekulaere  Virksomheder  og  altsaa  maa  baseres  paa 
en  Hypothese  om  disse.  Som  saadan  antager  i  Virkeligheden 
Scheffler  lige  saa  vel  som  Rankine  en  sukcessiv  Udvikling  af  Reak- 
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tionerne,  og  det  herpaa  byggede  Theorem  praetenderer  da  at  give 
de  virkelig  existerende,  ikke  de  til  en  Grense-Ligevsegtstilling 
svarende  Tryk,  noget  der  dog  i  Almindelighed  har  mere  theoretisk 
end  egentlig  praktisk  Betydning.  Jeg  skal  nu  forsege  at  paavise, 
hvorledes  Principet  paa  Grundlag  af  en  tilsyneladende  lidt  anden 
Forudsaetning  kan  udledes  i  en  noget  modificeret  Form. 

Betragtes  nemlig  elastiske  (eller  stive,  forsaavidt  man  med 
Clebsch  betragter  Stivheden  som  en  Graensetilstand) ,  af  Molekuler 
bestaaende  Legemer,  understottede  i  et  Antal  Punkter  eller  Flade- 
elementer  ved  elastiske  eller  uelastiske  Vederlagsmasser,  og  antages 
det,  at  den  i  Berering  med  Vederlaget  vaerende  Partikel,  naar  dette 
fjernes,  i  farste  0jeblik  vil  bevaeges  af  en  Kraft  lig  og  modsat 
Reaktionen,  noget  der  t0r  anses  for  en  meget  plausibel  Hypothese 
ved  saadanne  Legemer,  sammentrykkede  eller  strakte  (maaske 
bejede)  som  de  maa  vaere  svarende  til  22,  saa  vil  Principet  kunne 
udledes  som  en  direkte  Konsekvens  af  Gauss'  Tvangslov. 
Opleses  Resultanten  II  af  alle  de  ydre  Kraefter  i  dermed  parallele 
Komposanter  p  (Fig.  3)  gjennem  Stattepunkterne  A  og  Trykkene 
i  disse  R  i  de  samme  Kraefter  p  og  et  System  af  andre,  q,  saa 
maa  alle  disse  q'er,  da  ifstat.  p  =  H,  tilsammen  holde  hinanden  i 
Ligevaegt.  Dersom  nu  ikke  Systemet  var  bundet  ved  mulig  til- 
stedevaerende  indre  Spaendinger  og  dets  egen  eller  Understetning- 
ernes  saeregne  Natur,  saa  vilde  ved  disses  Fjernelse  Molekulerne 
A  bevaeges  af  Kraefterne  p,  lige  store  med  og  modsatte  de  i  saa 
Fald  optraedende  Reaktioner;  men  Understetningerne  have  frem- 
kaldt  en  Tvang  ved  de  frembragte  Kompressioner  (Extensioner)  i 
Retningerne  q,  og  denne  Tvang  vil  nu  bevirke,  at  A  bevaeges  af 
Kraften  R  i  Stedet  for  af  p.  Men  felgelig  kunne  Molekulerne 
Av  A2  .  .  .  betragtes  som  et  System  af  indbyrdes  forbundne 
Partikler,  for  hvilke  p  ere  de  ydre  Kraefter,  R  de  effektive  og 
—  q  de  paa  Grand  af  Tvarigen  tabte;  d'Alembert's  Princip 
vil  vaere  tilfredsstillet,  -Tstat  (—  q) ,sss0,'  og  Gauss'  Theorem  giver: 

2 1—  qt*  J    =  Min.,  hvoraf : 

2  q2  *=*  Min., 

Rtekke  V.    Aar^ang  %.  2 
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der  under  Forudsaetning  af  Formforandringernes  Proportionalitet 
raed  de  virkende  Krafter  vil  kunne  udtrykkes  som  Principet  af  det 
mindste  Arbejde. 

Det  er  herved  forudsat,  at  p'erne  have  bestemte  Vaerdier,  i  modsat 
Fald  ville  de  af  Scheffler  fremhaevede  Ubestemtheder  atter  optrsede 
her,  idet  for  ethvert  System  af  p'ev  de  tilsvarende  q'er  skulle 
opfylde  Minimumsbetingelsen.  Ved  at  optese  H  i  et  hvilket  som 
heist  andet  System  af  ikke  parallele  Kraefter,  d>,  som  vilde  repra- 
sentere  Trykkene,  saafremt  kun  nogle  af  Tvangsbetingelserne  vare 
tilstede,  vilde  man  paa  lignende  Maade  kunne  finde  2q2  =  Min., 
som  udtrykker,  at  de  avrige  Betingelser  ville  frembringe  Kompo- 
santer  q,  hvis  Kvadratsum  er  Minimum.  Dannes  Understetningerne 
ikke  af  Punkter  men  af  Flader,  og  kjendes  for  hver  af  disse 
Angrebspunktet  af  de  elementaere  Reaktioners  Resultant,  saa  vil 
man  atter  for  Komposanterne  q  af  disse  Resultanter  finde  Theoremet 
gjaeldende,  idet  da  blot  hver  Vederlagsflade  betragtes  som  et  hele; 
kjendes  derimod  ikke  Angrebspunkterne ,  maa  hver  Molekule  be- 
tragtes som  en  Understetning  for  sig. 

For  kun  1  Understotningspunkt  giver  Ligevaegtsbetingelsen: 
j  =  0,  for  2  saadanne  faas  af  denne  og  Minimumsbetingelsen: 
q1  =  —  q2  =  Min.;  for  3  endelig  maa  q19  q2,  q8  ligge  i  Planen 
A1A2A8,  gaa  gjennem  samme  Punkt  og  danne  en  lukket  Kraft- 
polygon  (Fig.  4),  der  stedse  forbliver  ligedannet,  naar  g'ernes  Ret- 
ninger  ikke  forandres,  og  Minimumsfordringen  til  2q2  vil  da  vsere 
identisk  med  Betingelsen  qx  =  aq2  =  /$qs  =  Min.  I  alle(tre  Til- 
faelde,  de  for  Anvendelserne  vigtigste,  er  altsaa  Principet  det  samme 
som  Schefflers,  og  det  vil  ogsaa  let  indses,  at  den  opstillede  Hypo- 
these  i  Virkeligheden  ikke  er  meget  forskjellig  fra  den  om  en 
sukcessiv  Udvikling  af  Trykkene,  idet  disse  successive  ville  voxe 
med  den  voxende  Kompression. 

Der  er  imidlertid  et  Forhold,  der  vel  er  vserdt  at  laegge 
Maarke  til,  og  som  faar  stor  Betydning  ved  Anvendelsen  af  Principet 
saavel  i  den  aendrede  som  i  den  af  Scheffler  opstillede  Form, 
nemlig  Indflydelsen  af  den  Maade,  hvorpaa  Systemet  oprindelig  er 
anbragt  i  den  Stilling,  det  har,  idet  der  herved  kan  vaere  indbragt 
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deri  visse  indre  Spaendinger,  hvorved  nogle  af  Reaktionerne  under- 
kastes  specielle  Betingelser,  men  om  hvilke  man  ikke  kjender 
Besked  uden  at  kjende  Anbringelsesmaaden ;  ere  de  givne,  giver 
Principet  atter  den  rigtige  Losning,  men  ere  de  ubekjendte  eller 
tages  de  ikke  med  i  Beregningen,  giver  det  falske  Resultater.  Dog 
vil  hyppig  Rystelser  og  de  ved  saadanne  fremkomne  infinitesimale 
Bevaegelser  ophaeve  disse  Spaendinger  og  tilvejebrihge  de  normale 
Forhold. 

Principets  Anvendelse  i  Hvaelv-  og  Jordtrykstheorien  er  det 
ikke  her  Stedet  at  gaa  naermere  ind  paa  (Indvendinger  i  Westphal 
og  FoeppFs  Udgave  af  Navier's  Baumechanik) ;  derimod  skal  jeg 
tillade  mig  ved  Hjaelp  deraf  lidt  naermere  at  behandle  et  Exempel 
af  Prof.  Jul.  Petersen's  Statik  (Opgave  103),  som  for  nylig  Prof. 
Zeuthen  i  dette  Tidsskrifts  6te  Hefte  Aarg.  1886  har  benyttet  til 
at  akcentuere  Forskjellen  mellem  de  „faktiske  Gnidningskoefficienter" 
og  de  som  wGnidningskoefficienter*  i  daglig  Tale  betegnede  sterste 
Vaerdier  af  disse. 

En  homogen  Stang  AB  (Laengde  =2/,  Vaegt  =  V)  stetter 
mod  den  horizontale  Plan  OA  og  den  vertikale  OB  (Fig.  5), 
Friktionskoefficienterne  (de  starste)  ere  [i  =  tg<p  og  jux  ==  tg<plt 
Graenseligevaegtstillingen  (flmin.)  sages. 

For  Almindeligheds  Skyld  antages,  at  Stangen  er  anbragt  med 
en  vis  Begyndelsesspaending   L,    R   og  Rt    ere   de   faktiske  Reak- 

V 

tioner,   r  og  r±  Resultanterne  af  L  og  — ,  samt  d,  tft  og  a,  at 

de  respektive  Vinkler  med  Planerne.     Idet  Figuren  let  giver: 

2  tg  v  =  tg  #  —  cot  &19 

faas  Graensevaerdien  i?min.  for  tg  &  =  Min.  og  cot  #x  =  Max.,  altsaa 
for  #  og  #!  saa  smaa  som  muligt.  Da  der  imidlertid  for  Ligevaegt 
nedvendigvis  af  Planerne  maa  udaves  Tryk  i  Retning  af  Stangen, 
som  ere  5>  Ly  maa  altid : 

L  cos  v 


&  <  a     og     &!  >.  ati  =  arc  tg 


V 

—  —  Lsin  v 
2 


og  felgelig 

'  2* 
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«Mnin.  —     g    —  *Pi       «^imiii.  — 
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ai  >  y  —  Pi' 
y- Vi  >«i» 


hvoraf  umiddelbart  falger 

1  —  /^u,  F 

£tf  tfmin.  = t: naar  i>  <  -r-, ; — : — 7, 

y  2/i  2  {jll1  cos v  +  sm v) 

'                                            1  —  ju  .  cot  al 
medens   man   ved   Indsaetning  i  Udtrykket  tg  v  = - 

af  Vserdien  af  cot  al9  faar  en  Ligning  til  Bestemmelse  af  rmin.: 

I*V  _  V 

cos  i?min.  —  jusin  tfmin.  =  TTf,  naar  1/  > 


2  L'  2  (/«*!  cos  v  +  swt  f) 

Skjent  den  egentlige  Opgave  hermed  er  Last,    skal  dog  endnu 

de    til    et    givet  v  svarende    faktiske  Reaktioner  og  Gnidningsmod- 

stande  bestemmes  ved  Hjaelp  af  Principet  af  den  mindste  Modstand, 

der  laerer,    at  Vinklerne  ft  og  ftx   ville    afvige  saa  lidt  som  muligt 

fra  a  og  alf  idet  dog  stedse  ft  >  -  —  <p  og-  —  <px  <ftx<^  +  <Pv 

For   saa   vidt   nu   a   og   at   opfylde  disse  Betingelser,    vil  #  =  a, 

ft±  =  ax',  er  derimod  a  <.  — 9?  eller  04  >  -tt  +  ^h  vil  Lige- 

vaegt  vsere  umubg,  og  kun  naar  a  >  — 97,  ax  <  — - q?ly  kan 

et  yderligere  Tryk   g   i    Stangens  Laengderetning   fra   hvert   Under- 

7t 

statningspunkt  imod  det   andet    forage  ft±   til  — q?x.     Falgelig 


viHe  rUdtrykkene  B  =    n  ._.  og  i?t  =     j ~         '7  *  de  fak- 

tiske Friktionskoefficienter  jU'  og  /u't  vaere 

Lcosv  t  ±  2 

2     y 
naar  dette  giver  /*'</*  og  ~  /*1  <  yu't  <  fil9  men 

1  _  1  ,         , 

fX~Zt9v  +  tg<p1~Vtgv  +  fi1i  ^  i  =#Pi  =^i' 

F 

•    *  r ' v*  • 

Lcosv        ^            2  .  ,    _n 

naar  -^ <  /a  og = >  yu- ,  og  intet  andet  Til- 

v    1   t   .  X/  co*  t? 

2     ! 


21 

felde  kan  give  Hvile.      Specielt  vil  L  =  0  tilfredsstUle  de  sidste 
Betingelser. 

Det  her  betragtede  Exempel  vil  iavrigt  ganske  godt  illustrere 
Betydningen  af  den  Maade,  hvorpaa  Modstandene  forst  ere  kaldte 
til  Live,  idet  de  derved  frembragte  Initialspaendinger  blive  at.tage 
med  i  Beregningen.  De  ovenfor  fundne  Resultater  ere  saaledes 
utvivlsomt  rigtige,  naar  ved  Stangens  Anbringelse  ingen  fremmede 
Kraefter  ere  indfarte,  idet  man,  understettende  den  i  dens  to 
Endepunkter  eller  i  Tyngdepunktet,  har  bevaeget  den,  indtil  den 
i  Stillingen  AB  netop  samtidig  berarer  A  og  B,  og  f0rst  da  har 
fjernet  Understetningerne  og  med  det  samme  de  ydre  Tryk,  der 
have  frembragt  Spaendingen  L.  Antages  for  Simpelheds  Skyld  L 
kun  at  hidrare  fra  Anbringelsesmaaden,  saa  vil  i  disse  to  Tifaelde 
under  Anbringelsen  de  indre  Spaendinger  i  Stangen  grafisk  kunne 
fremstilles  ved  Fig.  6  og  7,  hvori  de  vinkelret  paa  AB  afsatte 
Ordinater  paa  hvert  Sted  angiver  den  straekkende  (trykkende)  Kraft, 
og  ifelge  Hooke's  Lov  vil  da  Stangens  Totalstraekning  i  begge  Til- 
faelde  vaere  Nul,  hvortil  svarer  Lnitialspaendingen  L  =  0.  Ander- 
ledes  bliver  derimod  Resultatet,  naar  man  farst  stetter  Stangen 
mod  A  og  derpaa,  udavende  et  paa  denne  vinkelret  Traek  i  dens 
andet  Endepunkt,  lader  den,  paavirket  af  Tyngdekraften ,  dreje  sig 
om  A,  indtil  B  tager  paa,  eller  naar  man  f.  Ex.  holder  den  under 
Heldningen  v  ved  et  vandret  Traek  i  dens  evre  Endepunkt,  indtil 
den  vandrette  Plan,  der  bserer  det  andet  Endepunkt  og  antages 
forskydelig,  er  skudt  saa  langt  frem,  at  dette  falder  i  A;  i  disse 
Tilfaalde,  for  hvilke  Fig.  8  og  9  repraesentere  Spasndingerne, 
vil    til    Totalkompressionen    (prop,    med    Arealet    af   Spaendingsdia- 

V  V 

grammet)  svare  henholdsvis  L  =  —  sin  v  og  L  =  —  sin  v  -f- 

~z — : =  —  cosec  v.   og  almindelig  vil,   naar  Traekket  i  B  ud- 

2    stnv  2  '     6  8 

V 
ever  et  Tryk  Tefter  Stangens  Laengderetning,  L  vaere  lig  T-\-  -r-  sin  v. 

Resultanterne    r   og   rx    ville,    som    det  umiddelbart   var  at  indse, 
vaere  de  samme  som  de  under  Slutningen  af  Anbringelsen  virkende 


M 

Tryk,    fra    hrilke    altsaa   Reaktionerne    ville    afvige    saa    lidt   som 
muligt. 

Det  tikerjes  endnu  blot,  at  Bojningen  af  Stangen,  for  saa  vidt 
dennes  Tykkelse  ved  A  og  B  ikke  er  forsvindende ,  vil  faa  Be- 
tydning  ved  Bestemmelsen  af  Reaktionernes  Angrebspunkter. 


EXAMENSOPGAVER. 


Aim.  Forberedelsesexamen.    Juni— Juli  1887.    (Sygeexamen). 

Praktisk  Regning. 

1.  En  Mand  vil  rejse  i  6  Uger  saaledes,  at  han  opholder 
sig  10  Dage  i  Tyskland,  12  Dage  i  Frankrig  og  20  Dage  i 
England.  Han  regner  at  bruge  pr.  Dag  i  Frankrig  1^  og  i  England 
1^  Gange  saa  meget  som  i  Tyskland.  Inden  sin  Afrejse  skaffer 
han  sig  i  hvert  af  de  3  Landes  Mant  det  Beleb,  han  beregner  at 
bruge  der  i  Landet,  hvortil  medgaar  900  Kr.,  idet  Omkostningerne 
ved  Vexlingen  ere  -^  pCt.  af  den  vexlede  Sum.  Hvor  stort  et 
Beleb  i  hvert  af  de  3  Landes  Penge  rejser  han  ud  med? 
(1  Reichsmark  =  90  0re,  1  Franc  =  72  0re,  1  Pund  Sterling 
=  20  Shilling  a  12  Pence  =  18  Kr.). 

Opl.      1001  :  1000  =  900  :  v,  v  =  899,10  Kr. 

=  Y^=r^;  x  +  y  +  z=  899,10, 
x         y         z        899,10 

¥      3=T=-Tf-  =  81'736- 

x  =   163,47  =   181,63  Rm. 

y  =  245,21   =  340,57  fr. 

z  =  490,42  =  27  Lstr.  4  sh.   11  d. 

2.  Under  45  Graders  Bredde  vil  et  Pendul  af  Laengden 
0,99353  Meter  have  en  Svingningstid  =  1  Sek.  Hvor  stor  er 
Tyngdens  Akceleration  g  i  danske  Fod  paa  samme  Sted?  (Naar  et 
Pendul   af  Laengden    /    har   en   Svingningstid    af   t    Sek.,    gjaelder 


x 
10 
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m  t  =  n  \J — . 


Ligningen  t  =  n  V — .      1   Meter  =  3,1862  danske  Fod.) 

r   9 

Opl.     g  —  tiH  =  n*  .  0,99353  .  3,1862  danske  Fod. 
2  log  7i  =  0,99430 


log  0,99353  =  9,99718 
log  3,1862  =  0,50328 


g  =  31,244  danske  Fod. 


1,49476 


Mm.  Forberedelses-  og  IV.  Masses  Examen.    Januar  1888. 

Arithmetik. 

1.  A,  B  og  G  arve  3  Summer,  der  tilsammen  udgjare 
3000  Kr.  Efter  nogen  Tids  ForLab  have  de  af  Arven  kun  2840  Kr. 
tilbage,  idet  A  og  B  have  tabt  henholdsvis  10  og  15  pCt.  af  deres 
Arveparter,  medens  G  har  vundet  10  pGt.  De  Summer,  de  have 
tilbage,  saette  de  ud  paa  Rente,  A  og  B  til  4  pCt.,  G  til  5  pGt. 
aarlig,  hvorved  deres  samlede  aarlige  Renteindtsegt  bliver  124,60  Kr. 
Hvor  meget  arvede  hver? 

2.  Dan  den  Ligning,  hvis  Rodder  ere  de  3die  Potenser  af 
Radderne  i  Ligningen 

x2  —  4a:  +  1  =  0. 

3.  Find  x  af  Ligningen 

{log  x  +  2,451)6  =  -  0,011. 

Opl.   1.  a  +  y  + *  =  3000,  (a) 

0,9a:  +  0,85y  +  1,1  z  =  2840,  (b) 

0,036a;  +  0,034y  +  0,055*  =  124,60,  (c) 

100(b)  -  2000(c)  giver  18#  +  17y  =  34800, 
55  (a)  -  1000(c)  .  .  19a?  +  21y  =  40400, 
x  =  800,  y  =  1200,  z  —  1000. 

Opl.  2.  Naar  x2  —  4x  +  1  =  0  har  Redderne  a  og  /?, 
saa  er  a  -f-  ft  =  4,  afi  =  1, 

hvoraf    a8  -f  08  =  (a  +  #8  —  3a/?  (a  +  p)  =  52,  a8  £8  —  1, 
altsaa  er  den  segte  Ligning 

y*  —  52y  +1=0. 
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Opl.  3.     Man  faar 

logx=  —  V0,011  -  2,451  —  —  0,40577  —  2,451 
eller  log  x  =  0, 1 4323  —  3, 

a?  =  0,0013907. 

Geometri. 

1.  Der  er  givet  Siderne  a,  b  og  c  i  en  Trekant.  Find 
Afstandene  fra  Siden  a's  Midtpunkt  til  dens  og  dens  Forlaengelses 
ftoringspunkter  med  Trekantens  4  Be.raringscirkler,  og  vis,  at  disse 
Afstande  kunne  udtrykkes  alene  ved  b  og  c. 

2.  Konstruer  et  Kvadrat,  hvori  Forskjellen  mellem  Diagonal 
og  Side  er  lig  en  given  Laengde  d. 

3.  1  en  Cirkel  har  den  Bue,  hvis  Gradeantal  er  18°,  Laengden 
1  Fod.  Find  Girklens  Radius  samt  Arealerne  af  den  Sektor 
(Udsnit)  og  det  Segment  (Afsnit),  der  begraenses  af  Buen. 

Opl.  3.        r  =  ,036^     =  —  =  3,1831  Fod. 
r  18.2rc         n 

5 

Sektoren  =  —  =  1,5915  Kvfod. 

71 

Segmentet  = — —  r2  =  1,5915  — — 

7i  2         4  Sn2 

=  1,5915  —  1,5656  =  0,0259  Kvfod. 

Praktisk   Regning. 

1.  En  Mand  forskriver  fra  Frankrig  24  Kasser,  hver  inde- 
holdende  60  Flasker  Vin;  Indkjebsprisen  pr.  Flaske  er  for  6  af 
Kasserne  6,25  Francs,  for  14  af  Kasserne  4,75  Francs,  for  de 
andre  4  3,20  Francs.  Transporten  til  Kjebenhavn  koster  176,12 
Reichsmark,  og  inden  ban  faar  Vinen  udleveret,  maa  han  i  Om- 
kostninger  betale  2|  pCt.  af  den  bele  bidtil  udgivne  Sum,  samt  i 
Told  33^  0re  pr.  Flaske.  Hvor  meget  har  han  ialt  betalt  i 
danske  Penge  pr.  Flaske  for  hver  af  de  3  Slags  Vin,  naar  Ud- 
gifterne  med  Undtagelse  af  indkjebsprisen  fordeles  ligetig  paa 
Flaskerae? 

100  Francs  =  72  Kroner.     100  Reichsmark  =  88,15  Kroner. 
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2.  En  By  har  50830  Indbyggere,  dens  Forstad  15465.  I 
10  Aar  voxer  Byens  Folkemaengde  med  2  pCt.  aarlig,  Forstadens 
med  6  pCt.  aarlig;  hvor  mange  Indbyggere  have  de  tilsammen 
efter  10  Aars  Forlab?"  Hvis  Foregelsen  i  Folkemaengde  i  de  10 
Aar  var  fremkommen  ved,  at  deres  samlede  Indbyggerantal  hvert 
Aar  var  voxet  med  x  pCt,  hvor  stor  maatte  saa  x  vaere? 

I  Besvarelsen  skal  medoptages  saa  mange  Mellemresultater  og 
Udregninger,  at  Fremgangsmaaden  tydelig  kan  ses. 

Opl.  1.    6  .  60  .  6,25  Fr.  =  2250  Fr. 

14  .  60  .  4,75  —  =  3990  — 

4  .  60  .  3,20  —  =    768  — 

Indkj0bspris  =  7008  Fr.  =  5045  Kr.  76  0re. 
Transport  =  176,12  Rmk.  =    155   —  25   — 


5201  Kr.  01  0re, 
heraf  2£  pCt.  =     130-03    — 


5331  —  04    - 
5045  —  76    — 


Omkostninger     285  Kr.  28  0re,  foruden  Told, 
eller  pr.  Flaske  19,8  0re, 
Told  33,3   — 

giver  et  Tillaeg  af  ialt  53,1   0re  pr.  Flaske. 

Da  Indkjabsprisen  i  Kronement  pr.  Flaske  af  hver  af  de  tre 
Sorter  er  henholdsvis 

4  Kr.  50  0re,  3  Kr.  42  0re  og  2  Kr.   30,4  0re, 
blive  de  S0gte  Priser  altsaa 

5  Kr.  03  0re,  3  Kr.  95  0re  og  2  Kr.  83  0re. 

Opl.  2. 

50830.  1,0210+  15465.  1,0610  =  61961  +  27698  =  89659. 

/  x  \10 

89659  =  66295  ( 1  +  —  ]     giver  x  =  3,06  pCt. 
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Afgang8examen  til  Univereitetei    Januar  1888. 

Arithmetik. 

1.  En  Brek  udvikles  paa  saedvanlig  Maade  i  Kjaedebrek,  kun 
at  man  stadig  som  ufuldstaendige  Kvotienter  tager  de  naermest 
he j ere  hele  Tal,  saa  at  Kjaedebreken  faar  Formen 

a<>  ~;r     * 

Hvorledes  beregnes  efterhaanden  Konvergenterne,  og  hvorledes 
kunne  disse  Kjsedebreker  anvendes  til  Lesning  af  den  ubestemte 
Ligning 

ax  —  by  =  1  ? 

2.  Af  en  vilkaarlig  Sterrelse  x0  beregnes  efterhaanden 
x\*  xn  xsy  xi ved  Formlen 

*w+l  =  a  -  j^l  (n  =  0,  1,  2,  3  . . . .). 

Angiv  de  Relationer,  der  maa  findes  mellem  a  og  d,  for  at  derved 
skal  faas  identisk  enten  x2  =  x0  eller  xz  =  x0  eller  a?4  =  x0. 

Opl.  1.  Idet  man  gaar  frem  som  ved  aim.  Kjaedebreker, 
finder  man 

Vn  =  an!t*-l  -  yn-2>  zn  =  anzn-\  ~  zn— to 

hvoraf  udledes  y*— l  zn  ~~  !fnzn— 1  =  *» 

der  for  den  ubestemte  Ligning  giver  x  =  yn__j;  y  =  £n__i,  naw 

a— *,,  6  =  yi|. 

Opl.  2.     Skrives  Ligningen 

og  saettes 

faar  man 

1                         1                             1 
?«+l  —  o  -  —  =  o —  =  a o.s.t., 

• "  o a  —  —  1 


*n-2 
x^  kientisk  %  urd  givw  jr}  identisk  lig  y0. 
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1  (a»  —  l)«0-a 

altsaa  y0  =  a = '-*£■ , 

a  -  —  ay°  ~  * 

der  bliver  identisk  for  a  =  0. 
Paa  lignende  Maade  faas 

_  q(q*  __2)y0  _(ql  ...  t) 

yo-y3         (a2_1)yo^a     > 

f  +  1 

der  bliver  identisk  for  a  =  { 

_       _  (a4  —  3a2  +  l)y0  —  (a8  —  2a) 

°&        yo— ?4-       (a3  _2a)yo_a2  +  1 

der  bliver  identisk  for  a  =  0  og  a2  =  2. 


Beregningsopgave. 

I   en   sfaerisk  Trekant  ABC  med  Siderne   (udtrykte   i   Grader) 
a,  by  c,  har  man 

A  i  /sin  (s  —  b)  sin  (s  —  c) 

2         V       sins  sin  (s  —  a) 

og  de  analoge,  hvor  s  betyder  Sidernes  halve  Sum. 

Beregn   Forskjellen   mellem  Arealet   af  den   sfaeriske   Trekant 

ABC,  hggende  paa  en  Kugle  med  Radius  1  og  den  plane  Trekant 

med  de  samme  Vinkelspidser,  idet 

a  -=  32°  16';  b  =  26°  12'  20";  c  =  38°  44'. 


Geometri. 

1.  Et  regulaert  Tetraeder  kan  ved  Drejning  om  forskjellige 
Axer  bringes  til  at  dsekke  sig  selv;  hvor  mange  saadanne  Axer 
gives  der,  og  hvorledes  ere  de  beliggende? 

2.  Fra  Punktet  A  med  Koordinaterne  x  og  y  traekkes  en 
Linie,  der  skjaerer  Ellipsen 


x*         "« 


i  Punkterne  B  og  C.      I  hvilken  Retning  skal  Linien  traekkes,   for 
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at  Produktet  AB .  AC  skal  blive  saa  lille  som  mulig?  A  antages 
at  ligge  uden  for  Ellipsen,  og  der  tages  intet  Hensyn  til,  om 
Skjaeringspunkterne  ere  reelle  eller  imaginaere. 

3.  Konstruer  en  Trekant  af  Hajden  og  Medianen  til  en  Side 
og  denne  Sides  modstaaende  Vinkel. 

Kandidaten  kan  efter  Behag  lese  Opgaven  ved  geometrisk 
Konstruktion  eller  gjennem  Beregning. 

Opl.  1.  Ved  Drejning  et  helt  Antal  Omdrejninger  om  en 
vilkaarlig  Axe  bringes  ethvert  Legeme  tilbage  i  dets  oprindelige 
Stilling;  bortses  fra  disse  Drejninger,  faa  vi  felgende: 

En  Kant  AB  drejes  om  paa  CD;  Drejningsaxen  maa  da 
vaere  Skjaeringslinie  for  to  Planer  vinkelrette  paa  Midten  af  AG 
og  BD;  en  saadan  Skjaeringslinie  maa  enten  vaere  en  Hejde  eller 
en  Linie  gjennem   Midtpunkterne  af  2   modstaaende   Kanter.     Der 

bliver    derfor    4    Axer    med   Drejninger,    der    have   Perioden    — , 

o 

3  Axer  med  Drejninger,  der  have  Perioden  n, 

der  bliver  saa  lille  som  mulig,  naar 

cos2  a    .    sin2  a        1     .      .   .     /  1  1 


a2  b2  a2  \b2       a2 

er  saa  stor  som  mulig.  *  Dette  indtraeffer  for  sin  a  =  1 ,  altsaa  for 
en  Linie  parallel  med  den  lille  Axe. 

3.  Lad  Trekanten  vaere  ABC,  hvor  AC  er  den  givne  Side. 
Forlsenges  Medianen  BD  til  E,  hvor  BD  =  DE,  bliver  Z  BCE 
Supplement  til  den  givne  Vinkel  B.  Konstruktionen  bliver  da 
falgende: 

/\  BFD,  hvor  BF  er  Hajden,  konstrueres,  E  bestemmes,  og 
C  findes  nu  som  Skjaeringspunkt  for  FD  og  en  Bue  over  BE, 
rummende  Z  BCE. 


Projektionstegning. 

En   ret   cirkulaer  Cylinder  med  et   indskrevet  regulaert  6-sidet 
Prisme    fremstilles   ved   sine   Projektioner .    idet  Gylinderens  Frem- 
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bringer  ikke  er  parallel  med  nogen  af  Billedplanerne.  Dernsest 
konstrueres  Sporene  af  en  Plan,  der  rarer  Gylinderen  langs  en  af 
det  indskrevne  Prismes  Sidekanter. 


L0SNING  AF  OPGAVEENE  268,  491,  553,  555. 


263.     Hvorledes  kan  man  af 


,        1  1  -x 

1  —  x  x 


udlede 


(x  +  —^ co* -)'=  -  27  (p  -co)(p-  co*)*, 

\  1  ——  X  X      I 

naar  co  er  Rod  i  Ligningen  co2  -f-  co  -\-  1  =  0. 
Man  har 
.      co  «1—  x  x3-\-(co2  —  l)x2  —  {co-\-^co2)x-{-co2 

x-\ — ■ CO* 


1  —x  x  x{\  —  x) 

og,  da  co2  +  co  -f-  1  =  0,  kan  Taelleren  reduceres  til 

xs  -[- (a)2  _  i)a;2  _  (ft)2  __  l)a;  +  co2  =(a;  +  co2)(a;2  --#+1) 

=  0»  +  a>2)2(:r  +  a>); 
felgelig  er 


/     ,       a>  1—  x\s  (x  +  co)8 

hr  +  - —  a>2 =  —  — - 

V         1  —  x  xl  x(l  —  x) 

Nu  er 

(s+co)8       a?8+3coa?2+3co2a;  +  co8 
x(l—  x)  x(l  —  x) 

xs  +  3cox2  —  3(1  -\-co)x+ 1       Xs  —  3a?+ 1 


\x  +  co2)3 
a?  (1  —  a;) 


2 


3co=3(p-— co), 


#(1  —  #)  #(1  —a?) 

idet  man  benytter  den   givne  Ligning    til  Bestemmelse    af  p,    og 
analogt  faar  man 

(x  +  co2)* 


x  (1 "  —  x) 
saa  at  altsaa 


=  3  (p  -  co2), 


(a?  +  --^ co2  - -V=  -  27  0>  -  co)  {p  -  co2)2. 

(A.  S.  Bang). 
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491.  Fodpunkterne  af  de  vinkelrette  fra  et  Punkt  P 
af  en  Cirkelperiferi  paa  Siderne  af  en  indskreven  Trekant 
ligge  paa  en  ret  Linie  (Simsons  Linie).  Man  seger  Ind- 
hyllingskurven  for  denne  Linie,  idet  Punktet  P  glider  paa 
Periferien. 

Bruger  man  retvinklede  Koordinater  og  tager  Begyndelsespunkt 
i  en  af  Trekantens  Vinkelspidser ,  Axer  i  Halveringslinierne  af 
Vinklerne  mellem  de  to  sammenstodende  Sider,  da  kan  Girklens 
Ligning  vsere 

#2  +  y2  —  2a#  —  2  by  =  0 
og  Ligningen  for  Sideparret 

Ax2  +  By2  =  0. 
Tegnes  nu  en  Cirkel  over  en  Korde  fra  Begyndelsespunktet  som 
Diameter,  saa  vil  dens  Skjaeringskorde  med  Sideparret  vaere  en 
Simsonsk  Linje;  er  nu  Ligningen  for  en  saadan  Cirkel  x2  4-  y2  — 
%px  —  2gy  =  0,  saa  kan  man  finde  Skjaeringskorden  med 
Ax2  •  f-  By2  =  0  ved  at  bestemme  X  i  Ligningen  x2  -\-  y2  —  2j*r 
—  2?y  +  k  (Ax2  +  By2)  =  0,  saaledes  at  venstre  Side  indeholder 
venstre  Side  i  px  +  qy  =  0 ,  Ligningen  for  Tangenten  til  Cirklen 
i  Begyndelsespunktet,  som  Faktor;  man  finder  da,  at  den  Simsonske 
Linie  er  (A  —  B)  {px  —  qy)  —  2  (Aq2  +  Bp2)  =  0.  Da  nu 
Centret  (p%  q)  beskriver  en  Cirkel  ligedannet  med  den  givne  i 
Forholdet  i  og  med  Begyndelsespunktet  til  Lighedspunkt,  saa  har 
man  p2  +  ?*  =  <*P  +  bq;  den  Simsonske  Linie  bliver  da 
(A  -  B)  (px  -  qy)  (p2  +  q2)  -  2  (Aq2  +  Bp2)  (ap  +  bq)  =  0. 
Da  denne  Ligning  er  homogen  af  3die  Grad  med  Hensyn  til  p  og 
q,  saa  maa  Linien  indhylle  en  unikursal  Kurve  af  3die  Klasse;  da 
Linien  for  to  Vwrdier  af  p  :  j,  bestemte  ved  p2  -f-  q2  =  0,  falder 
uendelig  fjenu  saa  har  Kurven  en  Dobbelttangent  i  den  uendelig 
(jerne  rette  Linie;  Raringspunkterne  bestemmes  ved  at  px  —  qy 
ska!  wre  Faktor  i  />a  +  q2.  altsaa  x2  -4-  y2  =  0;  de  blive  altsaa 
de  uendelig  fjerne  Cirkelpunkter.  Den  sagte  Kurve  er  altsaa  en 
cirkuUer  Kurve  af  4de  Orden  med  3  Spidser  og  med  den  uendelig 
(Jerne  rette  Linie  til  Dobbelttangent;  den  er  da  en  Hypocykloide. 

(Ligningen  for  den  Simsonske  Linie  viser  fonrvrigt,   hvorledes 
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man  pa*  en  meget  simpel  Maade  kan  konstruere  en  saadan  Linie 
med  en  given  Reining).  (E    c    Valentiner). 

553.  Konstruer  en  Trekant  af  den  Linie,  der  deler 
en  Vinkel  i  to  Stykker,  der  forholde  sig  som  1  :  2,  dens 
Vinkel  med  den  modstaaende  Side  og  Forholdet  mellem 
de  Stykker,  hvori  den  deler  samme. 

(A.   S.  Bang). 

Lad  ABC  vaere  den  segte  Trekant  og  CD  den  Linie,  der 
deler  Z  C  saaledes,  at  Z  BCD  =  2  .  Z  ACD.  Drejes  DA  om 
DC  hen  i  Stillingen  DAlf  vil  CAX  halvere  Z  DCBf  og  Ret- 
ningen    af    AXB    er    bekjendt,     da    man    i    /\  AtDB    kjender 

A    T)  AT) 

L  AXDB  =  Z  ADC  -  Z  BDC   og  Forholdet    ^  =  =^. 

£>U  Bis 

FA 

Skjaerer  AXB  DC  i  F,  er  Forholdet  —. — ^  altsaa  bekjendt.     Traekkes 

gjennem  D  en  Parallel   med  AXB>   der  skjaerer  CAV  og  CB  i  P 

og  N,  kan  /\  DCN  konstrueres,  da  man  foruden  DC  og  Z  CXLV 

kjender  CNy  der  kan  findes  af 

CN^PN  =  AXB 
CD~  PD~  FAX ' 

(G.  Crone). 

4 

555.  Konstruer  en  Sexkant,  naar  man  kjender  alle 
Siderne  og  desuden  den  Vinkel,  som  ethvert  Par  mod- 
staaende Sider  danne  med  hinanden. 

(L.  Ankjaer). 

Lad  Sexkanten  vsere  ABCDEF.  Figuren  AFED  drejes  180° 
om  Midtpunktet  af  Diagonalen  AD,  saa  den  falder  i  DGHA, 
hvorpaa  BC  parallelforskydes  til  HI. 

Nu  kan  Trekant  CIG  konstrueres.  Dens  Sider  bestemmes  af 
de  tre  Trekanter  BAH,  CDG  og  GHI,  idet  nemlig  Z  BAHt 
Z.  CDG  og  Z  GHI  ere  de  givne  Vinkler  mellem  Sexkantens 
modstaaende  Sider  og  de  Sider,  som  indeslutte  disse  Vinkler,  ere 
de  givne  Sider  i  Sexkanten. 
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Naar  Trekant  CIG  er  konstrueret,  bestemmes  Punktet  H, 
hvorpaa  HI  parallelforskydes  til  BC;  nu  kunne  A  og  D  bestemmes, 
og  drejes  da  Figur  AHGD  180°  om  Midtpunktot  af  AD,  er 
Sekanten  konstrueret. 

Denne  Opgave  er  en  Udvidelse  af  Opgave  544. 

(A.  S.  Bang). 


OPGAVEK  TIL  L0SNING. 


558.  ABCD  vaere  en  indskreven  Firkant.  Den  vinkelrette 
paa  Midten  af  AC  skjaerer  CD  i  E  og  AD  i  F.  Bevis,  at  den  rette 
Linie,  som  halverer  Vinklen  ABC,  ogsaa  halverer  Vinklen  EBF. 

(A.  S.  Bang). 

559.  Mellem  tre  irrationale  Tal  a,  /},  y,  som  ere  givne 
numerisk  med  et  saa  stort  Antal  Decimaler,  man  ensker,  antages 
der  at  bestaa  en  lineaer  Relation  af  Formen 

aa  +  b$  +  cy  =  0, 
hvor   Koefficienterne   a,  b,  c  ere   positive   eller  negative  hele  Tal, 
som  ikke  overstige  en  opgiven  Graense. 

Hvorledes  bestemmer  man  disse  Koefficienter? 
Fremgangsmaaden  anskes  oplyst  ved  et  Talexempel. 

(J.  P.  Gram). 
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REKKEUDVIKLINGER  AF  R0DDERNE  I LIGNINGEN 

op  +  ax  +  b  =  0. 
(af  N.  Madsen). 


1.  Fremstillingen  af  en  algebraisk  Lignings  Radder  ved 
uendelige,  konvergerende  Raekker  faar  navnlig  Betydning,  naar  man 
kan  angive  det  almindelige  Led  under  en  simpel  Form  og  ved 
Hjaelp  af  en  eller  flere  saadanne  Raekker  beregne  alle  Ligningens 
Radder  i  ethvert  forekommende  Tilfaelde.  Dette  kan  altid  lade 
sig  gjere,  naar  Ligningen  har  Formen 

xn  +  ax?  +  b  =  0. 
Jeg   skal    dog    her    indskraenke   mig  til   det  vigtige  Tilfaelde,    hvor 
j)-l,  n  positiv  hel. 

Naar  man  i  Ligningen 

xn  +  ax  +  b  =  0 


saetter  x  =  —  t/,  faar  den  Formen 
a  * 


*  yn  +  cy  +  c  =  0 
der  ved  Anvendelse  af  Lagranges  Raekke  giver 


a) 


eller 


*--    1  + 


( 


1  .2.c3 
w(4w  —  l)(4w  —  2) 


+ 


+  ... 


(2) 


1  .  2  .  3  .  c4 
med  det  almindelige  Led 

-  (_  i)»r+l    n  (nr  -  D  (nr  —  2) .  .  .  (nr  —  (r  —  2)) 

[r  -  1] .  cr 


« 


*+l 


Denne  Raekke  kan  udledes  elementaert  paa  f0lgende  Maade: 

Saettes  i  (1)  y  =  z  .Yc,  bringes  Ligningen  paa  Formen 

a"  +  z  _  h  =  0,  (3) 


idet  h=  — 


—p.      For   tilstraekkelig   smaa  Vaerdier  af  h  kan  man 


saette 

Raekke  V.    Aargang  6. 
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z  =~  Arh  +  A^*  +  A^h*  +  ...  (4) 

eller,  ifelge  (3), 

z*=Axz(\  +zn-i)  +  At  z*  (1  +  2"-1)8  + 

A,  z*  (1  -f  a""1)8  + . . ., 
der  ved  de  ubestemte  Koefficienters  Methode  giver 

A  j  =  1 ;  -4-2  ===  -^-s  ====  •  •  •  ===  *^n — 1  ==  ^»  *^n  ==  » 

^n+1  =  ^n+2  =    •  •  =  ^2n— 2  =  °5  ^2n— 1  =  w5   •  •  -, 

idet   man   til  den   successive  Bestemmelse   af  Koefficienterne   i  Al- 

mindelighed  har 

n(r-l)-(r-2)  , 

^nr— (r— 1)  +  " J An(r—  1)  — (r— 2)  T 


(n(r— 2)  -  (r— 3))  (n(r— 2)  - (r-2)) 


...+ 


1  .2 


-rf4n(r_j)T_(^-3)+-- 


l)(n-2)...(n-(r  — 2)) 


4,-0. 


(5) 


[r-1] 

Men  denne  Ligning  er  identisk,  naar  man  antager 

A                      ,     1Nr    n(w  -  l)(nr  -  2) . . . {nr  -  (r  —  2)) 
Av—(r-l)  =  (-1)    • [737] '     (6) 

for  r  =  1,  2,  .  .  .  r.  Indsaettes  nemlig  disse  Udtryk  og  udfores 
Multiplikationerne,  faar  Koefficienten  til  nP  '  *  Faktoren 

...  +  (-ir-1(r-(r-l)F, 

hvor  p  =  0,  1,  2  . . .  r  —  2.  Men  Jfr  „  =  0,  saafremt  ifr__i}i^_i, 
Jfr__2)*>_2  •  •  •  ete-  alle  ere  Nul;  thi  udvikles  (r  —  1)^;  (r  —  2)^; 
.  . .  (r  —  (r  —  1)}^  efter  Binomialformlen ,  bliver  det  farste  Led  i 
Mrp  (ordnet  efter  Potenser  af  r)  MTt  0  .  r?  =  (1  —  l)r~1  .  r*  =  0, 
og  det  almindelige  Led  faar  Faktoren  (q  =  0,  1,  2  .  .  .  p  —  1): 

(r  _  1)2  _  Lzi  (r  -  2)?  + . . .  +  (-  I)'-2  =  Mr_ljp_i  =  0. 

Da  Jlfg  q  =  0,  er  det  hermed  bevist,  at  Mr  p  =  0  og  at  (6)  altsaa 
er  almengyldig.     Raekken  (4)  vil  nu  falde  sammen  med  (2). 

Leddene  ur  og  #r+l  *  (2)  indeholde  den  faelles  Faktor 
(nr  —  (n  -f  l))  (nr  -  (w  +  2)) . . .  (nr  —  (r  —  2)). 

Efter  dennes  Bortforkortning  faas  Konvergensbetingelsen 
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ur+l 

•at*. 


T .    (wr  —  1)  {nr  —  2) . .  .  (nr  —  n)  1 

m((n-l)r+l).(n-l)r...((n-l)r-(n-3))'  (r-l)c        ' 

nn 

.altsaa  c  >  = r-  (7) 

Dette  er  netop  vden  Vaerdi,  ved  hvilken  to  af  Ligningens  Radder 
Alive  lige  store  «>g  samtidig  gaa  over  fra  reelle  til  imaginaere  Vserdier. 

konvergent 
divergent 


(2)  er  altsaa 


>         nn 

eftersom  c  ^ i  • 


n 

Det   er  overfledigt   at  undersage  Raekken  for  c  = r,   da 

(n-1)*-1 

den   i   dette  Tilfaelde   kun   kan   fremstille   den  bekjendte,    rationale 

Dobbeltrod. 

Da  man  for  afle  endelige  r  har 

ur+1        (W_i)*-1 

< .  c, 

*V  nn 

'bestemmer  man  let  en  hejere  Grsense  for  Raekkens  Rest. 

2.  Ved  Hjaelp  af  (2)  kan  en  af  Ligningens  negative  Redder 
beregnes  med  en  hvilken  som  heist  Nejagtighed.  De  evrige  n  —  1 
Redder  bestemmes  ved  en  anden  Raekke,  der  er  konvergent  sam- 
iidig  med  (2). 

Ved  Substitutionen  y  =  —  aendres  (1)  til 

zn  +  zn~x+  —  =  0 

c 

eller  zn~~x  =  dn'~x  -  zn,  (8) 

l 

idet  d  =  (-  — )  (9) 

Anvendes    Laplace's    Raekke    (Ramus,    Algebra    og    Funktionslaere, 
2.  Kap.,  PL  (86))  paa  (8),  faas 

d*     ,     n+2      d*       (2n  +  2)(n  +  3)  _^_,        ,im 
^d-^T  +  (^Ti)i-r2-        (n-l)3 TX3  +  -(10) 

•og  man  finder  let  det  (r-\-iyte  Led 
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«r+,=(-l) 


r 


(n(r-l)+2)(n(r-2)  +  3)...(n-+r)   dT+T 


Denne  Formel   udledes  elementeert  paa    lignende  Maadie   som  (2)1 

Det  drejer  sig  her  om  at  bevise  Identiteten 

*w      ,n?    U1-qn)Ut--qn)...{Ar_x--qti 

n.2(—\r.  - rTT - =  0, 

g=0  M  O  -  ?] 

hvor   -4lf  -42...-4r_i    ere  uafhsengige   af  g.     Udferes  Multipli- 
kationerne  i  Taellerne  og  sammendrages  de  Led,  det  indeholde  den 
samme  Kombination  af  Faktorer  A,  ser  man  let,  at  Ligningen  maa. 
vaere  rigtig,  da  ethvert  Led  faar  en  Faktor  Mr  p- 
Konvergensgraensen  bestemmes  af 

Lim~ —  = 

u    (tt(r-l)  +  2)(ft(r-2)  +  3)...(2n+r--l)  (n+r)d 

Heraf  faas  baade 


\        2n  +  r—  1/ 


(11> 


og 


(12> 


^l<LimV  -n(r-\)  +  3)V  -n(r-\)  +  *l ' '  ' 

\         n  +  rJ 

Er  jp  et   positivt  helt  Tal,    kan  man  i  Stedet  for  (11)   saette   den 
larere  Graense 

d  <A- 


92 II  V 2 

nr+1  —  (n—  1) 


1 n- 


P 


wr-H-2(n-l)- 


-2]    ••'V      2n  +  r-l)' 
i>    / 


1 
der,   naar  man  saetter  r  =  —  (fi  uendelig  lUle),    kan   faa  Former* 

c 
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d 


l* 


me 


i./fl  — 


01- 


^)+'('-;^fc)+---+<-('-iT<lM 


eller,  ved  Amendelse  af  den  logarithmiske  Funktions  Raekkeudvikling 


d 


n 


+ 


1 


1 


O       1<P     p+n—1     ^  +  2(n— 1) 


+  ...+ 


1 


np — (n — 1) 


w  —  1 

J)  =  r  —  2  =  oo  giver  Graensen  i  (1 1).      Ssettes  p  =  q  (n  —  1), 
ikan  (Hi)  .altsaa  ^krives 


1 


n 


(13) 


ihvar      $  =  iLim  I 1 p—  H — -  +  ...  [(w  —  1)  q  Led]). 

\ q        2  + 1       2  +  8  / 

Saettes  *,  der  maa  vaere  en  Funktion  af  n,  Kg  f(ri),  faas 


liw 


(T+m+-+ 


1 


+ 


1.+  + * ) 

i?  nlq—l+nl(H2  —  l)q/ 


q      2+1   '  ""  '  j — l+(nl  —  l)2  '  n 

,    =ff(^i  •  «2), 
gjseldende   baade  for  rationale  og  irrationale  n,    da    }    altid    kan 
Tselges  saaledes,  at  (n  —  1)  2  er  hel. 

Man  maa  altsaa  have  f(ri)  =  Logan.     (13)  giver  da 

7  Log*  n 


rf 


iW-   1 

Logaiiithmens  Qrundtal  a  bestemmes  derved,  at  man  for  n  =  2 

Hiar  Konvergensgrsensen 

1 

d  =  — ,  der  giver  a  =  e,  ^(w)  =  Z .  w. 
4 

Ted  at  gaa  nd  fra  (12),  kommer  man  til  Graensen 


d 


1    - 


1 


8 


<  —e     w-1  , 
n  —  1         n 

•der  maa  falde  sasmnen  med  (13),  saa  at  man  har 

1  1  n 

—  e     n—  1    =e     «  —  1 
n 


Sworaf,  jsom  fer,  .£  =i .  n. 
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Man  faar  nu  Konvergensgraensen 
d  < —  eller  c  > 


n 


n 


n 


n 


n—\ 


(n  -  l)n~x 


n 


n 


Er  c== r,    kunne   vi    benytte    den   Saetning,    at  en\ 

(n  —  If""1 

given   Raekke   er   konvergent,    naar    man    for    en    endelig,    positiv 

VaBrdi  af  p  har 

-  1    >1, 


Lim  — 
P 


r  iur—p 


u< 


da  Raekken  saa  er  en  Sum  af  p  konvergente  Raekker.  I  det  fore- 
liggende  Tilfaelde  tages  p  =  n  —  1 .  Efter  Bortforkortning  af  de 
faelles  Faktorer  for  tJr_/w_.i)  og  ur,  faas 


Lim 


r     /V- (»-D_  1\  =  JL 


n-\ 


uA 


2 


Raekken  (10)  er  altsaa 


,  eftersom  c 


> 


n 


n 


=  (n-l)n-1 


n 


konvergent 

divergent     j  n 

^  (n_l)n-l 

(9)  giver  n  —  1  Vaerdier  af  d,  der  ved  Hjaelp  af  (10)' 
bestemme  Ligningens  n  —  1  Rodder,  saa  laenge  Raekken  er  kon- 
vergent. 

3.      Der   staar   nu   kun   det  Tilfaelde   tilbage,   hvor   man  har 

nn 
c  < ___       I   saa  Fald   kan   alle  Ligningens   a  Redder  be- 


(n-1) 
stemmes  af  een  Raekke.     Saetter  man  nemlig 

cx  =(—  c)n 
og  anvendes  Laplace's  Raekke  paa  Ligning  (1)  under  Formen 

f  —  c»  +  c?  .  y, 


(1*> 


faas 


■   c\      3-n     c\       (4-n)(4-2n)   _£ 


1.2.3 


+  ... 


(r^-»)(r— 2«)(r— 3n)...(r— (r  — 2)n) 


n1 


1 


[r-1] 


(15) 


der  ogsaa  kan  bevises  elementaert. 
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Til    Bestemmelse    af   Konvergensgraensen    anvendes    her    med 
Fordel  Betingelsen 

ur         (n—l)n""1.c?    T.     r  —  n     r  —  2n 


r  —  (r  —  n  —  2)n   r  — (r  — w— l)n 
r  —  (r  —  n—  \)n  r  —  n 


<i, 


der  giver  c  =  cP  < r-  (16) 

1        (n-lf-1 

Er  denne  Betingelse   opfyldt,    bestemmer   (15)   i  Forbindelse  med 

(14)  den  givne  Lignings  n  Redder. 

Da  man  for  endelige  r  har 

ur     ^(n-1)"-1 

< .  c  =  a, 


faas    Resten    eller    Fejlen,    naar    Raekken    (15)    afbrydes    ved    det 
r'te  Led 

Rr  <  Y~^  (ur  +  "r-1  +  •  •  •  +  »r-(»-l)>- 

Skjant   Radderne   saaledes   i   alle   Tilfaelde   ere    bestemte  ved 

de  tre  Raekker  (2),  (10)  og  (15),  ere  disse  dog  selvfelgelig  praktisk 

uanvendelige,   naar  c  er  lig  eller  meget  lidt  forskjellig  fra  Graense- 

nn 

vaerdien  r.     Vil  man  i  dette  Tilfaelde  benytte  Raekker  til 

(W__l)n-1 

Reddernes  Beregning,    er  man  henvist  til  saadanne,    som  jeg  har 

omtalt  i  en  foregaaende  Artikel1).     I  disse  Raekker  kan  det  almin- 

delige  Led  imidlertid  ikke  fremstilles  under  en  i  Praxis  tilstraekkelig 

simpel  Form,  og  man  maa  derfor  lade  sig  naje  med  Koefficienternes 

sukcessive  Bestemmelse  gjennem  Differentialligningerne. 


OM  EN  INTEGRAL  AV  CROFTON. 

(Av  H.  Petrini). 


I    „  Philosophical    Transactions"     for    kr    18682)    framstaller 
Grofton   en  teori   for  s.  k.   „  local  probability",  medelst  vilken  han 

*)  Tidsskriftets  5.  Aargang,  5.  Hefte. 

*)  Jvfr.  dette  Tidsskrift  3.  R.  4.  Aarg.  1874  og  5.  R.  2.  Aarg.  1884. 
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berftknar  vardet  av  atsjilliga  definita  integraler.  Ehuru  en  del  av 
dessa  aro  synnerligen  svaratkamUga  pa  vanhg  analytisk  vag,  kan 
man  dack,  utan  att  behova  taga  sin  tillflykt  till  den  jeometriska 
sannolikhetsberakningens  metod,  evaluera  nagra  bland  dem.  Detta 
&r,  s&som  i  foreliggande  uppsats  skall  visas,  fallet  med  bland  andra 
ffiljande,  uti  atsjilliga  arbeten  i  integralkalkyl  forekammande  integral: 


/ 


A  (co  —  sin  co)  =  —  L*  —  nS, 


ti&r  A  betyder  ett  ytelemant  i  planet, 

co  vinkeln  mellan  tva  tanjanter,  dragna  fran  ytelemantet  till  en 

jiven  konvaks  sluten  kontur, 

L  konturens  langd, 

S  den  av  konturen  omslutna  ytan. 

Integratsjonen  stracker  sig  over  hela  planet  utanfor  den  slutna 

konturen. 

Drag  fran   en  yttre   punkt   P  tvanne  tanjanter   till  den  jivna 

konturen,    som  raka  hanne  i  punkterna  A  och  B.     Vinkeln  APB 

ar  saledes  =  a>.     Kalla  styckena  AP  ock  BP  for  tx  ock  t2  resp. 

Lat  AP  ock  BP  bilda  med  en  jiven  fiks  riktning  vinklarne  a  ock 

P  resp., 

' . "  co  =  a  -—  (i. 

For  att  finna  ett  uttryck  pa  ytelemantet  A  tages  en  punkt  P  vilken 

som  halst  i  narheten  av  P,    och   dragas   darifran   tvanne  tanjanter 

PA'  ock  PR.     Lat  PA'  raka  PB  i  Q,  ock  PR  raka  PA  i  B. 

Neglisjeras  oandligt  sma  kvantiteter  av  hogre  ardning  an  den  forsta 

med  avseende  pa  da  ock  dfi,   kan   fyrhorningen  PQPR  betraktas 

sasom  en  paralallogram,  dar  sidan 

PQ  ar  =  U  . rfa, 

vilket  latt  synes,  om  man  fran  ()  faller  en  mot  PA  vinkelrat  linie. 
Likasa  finner  man 

PQ  =  t2  .  -r^—  dp 
1     sin  co 

pa    analagt    sStt.      Ytan   av   paralallogrammen   PQPR  ar    tydligen 

=  PQ  .  PQ  sin  co  ock  saledes  =    }  2  rfa  d/?.     Tages  denna  yta 

sin  co 

till  ytelemantet  ^,  fas  altsa  foljande  uttryck  pa  ytelemfintet: 
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A^hh-dadp.  (1) 

sinco 

Integratsjonen   bor   tydligen  utstrackas  fran  fi  =  a  —  n  till  /?  =  a 

och    fran    a  =  0    till    a  =  2jt.      Betecknas    den  sSkta  integralen 

med  J,  fas 

J=  /J(a>  — swa>)  =  /da    / -M-  (co  —  siw g>) d/?.         (2) 
1  '  f  smi.  CO 

0      ^  a— jt 

Infores  vinkeln  co  i  stallet  for  ft  enligt  farmeln 

0  =  a  -  o>,  (3) 

far  integralen  ftiljande  utseende 

»2?r     /»7t 

}  2  (a>  —  sin  co)  da>.  (4) 

£ltt  co 

0 
Da  £t  ar  en  fiinksjon  av  a  ock  <w,  sa  ar 

eft*  =  -T1  rfo>  +  t^  ^a- 
1        dco  da 

Kvantiteten  -j-3-  day  betyder  tillskattet  itlt  da  a  ar  konstant,  d.  v.  s. 
da  P  sammanfaller  med  B. 


dco  *    sinco 


Men  for  a  =  konstant  ar  enligt  (3)  dfi  =  —  dco, 

-.•*!  = *1~  (5) 

da>  siw  a> 

d£ 
Vidare  ar  -r1  da  —  tillskattet  i  £*,  da  co  ar  konstant,  ock  saledes 
da 

=  P*^i'  —  P4  under   forutsSttning,    att  punkten  i*  tages  sa,   att 

vinkeln  JT54  =  APB  =  co.     Nu  fir 

PA  =  PQ+QA,  PQ  =  4*-dl5, 

sinco 

QA  =  PA  —  AA  -  PQ  cos  co^PA  —  ds  —  t^  cot  co, 

<da  ds  betecknar  bagelemantet  i  punkten  A,    raknat  positift  i  rikt- 
iiingen  AP.     Harav  fas 

^■da  =  -A-  dfi  +  PA-ds-tt  cot  co  -  PA. 
da  sinco 
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Fflr  co  konslant  ar  enligt  (3)  dp  =  da, 

■••  ^^-^--^cotco-a,  (6)> 

om  £  ar  krokningsradien  i  punkten  A. 

Multipliseras  bada  mambra  i  (5)  med  ^x,  fas 

~ ^T  X~ '  ^ 

sm  a>  2   d(o 

Multipliceras   bada  mambra  i   (6)  med   tx ,   ock  elimineras  tfirmen 
1  2    medelst  (7),  fas 


stnco 

TdZ==-T-da-t'COt(°--t^  (8) 

Ersattes  i  (4)  -^-  med  -  4"  ^  enli^  (7)>  fds 


sm  q>  2   dco 


-  (co  — -  siw  a>)  (to. 

0    "  0 
Medelst  partsiall  integratsjon  fas  harav 


cosco)dco. 


J= — ^/dahj(eo-^na>)  +  y /da  /* 

F8r  co  =  7t  ar  ^  =  0,  \  *  «J  (co  —  sin  to)  =  0. 

For  a>  =  0  ar  visserligen  tx  =  oo,  men  £x  sin  a>  ar  andligt;    ty 
for  a>  =  0  ar  tx  sinco  =  avstandet  mellan  tva  paralalia  tanjanter. 


=  I(^1mj 


/  •      >k       \u     •      m    co  — sinco 

(co  —  sinco)  =  \(t*  sinco)2  .  — — =  0, 

sin2  co 


1  r*"  r* 

' .  *  J=  —  /  da  / 1\  (1  —  cosco)  aV».  (9)' 

JJo  Jo 

Lat  ^(tf>)  vara  en  deriverbar  funksjon  av  co.     Jenom  partsiall 
integratsjon  fas 


jtlf(co)dco  =  tlf{co)-Jt 


dt* 
Elimineras  -r-1  medelst  (8).  fas 
dco 
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(10)1 


* .  •  /ij  |f(«>)  —  2/fa>)  c<rf  o)J  da>  — 

Nu  bestammes  ^(o>)  jenom  foljande  vilkor: 

/*(a>)  —  S^co)  cot  co  =  1  —  cos  co. 
Loses  denna  diferantsialekvatsjon,  fas 

/■(to)  =  sin  a>  (1  —  cos  co); 
om    man    satter    den    arbitrara    konstanten    =  Oi      Insattes   detta. 
spesialla  vSrde  pa  /"(a))  i  (10),  fas 

/  2j  (1  —  cos  co)do)  =  t\smoo{l  —  cos  co)  -f- 

lsmco(l  —  cos  co)  |-r-i  +  2£x  q\  dcou 
Ekvatsjonen  (9)  fiverg&r  nu  till 


!£.£* 


J=  —  /  da  \t\  sin  co  (1  —  eoe  co}  + 


2tf     ~n 


vfk 


sin  co  (1  —  cos'0>)  {-7-1  +  2^  e|  dco.. 


Pa    samma    satt   som   forut   bevisas,    att    forsta    tarmen    ar  =  Oi. 
Vidare  ar 

Gt-rr 

da  I  sin  co  (1  —  cos  co)  -j1  dm  =  /  sinco  (1  —  cQSco),dca  I -7-1  da. 
0   J  0  ^  °  ^  0 


=  I  sinco  (I  —cos  co)  dco  \t*  =  0; 

ty  £j   dtertager  samma  varde  d&  a*  okas  med1  2tt. 

• . '  J =  I  da  I  sin  co  (1  —  cos  co)  tx  g  dcoi  (1 1)« 

Jo   Jo 

Satt  tx  sin  co  =  a?-,     £2  sin  co  =  y.  (1 2)> 

cfcc       {ft 
' .  *  -=-  =  -~  sin  co  4-  ^  cos  co  ==  —  **  +  tv  cos  co  (enligt  (5)), 

dx  y  ,     v 

* .  •  -7-  =  a;  co*  a>  —  -p- —  (13> 

aca  sinco 
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Elimineras  tx  medelst  (12)  ock  iakttages,  att  Q  ar  oberoende  av  co, 
kan  (11)  skrivas 

J=  I q da  lx (I  —cos  to)  dco.  (14) 

Jo      JO 

/r       dx 
x  cos  co  dco  —  x  sin  co  —  I  sin  co  — doo  —  (enligt  (13)) 

=  #  sin  a>  —  fxcosoodco-{-  ly  doo, 

*.'  jxcosoodco  = —xsinoo -\-  — ly  doo, 

rn  i  F 

* . '   /  x  cos  co  dco  —  —  J  y  doo. 
JO  Jo 

Insattes  detta  uttryck  i  (14),  f&s 

1 


=  I g  da  J Xi 

Jo      J  0 


J=  J  gda  J  xdco  —  —  jgda  j  y  dco.  (15) 

•^  0       ^  0 
Sok  vardet  p4 

/%Qji        /%n  pint        *3t 

1.    Jx  =  J  gda  I xdco,      2.    J2  =  I  g  da  lydco. 

Jq         Jq  Jq         Jq 

Berakna    f6rst    vardet   pa    I  x  doo,  dar  a  ar   konstant.      Drag 


lx  dco,  dar  a  a: 

Jo 


•en  tanjant,    som   bildar   med   den  jivna  fiksa  riktningen  vinkeln  a, 

samt  tag  denna  tanjant  till  riktningslinie  i  ett  polart  koordinatsystem 

*{r,  t?)    med    origo    i    tanjeringspunkten.      Kalla    den    vinkel,    som 

radius    vaktor    bildar    med    tanjant  en    i    punkten    (r,   &),     f5r    (p. 

Perpendikeln    frdn   origo   mot   tanjanten   ar  tydligen  =  x.      Kallas 

-avsUndet     mellan     perpendikelns     fotpunkt    ock    tanjeringspunkten, 

raknat    positift    i    tanjantens    riktning,    for    A,    sd   f&s  med  latthet 

foljande  relatsjoner: 

•    a   ,  .  .  rd&  dr 

co-\-v-\-<p  =  7i,  x  =  rsin<p,  s»n  a>  =  — j— ,  cos  w  =  -=-, 

as  as 

k  —  r  cos  q),  doo  =  —  d&  —  d<p,  dX  =  dr  cosy  —  r  sin  <p  dcp, 

"* . '  x  doo=  —  r  sin  q>  (d&-\-d<p)  =  —  r  sin  q?  d&  +  dX  —  dr  cos  <p  =* 

—  r2  —j — \~  dX  —  -7—  =  aX  —  ds, 
ds  ds 
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n  ~<o=zi 


'.'  jxd(o=  i(dX  —  ds)  = 

JO  J  G>=0 


co=jr 


o)=0 
For  a)  =  7t  sammanfaller  tanjeringspunkten  med  origo, 

For  a)  =  0  ar  tanjanten  i  punkten  (r,  #)  paralall  med  tanjanten  Ii 
origo.  Kallas  motsvarande  varden  pa  i  ock  s  for  A0  ock  s0  resp.,. 
fas  saledes 

xcUo  =  —  l0  +  s0- 
0 
Integralen  Jx  blir  altsa 

Jo 

Sok  vardet  pa 


JO 


/; 


2* 
A0  da. 


0 
Da  a  okas  med  rc,   byta  de   bada  paralalia  tanjanterna   om  raler, 

och  man  finner  med  latthet 

X0  (a)  =  A0  (a  +  jtt). 

Satter  man 

p(a)  da  =  ds,  g(a  -f-  n)  da  =  ds*, 

fas 
.2*  /<jr  ~2* 

£da  -|-  ll0Qda  = 


/»2tf  »n 

Jo  Jo 


ji 


^0  ^a=0 


Men 


dt*  dt* 

*o(a)  =  r^>  A°(a+^=roV  ock  *o(a)=Ma+7r)> 

' .  •  A0  .  {ds  +  ds')  =  *o  (a  +  ")  ds  +  *o  (a)  ds'  = 

dr  ,     ,      dr  ,  ,  , 

r-r-ds  -+-  r  —  ds  =  rdry 
ds  ds 

\  •  /  X0  q  da  —  /  A0  (ds  +  ds4)  =  /  r  dr  = 


0  ^  a=0  ^  a=0 


n  r2=0, 
2 

a=0 
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tty  r(a)  Sr.tydligen  =  r  (a  -f  Jt),  -  .  r  (0)  =  r  (jt).     Uttrycket  (16) 
foranklas  saledes  'till 


.Jx  =  f80  ds, 


(L) 

«d£  man  satt  g  da  —  ds  ock  later  iritegratsjonen  utstrackas  utafter 
hela  den  slutna  konturen.     Man  finner  latt,  att  ls0ds  kan  skrivas 

:  ss.   en  summa  2  ds„  ds^   av  ^produkler  av  tvanne  bagelemant  till- 

horande  L,  d£  varje  kombinatsjon  av  tva  bagelemant  ds„  dsv  tages 
•en  gang.  Toges  varje  sadan  kombinatsjon  tva  ganger,  kunde 
.man  skriva 

2  2 d8p  dsv  =  -T d&p  .  -Trfsy  =  L2, 


"."  2 /s0ds  =  L2, 

J  (L\ 


2 
.2.    .Den  andra  iritegralen  i  (1&) 

.J2  =  /  q  daj  yda> 

•evalueras  pa  foljande  .-satt. 

Enligt  (3)  ar 

'<o  =  a  —  /?, 
.2* 


(L) 


" .  *  t/2 


J  Qdaj  ydfi. 


0        *  a— w 

•Omvandes  integratsjonsardningen,  fas 

J2=JdP  jyQda+JdpJyQda+JdpJvQda. 

Insatt  i  den  forsta  av  dessa  integraler 

£  =  p  _  2rc, 

:sa  fas,  da  y  (a,  0)  =  y  (a,  0-f  2w), 

.0       rp+n  fa     rF—n 


dP  lyQda=ldl5'  lygda. 


Barttages  aksanten,   ock  sammansl&s  denna  integral  med  den 
tredje,  fas 
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.J%  =    dp   ygda  +    dp   ygda  —    dp   ygda.  (18) 

»Har  hava  y  och  g  foljande  betydelse. 

Fran  en  punkt  pa  en  sluten  konvaks  kontur  drages  en  tanjant, 
som  bildar  med  en  fiks  riktning  vinkeln  a;  g  betecknar  kroknings- 
radien  i  tanjeringspunkten ,  * . '  g  da  =  dsf  da  ds  betecknar  bag- 
elemantet  i  samma  punkt.  Tag  en  annan  punkt  pa  kurvan  till 
origo  for  ett  polart  koordinatsystem  (r,  &)  ock  lat  tanjanten  i  denna 
punkt  vara  koordinatsystemets  riktningslinje.  Kalla  den  vinkel, 
denna  tanjant  bildar  med  den  fiksa  riktningen,  for  p.  Drag  fran 
origo  en  perpendikel  mot  den  forst  namda  tanjanten.  Denna 
perpendikel  ar  vart  y.  Kallas  tanjeringspunktens  koordinater  for  r 
ock  #  samt  vinkeln  mellan  radius  vaktor  ock  tanjanten  f5r  y>,  sa  ar 

$inq>=r—,  y==rsin(p=r2-z-f  *.'  ygda=*yds  =  r2d'&=%dS, 

da  dS  sir  ett  elemant  av  den  av  radius  vaktor  beskrivna  arean, 

•.'J2  =  %dpdS+<2  dp  dS-%  Up  dS. 

JQ    J a=fi         J*    Ja=0       Jn    J a=P—7i 

Drages  en  tanjant  paralall  med  tanjanten  i  origo,  ock  samman- 
bindas  de  bada  tanjeringspunkterna ,  sa  delas  den  av  konturen 
omslutna  ytan  i  tva  segmant,  som  vi  vilja  kalla  S0  ock  St.  Hela 
.Jtan  S(0  +  Sx   kallas  S.     Man  finner 

/  dS  =  S0 ,  /  dS  =  S,  1  dS  =  S1 , 

J  a=0  J  a=®  J  a=p—n 

•  ■  •  -f  J,  =  jS.m  dfi  +  [Sdfi  -  \Sxifi  dfl. 
Insattes  i  den  tredje  av  dessa  integraler 

(Aji  /Jt  fit 

«s  S±  08)  dp  =    8X  (/?'  +  n)dp  =  jS0  080  dp, 

ty  Sx  (fi  -f-  n)  ar  =  S0  (/?) ,  varom  man  latt  overtygar  sig  med 
lilljalp  av  en  figur.  Den  tredje  integralen  ar  saledes  lika  stor  som 
<den  forsta.     .Den  andra  integralen  ar 
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.2* 


jSdfi  =  n  8, 

31 

emedan  S  ar  oberoende  av  fi. 

1 

Ur  (15),  (17)  ock  (19)  fas  altsa  slutligen 

J=  Id  (a)  —  sin  to)  =  —  L*  —  ftS, 
vilket  ar  det  sokta  uttrycket. 


Jt  =  ™S.  (19> 


BEVIS  FOK,  AT  EN  KURVES  HESSESKE  KURVE 
I  ALMINDELIGHED  IKKE  HAR  NOGET 

DOBBELTPUNKT. 

(af  E.  C.  Valentines). 


Hvis  en  Kurves  Hesseske  Kurve  i  Almindelighed  havde  et 
Dobbeltpunkt,  saa  vilde  det  kun  vsere  to  Betingelser  for  Kurven,  at 
dette  Dobbeltpunkt  skulde  falde  i  et  givet  Punkt;  er  nu  Kurven  af 
n'te  Orden  og  dens  Ligning  i  almindelige  Parallelkoordinater  x  og  y 
a0  +  (axx  +  bxy)  -f  (a2x2  +  2i2  xy  +  c2y2)  + 

(adx3  +  3b3x2y  +  3c3xy2  -f  d9y*)  +  . . .  =  0, 
saa  bliver  Betingelsen    for,    at  den  Hesseske  Kurve  skal  have  et 
Dobbeltpunkt  i  Begyndelsespunktet,   at  Leddene  af  O'te  og  og  lste 
Grad  med  Hensyn  til  x  og  y  i  Determinanten 
2a2+6(a3a?+i3y),  <2b2+6(b3x+c3y)) 

(n—  l)a1  +  ^(n  —  2)(a2x+b2y) 
Zb2+6(b3x  +  c3y),  %c2  +  6(c3x+dsy), 

(n-\)b1  +  ^(n-^t)(b2x+c2y) 
(w— l)a1  +  2(tt—2)(a2a;  +  62y),  (n—  V^b^^n— <2)(b2x+c2y), 

n(n  —  l)a0  +  (n  —  \)(n  —  2)(a1#+£1y) 
forsvinde.      Dividere  vi  denne   Determinant   med   (n  —  2)2    ved   at 
dividere   sidste  Pille   og   sidste  Raekke  hver  med   n  —  2,    saa  viser 
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det  sig,    at  Determinanten   er    den   Hesseske  Funktion    af    felgende 
Funktion  af  3die  Grad: 

n{fi   _1)  «o  +^4(«^  +  »iy)  +  («2^+2i^+^2)+ 


6(w-2)2 


setter  man  nu 
n(n  —  1) 


2  (n  -  2) 


(a3xs  +3bsx2y+fScsxy2  +  dsy3); 


ao — -^o» 


n-\ 


(a±x  +  bxy)  =  ^a;  +  Bxy, 


6(w-2)2~°  ~0'  2(n-2) 
saa  har  man  den  almindelige  Funktion  af  3die  Grad,  og  for  denne 
vides  Antallet  af  de  opstillede  Betingelser  at  vaere  3;  men  da  der 
til  opgivne  Vaerdier  af  A0,  Alf  BtJ  a2  o.  s.  v.  altid  svarer  enkelte 
fiildstaendig  bestemte  Vaerdier  af  a0,  a19  blt  a2  .  .  .,  saa  maa  Antallet 
af  Betingelsesligninger  ogsaa  for  disse  blive  3. 


OM  BETINGELSERNE  FOR,    AT  DER  MELLEM 

TRE  HELE  RATIONALE  POLYNOMIER,  DER  ERE 

HOMOGENE  AF  SAMME  GRAD  I  TRE  VARIABLE, 

FINDES  EN  IDENTISK  LIGNING. 

(af  E.  C.  Vaxbntinek). 


Naar  der  mellem  Funktionerne  f\,fi,  fs  af  xx  :  x2  :  x3  finder 
en  Ligning  Sted,  da  er  den  Jacobiske  Funktion 

dfx      df2     dfs 


J  = 


dx,     dx,     dx, 
dfi     df2     dfs 


ax  o     ax  a     (tx  i 


dfs 


2       "~"J 

dfx     df,t     

UX  q         OX  o         (JbX  g 

identisk  lig  med  Nul;  thi  er  Ligningen 

9  (ft,  U  f»)  =  0. 
da  har  man 

dcp     dfx    .     d<p     df2    .    d<p     df3  _ 


df\     dx±       df2     dxj       dfs    dxt 


Raekke  V.    Aargang  6. 


0(»— 1,2,3); 
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dw 
idet  man  nu  aabenbart  kan  antage,  at  ikke  -z-z  =  0,  saa  faar  man 

ati 

dw 
ved  Elimination  af  -jz  (*=  1,  2,  3)  netop  ,7=0. 

Betragtes  xx  :x2  :  x3  som  Koordinater  til  et  Punkt  i  en  Plan, 
da  er  «/  =  0  Betingelsen  for ,  at  Punktet  (x)  skal  kunne  tages 
til  Dobbeltpunkt  paa  en  Kurve,  hvis  Ligning  er  af  Formen 
%ifi  -\-  h2f2  -\-  %sfs  =  0,  hvor  Aj  :  k2  :  A3  ere  Konstanter;  da 
nu  J  =  0 ,  saa  maa  ethvert  Punkt  i  Planen  kunne  tages  til 
Dobbeltpunkt  for  en  saadan  Kurve.  Den  simpleste  Maade,  hvorpaa 
dette  kan  ske,  er  at  Kurverne  fx  =  k\fi  -\-  ^2A  ~l~  ^sfs  ==  0  ikke 
danne  et  „Net"  men  et  „Bundt",  idet  k1f1  -\-  k2f2  -\-  ksfs=0, 
hvor  kx  k2  k8  ere  Konstanter;  det  antages  i  det  folgende,  at  dette 
ikke  finder  Sted. 

Udtages  nu  to  vilkaarlige  af  Nettets  Kurver,  fx  =  0  og  /"„  =  0. 
da  herer  ogsaa  Kurven  F  x  =  Ifx  -\-  rnf„  —  0,  hvor  I  :  m  er  en 

m 

vilkaarlig  Konstant,  til  Nettet;  tager  man  endnu  en  Kurve,  fx  =  0, 
af  Nettet,  saaledes  at  ikke  fx^Fl  for   nogen  Vaerdi    af  /  og  m, 

og  danner  alle  mulige  Bundter  fx-\-  qF  t  ==  0,    da  faar  man  alle 

Kurver  i  Nettet.  Da  nu  et  vilkaarligt  Punkt  i  Planen  er  Dobbelt- 
punkt paa  en  Kurve  i  Nettet,  saa  maa  der  paa  Kurverne  i  hvert 
af  disse  Bundter  ligge  uendelig  mange  Dobbeltpunkter  eller  ogsaa 
maa  der  findes  enkelte  Bundter,  hvis  Kurver  alle  have  Dobbelt- 
grene;  det  sidste  vil  dog  let  ses  at  vsere  umuligt,  (med  mindre 
Dobbeltgrenene  ere  faelles  for  alle  Kurverne);  tilbage  bliver  der 
altsaa  at  undersage  Bundter,  paa  hvis  Kurver  findes  (enkelt-) 
uendelig  mange  Dobbeltpunkter.  Saadanne  Bundter  maa  enten 
indeholde  enkelte  Kurver  med  Dobbeltgrene,  eller  alle  Kurverne  i 
Bundtet  maa  have  Dobbeltpunkter  i  endeligt  Antal;  i  sidste  Tilfaelde 
maa  alle  Kurverne  i  Bundtet  have  en  Gren  faelles,  nemlig  det 
geometriske  Sted  for  Dobbeltpunkterne.  Man  vil  nemlig  let  se, 
at  to  konsekutive  Kurver  i  Bundtet  og  derfor  alle  Kurver  i  Bundtet 
have  et  Punkt  faelles:  Dobbeltpunktet. 

Betragte   vi   nu   igjen  Bundterne  fx-\-QFj  =0.    saa   er  det 


m 


si 

aabenbart,  at  vi  kunne  se  bort  fra  det  Tilfaelde ,  hvor  Kurverne  i 
■et  Bundt  have  en  faelles  Gren;  thi  denne  var  da  en  Gren  af 
fH  ==■  0,  altsaa  en  fast  Gren;  folgelig  maa  der  i  hvert  af  Bundteme 
•vaere  Kurver  med  Dobbeltgrene,  altsaa  i  Nettet  fx  =  0  uendelig 
mange  saadanne  Kurver. 

Det  kan  nu  bemaerkes,  at  en  Kurve  i  Nettet  er  fuldstaendig 
bestemt  ved  at  skulle  have  et  opgivet,  vilkaarlig  valgt  Punkt  til 
Dobbeltpunkt;  thi  Betingelsesligningerne  blive  af  lste  Grad  med 
Hensyn  til  Ax  :  A8  :  A8  og  kunne  ikke  reducere  sig  til  1  Betingelse, 
da  saa  0jensynlig  alle  Kurver  i  Nettet  maatte  have  Dobbeltgrene; 
heraf  fremgaar,  at  Dobbeltgrenene  danne  et  System  af  Kurver,  hvoraf 
der  gaar  1  gjennem  hvert  Punkt  i  Planen;  man  kan  da  indse,  at 
•de  maa  danne  et  Bundt. 

Er  nu  dette  Bundt  p-+-£g,  =  0,  hvor  g  er  ubestemt,  da  er 
Nettet  hip2  +  juvq2  -\-  w  (p  -f-  xq)2  =  0,  hvor  X  og  fi  ere  Para- 
metrene;  man  maa  da  kunne  give  X  og  fi  saadanne  Vaerdier,  at 
Xup2  -\-  juvq2  -f~  w  (p  -f-  xq)2  =  m  (p  -\-  gq)2,  hvor  g  kan  vaere 
et    hvilket    som    heist    Tal;    2r,    fi    og    m    ere    Funktioner    af   g. 

* 

Differentieres  Ligningen  med  Hensyn  til  Q,  saa  faar  man 

dpUp2  ^~do  Vq2  ~  ^  ^  +  ")*  +  2m  0?  +  £?)  •  ?; 

heraf   ser    man ,    at   p  -f-  gq  skal   vaere  Faktor   i    en  Funktion   af 

Formen  Pup2  -\-Qvq2,    naar  P  og  Q  ere  (af  Q  afhaengige)  Kon- 

stanter;  altsaa  maa  for  p-\-Qq=Q  ogsaa  Ligningen  q*  Pu-\-Qv—0 

finde  Sted,  eller  Kurven  u  ~-\-  bv  =====  0   maa  ved  passende  Valg  af  b 

kunne  bringes  til  at  indeholde  Grenen  p  -f-  gq  —  0;   enten    er    da 

u  =  Kv,    hvor  K  er  konstant,  eller  «  og  d  maa  begge  indeholde 

•en  Faktor  af  Formen  p  +  gq.     I  ferste  Tilfaelde  have  to  vilkaarlige 

Kurver  med  Dohbeitgren,    altsaa   alle    Kurver  i   Nettet,    en    faelles 

Gren,  dette  Tilfaelde  kunne  vi  derfor  se  bort  fra;    i    andet  Tilfaelde 

maa  u  =  0,    v  =  0,   w  =  0   dele   sig  i  Grene  p  -\-  gq  =  0    og 

andre  Grene,    og    om    disse    vil    da    gjaelde    det  samme    som   om 

v  =  0,  v  —  0  og  w  =  0.     Nettet  faar  altsaa  til  Ligning 

u  .  F(p,  q)  =  0, 

hvor  u,  p   og   q  ere  givne  Funktioner  af  (x)  og  F{p,   q)   en  hel, 

4* 
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rational,  homogen  Funktion  af  p  og  q,    hvis  Koefficienter  afhaenge- 
lineaert  af  2  Parametre. 

Af  det  foregaaende  ser  man,  at  den  nadvendige  og  tilstraekkelige 
Betingelse  for,  at  der  mellem  tre  Funktioner  af  samme  Grad 
existerer  en  identisk  Ligning,  er,  at  deres  Jacobi'ske  Funktion  er 
Nul.  Er  Ligningen  <p  (ft  f2  f3)  =  0,  da  vil  <p  {xx  x%  x3)  =  0 
▼sere  en  rational  Kurve,  hvis  Grad  er  en  Faktor  i  n,  naar  n  er 
Graden  af  flf  f2  og  fs,  befriede  fra  deres  faelles  Faktorer. 


UENDELIG  FJEENE  KUMELEMENTER. 

(AF    L.    AnKJjEr). 


Den  rene  Projektivgeometri  er  bygget  paa  d'e  f0rste  deskriptive 
Egenskaber  ved  Punkt,  Plan  og  ret  Linie.  Heraf  indses  rent 
abstrakt  Muligheden  af  at  opbygge  en  Theori,  formelt  analog 
med  Projektivgeometrien,  for  visse  Elementer,  for  hvilke 
der  gjaelder  Saetninger,  formelt  analoge  med  de  farste 
deskriptive  Saetninger  om  Punkt,  Plan  og  ret  Linie.  Det 
gjaelder  blot  om  at  finde  saadanne  Elementer,  og  det  har  man 
gjort  paa  to  Punkter  indenfor  Geometrien,  nemlig  forst  i  de  saa- 
kaldte  uendelig  fjerne  og  derpaa  i  de  saakaldte  imaginaere  Rum- 
elementer.  Og  det  er  at  maerke,  at  ikke  alene  give  de  naevnte 
Elementer,  betragtede  under  denne  Analogis  Synspunkt,  altsaa 
strax  en  hel  Theori,  der  har  Interesse  som.  en  Theori  om  dem; 
men  netop  ved  den  Analogi  i  Udtrykkene,  der  beroer  paa,  at  vi 
anvende  Betegnelsen  Punkt,  Plan  og  ret  Linie  fra  det  gamle 
Omraade  paa  det  ny  Omraade,  vil  det  vise  sig,  at  de  nye  Theorier 
komme  til  at  udfylde  Huller  og  Ujaevnheder  i  Projektivgeometriens 
Anvendelse  paa  det  Euklidiske  Rum. 

De  deskriptive  Grundsaetninger  for  de  Punkter,  Planer  og 
rette  Linier,  hvormed  Projektivgeometrien  ppererer,  ere  disse: 

To  Punkter  bestemme  en  og  kun  6n  ret  Linie. 
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To  Planer  bestemme  6n  og  kun  6n  ret  Linie. 

Et  Punkt  og  en  Linie  bestemme  6n  og  kun  6n  Plan.  • 

En  Plan  og  <en  Linie  bestemme  et  og  kun  et  Punkt. 

Herpaa  opbygges  Projektivgeometriens  System,  og  herved  er 
.allerede  Dualitetsprincipet  givet. 

Men  naar  man  vil  anvende  dette  System  paa  det  Euklidiske 
Rum,  saa  have  disse  Grundsaetninger  kun  begraenset  Gyldighed ;  det 
kan  haende,  at  to  Planer  ingen  Linie  bestemme,  og  at  en  Plan  og 
en  ret  Linie  intet  Punkt  bestemme;  men  ellers  passe  Ssetningerne. 
Uoverensstemmelserne  ligge  i  det  Faenomen,    vi  kalde  Parallelisme. 

To  rette  Linier  ere  parallele,  naar  de  ligge  i  samme  Plan  og 
ikke  skjaere  hinanden. 

To  Planer  ere  parallele,  naar  de  ikke  skjaere  hinanden. 

En  ret  Linie  og  en  Plan  ere  parallele,  naar  de  ikke  skjaere 
hinanden. 

Igjennem  et  Punkt  kan  drages  en  og  kun  en  Linie,  parallel 
med  en  given. 

Ud  fra  denne  Hovedsaetning  kan  bevises  flere  andre,  saasom: 
Naar  to  Linier  ere  parallele  med  samme  tredie,  ere  de  indbyrdes 
parallele,  og  den  samme  Saetning  om  Planer. 

Vi  ville  nu  ved  et  uendelig  fjaernt  Punkt  uden  videre  forstaa 
et  uendeligt  System  af  parallele  Linier. 

Det,  at  et  uendelig  fjernt  Punkt  ligger  paa  en  ret  Linie, 
vil  sige,  at  Liniesystemet  er  parallelt  med  Linien. 

Altsaa  har  enhver  ret  Linie  et  og  kun  et  uendelig  fjernt 
Punkt.  Thi  dette  er  kun  en  Oversaettelse  af  den  Saetning,  at  enhver 
ret  Linie  bestemmer  et  og  kun  et  System  af  parallele  Linier. 

At  et  uendelig  fjernt  Punkt  ligger  i  en  Plan,  vil  sige,  at 
Liniesystemet  er  parallelt  med  Planen. 

Parallele  Planer  have  altsaa  samme  uendelig  fjerne  Punkter. 
Da  Systemet  af  faelles  Punkter  for  to  Planer  i  Almindelighed 
danner  en  ret  Linie,  vil  det  vaere  naturligt  at  kalde  dette  System 
af  uendelig  fjerne  Punkter,  som  er  faelles  for  parallele  Planer, 
•en  uendelig   fjern  set  Linie.      Enhver  Plan   har   altsaa  en   og  kun 
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6n  uendelig  fjern  ret  Linie,    og    en    saadan  er  fuemstillct  Ted  et 
System  af  parallele  Planer. 

Det   hele  System   af  uendelig-  fjerne  Punkter  i  Rummet  kalde- 
vi   naturlig  den  uendelig  fjerne  Plan,    da  dette  System    „skjaeresft 
af  enhver  Plan  i  en  uendelig  fjern  ret  Linie. 

Det  er  nu  en  simpel  Ting  at  vise,  at  de  4f  deskriptive  Saet- 
ninger  gjaelde,  naar  de  uendelig  fjerne  Elementer  optages  i  Systemet^ 
men  Overensstemmelsen  er  som  far  naevnt,  raldstaendig  formel  og 
beror  alene  paa  et  heldigt  System  af  Benaevnelser. 

F.  Ex.  To  Punkter  bestemme  eii  og  kun  en  Linie.  Er  det 
ene  Punkt  uendelig  fjernt,  skal  Linien  vaere  parallel  med  det 
paagjaeldende  Liniesystem  og  er  bestemt,  naar  den  skal  gaa  igjennem* 
et  givet  Punkt.  Ere  begge  Punkter  uendelig*  fjerne;  bestemme  de- 
to  Liniesystemer  et  System  af  parallele  Planer,  der  fremstille  en. 
uendelig  fjaern  Linie  o.  s.  v. 

Naar  de  4  Saetninger  ere  beviste  for  alle-  „ Punkter ",  „  Planer" 
og  „Linier",  kan  man  uden  videre  overfare  Projektivgeometrien  paa- 
det  Euklidiske  Rum. 

Ved  denne  Overfarelse  ville  nn  omvendt  Saetninger,  som  vf 
have  bevist  almindelig  under  etr  bag  efter  ved  at  antage  deri  ind~ 
gaaende  Elementer  for  uendelig  fjerne,  kunne  spaltes  i  interessante 
Saetninger.  Starst  Betydning  faar  dette  i  Keglesniislaeren,  hvor  den 
uendelig  fjerne  Linies  Pol,  Centrum,  spiller  en  meget  vigtig  Rolle, 
og  hvor  Keglesnittene,  der  ere  definerede  som  Punkt-  og  Linie- 
frembringelser  formedelst  projektiviske  Elementraekker,  inddeles  i 
tre  Arter,  eftersom  de  skjaere  den  uendelig  fjerne  Linie  i  2  Punkter; 
rare  den,  a :  skjcere  den  i  sammenfaldende  Punkter ,  eller  ikke* 
skjaere  den.     Herved  faas  Hyperbler,  Parabler  og  Ellipser. 

De  sidste  ses  senere  at  kunne  karakteriseces  som  Keglesnit', 
der  skjaere  den  uendelig  fjerne  Linie  i  imaginaere  Punkter,  naar  vi 
farst  have  indfart  imaginsere  Elementer  ved  det  samme  ovenfor 
firemhaevede  Princip,  nemlig,  at  formel  t  analoge  Praemisser 
give  formelt  analoge  Konklusioner. 

Det  er,  hvad  vi  kunne  kalde  Symboliseringens  Princip,  og* 
det  er  det  samme,   der  f.  Ex.  i  Analysen  har  skabt  de  symbolske 
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Theorier  for  Differentialligninger  og  i  den  analytiske  Projektiv- 
geometri  den  symbolske  Invarianttheori,  ligesom  det  i  Virkeligheden 
er  det,  vi  skylde  Dualitetsprincipet,  overalt  betydningsfulde,  vidt- 
raekkende  Synspunkter. 


L0SNING  AF  EN  OPGAVE. 

(jlf  L.  Askjmr). 


Opgaven,  som  er  en  Generalisation  af  en  Opgave,  der  findes 
i  Sturm's  Gours  d'analyse,  er  falgende: 

Angiv  under  anskuelig  Form  Betingelsen  for,  at  en  given 
Funktion  af  de  indbyrdes  Afstande  mellem  en  Samling  Punkter,  af 
hvilke  hvert  er  bundet  til  at  bevaege  sig  paa  en  given  Rumkurve 
eller  Flade,  er  Minimum  eller  Maximum.  —  Specielt  betragtes  det 
Tilfaelde,  at  nogle  af  Punkterne  ere  frit  bevaegelige  eller  faste. 

Lad  Punkterne  vaere  Plf  P2,  .  .  .  Pw,  hvor  Pt-  har  Koordina- 
terne  xi}  yt-,  z^  og  lad  Afstanden  mellem  Pt-  og  Pj.  vaere  Q^, 
medens  den  givne  Funktion  er 

U  =  F(q12j  £i8,  •  •  •  Qln,  Q2S>  #24>  •  •  •  Q*n ,  .  .  .  £»-!,»). 

Betingelsen  for  Minimum  eller  Maximum  er  da,  at  u's  partielle 
Differentialkvotienter  med  Hensyn  til  de  deri  indgaaende  uafhaengige 
variable  forsvinde. 

Lad  Pt-  vaere  bundet  til  at  bevaege  sig  paa  en  vis  Rumkurve. 
Man  faar  da  Betingelsesligningen 

„dF  (dQik.      ,   dQik,      .   dQik  ,  \       A 

^(V**  +  ^  +  V*'j  =  °' 
hvor  Tegnet  2  betyder,   at   man   for   k  efterhaanden  skal  indsaette 

Vaerdierne  1,  2,  .  . .  i  —  1,  i  +  2,  .  .  .  n  og  addere.     dxiy  dyif  dZj 

ere  Differentialer  med  Hensyn  til    den    variable   Parameter,    hvoraf 

Koordinaterne  for  Rumkurvens  Punkter  taenkes  givne  som  Funktioner. 
/ dQfc 

Da  Qik  =  *(xi  -  xk)2  +  (y»  -  y&)2  +  (*»  -  zk)2>  har  man  -^7  = 

xi  ~  xk 

o.  s.  v.,  saa  at  Ligningen  kan  skrives 

Qik 
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<*£&     Qik  dQik     Qik  dQik    Qik 

eller 

,     -,dF*k-*i  .    ,    -.dFM-lti  .    *    „dFzk~zi      A 
dQik     Qik  dQik     Qik  dQik    Qik 

xk~~xi      Vk~~Vi      zk~~zi 

Sterrelserne » >    ere    imidlertid    Retnings- 

6*  Qik  Qik 

cosinuserne  for  Linien  Pt-  Pj..      Deraf  ses ,    at  naar  man ,    gaaende 

dV      dV  dV 

ud  fra  P.-,    afssetter  Linier  af  Sterrelserne  -: — ,  -= — ,  .  .  .  -3 —  og 

dQi\    dQ&  dQin 

med  samme  Retninger  som  Linierne  g^,  Qj%,  .  .  .  Qjn  efter  hinanden 

som  Polygonsider,  hvorved  vi  ville  antage,  at  vi  komme  til  Punktet 

(X^  Yj,  Zj),  saa  ere  Koefficienterne  til  dxi7  dy^  dzi  i  ovenstaaende 

Ligning    denne    Polygonperimeters    Projektioner   paa    de    tre    Axer. 

Disse  Projektioner  ere  nu  efter  en  bekjendt  Saetning  de  samme  som 

Projektionerne  af  Forbindelseslinien  Bt-  mellem  Pt-  og  (Xt-,  Yif  Z+). 

Denne  Linie  l?f-  er  imidlertid  efter  en  bekjendt  Saetning  i  Mekaniken 

i  Sterrelse  og  Retning  Resultanten,    naar  Pf-  angribes  af  Kraefterne 

dF 
-j — ,    virkende    i   Retningerne    Pf-  Pj..      Ligningen    ovenfor    bliver, 

(iQik 

som  man  ser. 

(A',-  -  or,-)  dx{  +  (I',-  -  y,)  dVi  +  {Z{  -  z,)  dzf  =  0, 

men  da  dette,  naar  X^    Yit  Zt  betragtes  som  lebende  Koordinater, 
er  Ligningen  for  Rumkurvens  Normalplan  i  Pt%  udtrykker  Ligningen 

ovenfor,    at   naar  P#-  angribes   af  Kraefter   med   Sterrelsen og 

dQik 
virkende   i   Retningerne   PfPjfc,   maa   Resultanten    af  disse   Kraefter 

vaere  vinkelret  paa  Rumkurven  i  Pf-. 

Dersom  P#-  er  bundet  til  at  bevaege  sig  paa  en  Flade,  er  den 

eneste  Forskjel.  at  vi  i  Stedet  for  en  faa  to  Ligninger 

(X;  -  X;)  dXi  4-  ( I',  -  yf)  dy4  +  (Zs  -  *,-)  dzi  =  0, 
idet  Differentialerne   i   den    ene  ere  tagne  med  Hensyn  til  den  ene 
og  i  den  anden  med    Hensyn   til   den   anden   af  de   to   uafhaengige 
variable,  af  hvilke  Koordinaterne  for  Fladens  Punkter  taenkes  givne 
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som  Funktioner.     Men  disse  to  Ligninger  ere  Ligningeme  for  Fladens 
Normal  i  Pt«. 

Er  Pi  et  frit  bevaegeligt  Punkt,    deler,  eftersom  xif  yt-  og  z^ 
da  ere  3  uafhaengige  variable,  Ligningen  ovenfor  sig  i  de  tre 

v  dF  *k  ~  *j      „     ^dFVk-Vi      A     ^.dFZk-Zi       . 

2  j  —  0,     2*  — =  0,    2*  — —  0, 

dQik      Qik  dQik     Qik  dQik     Qik 

og  dette  medfarer,   som  man  ser,    at   den   omtalte  Kraftpolygon  er 
lukket,  altsaa  at  der  er  Ligevaegt. 

Man  kan  sammenfatte  dette  i  falgende  Saetning: 

dF 

Naar    Punktet    P;    paavirkes    af  Kraefterne    _ —     virkende    i 

dQik 
Retningerne  Pt«  Pj.,   maa  Resultanten  vaere  vinkelret  paa  den  Rum- 

kurve  eller  Flade,    hvorpaa  Pi  er  bundet   til    at    bevaege    sig,    og 

dersom  Pt-  er  frit  bevaegeligt,  maa  der  vaere  Ligevaegt. 

Dersom    et   af  Punkterne    er  fast ,    etablerer    det .  ikke    nogen 

Betingelse. 


EXAMENSOPGAVER. 


Adgangsexamen  til  Polyteknisk  Laereanstalt.    Juni  1888. 

1.  Man  skal  tegne  en  Trekant  kongruent  med  en  given 
Trekant  saaledes,  at  den  segte  Trekants  Sider  rare  hver  sin  af  tre 
givne,  lige  store  Girkler.  Hver  Side  i  den  sagte  Trekant  skal  have 
sin  tilherende  Girkel  og  sin  modstaaende  Vinkelspids  paa  modsatte 
Sider  af  sig. 

Opl.  Man  kan  taenke  sig  Opgaven  lest  og  derefter  forskyde 
Siderne  i  Trekanten  parallelt  mad  deres  oprindelige  Stillinger  et 
Stykke  lig  den  givne  Radius,  saaledes,  at  hver  Trekantside  kommer 
til  at  gaa  gjennem  sin  tilherende  Girkels  Centrum.  Man  faar 
derved  en  Trekant,  som  let  kan  tegnes  ved  Hjaelp  af  den  givne 
Trekant.  Opgaven  er  da  reduceret  til  at  tegne  en  Trekant  kongruent 
med  en  given  Trekant  saaledes,  at  Siderne  gaa  gjennem  tre  givne 
Punkter. 
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Ldsningen  af  denne  Opgave  afhsenger  igj'en  af,.  at  tegne  et 
Segment  over  en  given  Linie  som  Korde  og  rummende  en  given 
Vinkel,  og  at  drage  gjennem  to  Cirklers  ene  Skjaeringspunkt  en 
Linie,  hvoraf  de  to  Girkler  afskjaere  Korder  med  given  Differens.. 
(Korderne  ere  regnede  med  Fortegn  fra  Girklernes  Skjaeringspunkt). 
Se  „Methoder  og  Theorier",  Side  60. 

Det  vil  ikke  gjere  Opgaven  vanskeligere,  hvis  de  givne  Girkler 
ere  ulige  store. 

2.     Ved 

ai>  1*2,  #3,  .  .  .     o>n — \f  an,  .  .  . 
betegnes  en  Raekke  positive  Tal.     For   a3    og  alle   falgende  Led  i 
Rsekken   gjaelder   den  Lov,    at   ethvert   Led   i  Raekken   er   Mellem- 
proportional  mellem  de  to  naermest  foregaaende.      Man  skal  bevise 
Rigtigheden  af.  felgende  Formler: 


an>aw_1  =  a2>a1, 


■     U'-HD  i(-(-in 

an  =  a2  -ai 


og  finde 


n 


^ax &2aS  •  •  •  afC 

udtrykt  ved  alf  a2  og  n. 

Til  hvilke  Graensevaerdier  naerme 


H 


V«i«2a3  •  ••  an  °g  an 
sig,  naar  n  voxer  i  det  uendelige? 

(I  det  ovenfor  angivne  Udtryk  for  an  er  der  kun  Tale  onr 
den  reelle,  positive  Vaerdi  af  Starrelsen  paa  hajre  Side  af 
Lighedstegnet). 

Opl.  Beviserne  for  de  to  ferste  Formler  kunne  feres  ved 
Induktion;  men  man  kan  ogsaa  gaa  saaledes  frem,  at  man  finder 
de  to  Formler  alene  ved  Talraekkens  givne  Definition.     Man  har: 


aB  =  Vai  a2> 


an  =  lfln-2-a»-l- 
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Af  disse  Ligninger  frembringes  ved'  Muitiplrkation 


«n-l  an  =  a2  V«i  Van-1 


Her  ssettes  efterhaanden  n  =  2,  3S Da  faas: 

«4  >a3   =  «i'Vfll.» 


I    disse    Ligninger    oploftes    efter   Orden  tir  Potenser,    Hvis   Expo- 
nenter  ere: 

1,   _2,  (-2)2;....  (- 2)n*-2! 
Ved  Multiplikation  faar  man  da: 


v*-2 


(_2)«-i_r 


Heraf  findes: 


«!r2)   .  v«t = kv«i)-  ~3' 


i(.-(-i)-).  i(.-(-m 


an  —  #2  •  °4 

Denne  Formel  kan  nu  benyttes  til  Beregning  af 


ala2  as. .  .  .  aw, 
som  findes  lig  med: 


\      2/  2'       *    .  \      2/ 


'+^~^--     ^-^+ 


3        9n  9n  3'       9n   '  9n 

For  n  =  oo  bliver  baade  denne*  Starrelse*  og  a^  til: 


3.      I    et    Tetraeder    ere    tre    i.  el   Hijafrne'  sammenstedende- 
Kanter  saaledes  givne: 

a  =11,214,   i=-  13,7115,    c  =  1<5>7.13;. 
Vinklen  mellem  a  og  b  er  15°  22:''  36":. 
Vinklen  mellem  b  og  c  er  53°  T  48". 
Vinklen  mellem  a  og  c  er  64°'  £5"  2": 
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Find  Tetraedrets  ubekjendte  Kanter  og  Arealet  af  den  Trekant, 
de  indeslutte. 

Opl.  Naar  de  ubekjendte  Kanter  beregnes  ved  Formlerne 
(57)  i  Jul.  Petersens  Trigonometri,  faar  man: 

4,155(2),    13,282,    14,848. 
Arealet  findes  da  lig  26,777. 

4.    En  Ellipse  er  given  ved  sin  Ligning  i  retvinklede  Koordinater. 

1)  Man  skal  finde  Ligningen  for  en  Tangent  til  Ellipsen 
saaledes  bestemt,  at  den  vinkelrette  paa  Tangenten  fra  Centrum 
danner  Vinklen  a  med  Ellipsens  store  Axe. 

2)  Hvilke  Koordinater  har  Ellipsens  Centrum,  naar  man  til 
den  ene  Koordinataxe  tager  den  i  1)  naevnte  Tangent  og  til  den 
anden  Koordinataxe  en  Tangent,  vinkelret  paa  den  farste?  (Ellipsen 
skal  vaere  saaledes  beliggende  i  det  nye  Koordinatsystem,  at  intet 
af  dens  Punkter  har  nogen  negativ  Koordinat). 

3)  Hvilken  Kurve  beskriver  Ellipsens  Centrum,  naar  Ellipsen 
glider  saaledes,  at  den  bestandig  rarer  de  to  under  2)  naevnte 
Koordinataxer? 

4)  Hvilken  Ligning  har  Ellipsen  i  det  under  2)  naevnte 
Koordinatsystem  ? 

Opl.     Ligningen  for  den  i   1)  omtalte  Tangent  er: 


x  cos  a  -f-  y  sin  a  +  *  a2  cos2  a  -\-  b2  sin2  a  =  0. 
Der  er  to  Tangenter,    men  her  benyttes  kun  den,    som   svarer  til 
det  everste  Tegn. 

En  Tangent  vinkelret  paa  den  farste  er: 
—  x  sin  a  -\-  y  cos  a  -\-  ^a2  sin2  a  -\-  b2  cos2  a  =  0. 
Tangenternes  Afstande   fra  Centrum   ere   de   i   2)   omspurgte   Koor- 
dinater.    Disse  ere: 


Y=  ^  a2  cos2  a  -f-  b2  sin2  a,     X=  ^  a2  sin2  a  -\-  b2  cos2  a. 
Det  i  3)  omspurgte  geometriske  Sted  er  bestemt  ved: 

X*  +  Y2  =a*  +4». 
I  det  oprindelige  System  ere  Afstandene  fra  Tangenterne  til  et  Punkt 
i  Ellipsen: 
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Y  =  x  cos  a  -\-  y  sin a  +  *  a2  cosr  a  -\-  b2  sin2  a. 


X  =  —  x  sin  a  -\~  y  cos  a  -\-  V a2  sw2  a  +  62  cos2  a. 
Disse  ere  det  vedkommende  Punkts  Koordinater  i  det  nye  System. 
Elimineres    x    og    y    mellem    de    to   sidste*  Ligninger  og  Ellipsens 
givne  Ligning,  faas  som  ny  Ligning  for  Ellipsen: 

+  Z  sina  cosa(Y  -  dt)  (X  -  S2)(±  -  ±\=  I, 
hvor  d1  =  ^a2  cos2  a  +  b2  sin2  a,    d%  —  l  a2' sin2  a  -\-b2  cos2  a.. 


Aim.  Forberedelses-  og  IV.  Klasses  Examen.    Marts  1888. 

Arithmetic 

1.  En  Mand  laaner  Penge  til  4-£  Procent  aarlig  Rente  og 
Rentes  Rente.  Laanets  Sterrelse  er  12000  Kr.,  og  af  disse  betaler 
han  Renterne  ved  Slutningen  af  hvert  af  de  4  farste  Aar.  Derpaa 
betaler  han  intet  fer  ved  Udgangen  af  det  8de  Aar,  hvor  han 
betaler  12000  Kr.  Han  afgjer  nu  Resten  af  Gjeelden,  idet  han: 
ved  Udgangen  af  hvert  af  de  2  nseste  Aar  betaler  en  vis  Sum  a.. 
Find  a. 

2.  Find  x  og  y  af  Ligningerne: 


n 


>0,25  =  8,      ^0,25y  =  4096 
og  prav  Rigtigheden  af  de  fundne  Vaerdier. 

Lasningen  af  Ligningerne  maa  heist  udferes  uden  Brug  af 
Logarithmer. 

3.  Det  midterste  Led  i  en  Differensraekke  paa  7  Led,  hvori 
a  og  b  ere  ferste  og  sidste  Led,  er  65;  det  midterste  Led  i  en 
Kvotientrsekke  paa  7  Led,  hvori  a  og  b  ere  farste  og  sidste  Led, 
er  16.  Find  a  og  b  samt  Differensraekkens  Differens  og  Kvotient- 
reekkens  Kvotient. 

Opl.  1.  Efter  8  Aars  Forleb  er  Gjselden  Kr.  12000  .  (1,045)4 
=  Kr.   14310,00.     a  findes  af  Ligningen: 
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((2310  . 1,045  —  a)  1,045  «=  a. 

«310.(1,045)» 
°  2,045  1^.51- 

_«  =fc  2 

Op'l.  2.    .2   *"  =  28    og   2  *  =  218  giver  xy  =  —  —  og 

—  =  —  6,  hvoraf  a;  =  ±  —  og  y  =  +  2. 

Opl.    3.      Kaldes   Differensraekkens    Differens    d  og   Kvotient- 
rsekkens  Kvotient  q,  faas: 

a-}-3d=    65  a.j3=    16 

4-33=    65     t)g  6 
"J-    16 


a  +  6=  130  V 


ab  =  256. 
a  og  4  findee  ^om  Redder  i  Ligningen: 

z*  —  130s +256  =  0, 


altsaa 

a  = 

* 

128 

og     0  = 

2 

2 
128, 

"hvortil  svarer.: 

d  =  +  21     <og     q  = 

.2. 

Geometri. 

1.  I  en  Trekant  *ABC  er  0  Centrum  for  den  indskrevne 
Girkel.  Bevis,  sit  den  Girkel,  der  er  omskreven  Trekanten  AOB, 
bar  sit  Centrum  P  midt  i  den  Iiinie,  der  forbinder  0  med  Centrum 
for  den  ydre  Raringscirkel,  der  rarer  selve  Siden  AB  og  de  andres 
Forlaengelser,  samt  at  P  ligger  paa  Periferien  af  Trekant  ABCs 
omskrevne  Cirkel. 

2.  Tre  Punkter  Ay  B  «og  0  ere  givne;  tegn  et  Kvadrat 
saaledes,  at  0  bliver  dets  Midtpunkt,  medens  2  af  Kvadratets 
sammenstadende  Sider  gaa  den  ene  gjennem  A  og  den  anden 
gjennem  B. 

3.  I  en  Trekant  ABC  er  givet :  Z  A  =  30°,  AB  =  100  Fod, 
BC  =  1 30  Fod.  Find  Trekantens  Areal  og  Radius  i  dens  om- 
skrevne Cirkel. 
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Opl.  1.  Kaldes  Gentret  for  den  ydre  Reringscirkel  0lf  falger 
4en  ferste  Saetning   af,    at  Vinklerne  0A01    og   OB01    ere   rette. 

Den  anden  indses  ved,  at  Z  APB  =  2  .  Z  AOxB  =  2  f  —  +  — ) 

=  180°  -  C. 

Opl.  2.  Den  Vinkelspids  C,  hvori  de  2  Sider  stede  sammen, 
ligger  i  et  Skjaeringspunkt  mellem  2  Cirkelbuer,  der  rumme  Vinklen 
45°  over  AO  og  BO  som  Korder. 

Opl.  3.  Da  Hajden  BD  paa  AC  er  =-  50  Fod,  faas  AD  = 
50  V^ Fod,  CD  =  120  Fod,  altsaa  Arealet  T  =  25  (50  >3+  120) 

□  Fod  =  5 1 65, 1  □  Fod,  og  Radius  R  =  10?  '  1/f°  Fod  =  1 30  Fod. 

°  2  .  50 


Praktisk   Regning. 

1.  Paa  en  4,2  Mil  lang  Jernbanestraekning  befordres  i  et 
Aar  511  Passagerer  paa  lste,  1229  paa  2 den  og  5570  paa  3die 
Klasse.  Billetpriserne  paa  de  3  Klasser  ere  henholdsvis  60,  40  og 
25  0re  pr.  Mil.  Hvis  Jernbanen  i  det  nseste  Aar  kun  holder 
2  Klasser  med  Billetpriserne  50  og  35  Ore  pr.  10  Kilometre,  hvad 
blive  saa  Priserne  for  hele  Straekningen  paa  de  2  Klasser,  idet 
Brakdele  af  Ore  bortkastes?  Med  hvor  mange  Procent  vil  Indtaegten 
af  Billetsalget  med  disse  Priser  stige  i  dette  Aar,  hvis  Passager- 
antallet  stiger  med  20  Procent,  og  der  kjerer  dobbelt  saa  mange 
Passagerer  paa  den  billigste  Klasse  som  paa  den  dyreste? 

1  Mil  =  7,532  Kilometre. 

2.  En  Metalklump,  bestaaende  af  Jern  og  Kobber,  har  sit 
Rumfang  =  1,0625  Kubikfod  og  vejer  507,56  Pd.  Bestod  den 
alene  af  Jern  eller  alene  af  Kobber,  vilde  den  veje  henholdsvis 
474,81  Pd.  og  586,16  Pd.  Hvor  store  Rumfang  Jern  og  Kobber 
indeholder  Klumpen? 

Opl.   1.     Indtaegten  i  det  ferste  Aar  er: 

Paa   lste  Klasse:     Kr.   1287,72 

—  2den  Klasse:     —    2064,72 

—  3die  Klasse:      —    5848,50 


Kr.  9200,94 
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Da  Afstanden  er  =  31,6344  Kilometre,  blive  Billetpriserne  det 
naeste  Aar  Kr.  1,58  paa  den  dyreste  og  Kr.  1,10  paa  den  billigste 
Klasse.  Passagerantallet  det  2det  Aar  bliver  1,2.7310  =  8772, 
hvoraf  1  Trediedel  =2924  kjerer  paa  den  dyreste  og  2  Trediedele 
=  5848  paa  den  billigste  Klasse.  Indtaegten  paa  de  2  Klasser 
bliver  altsaa  i  det  andet  Aar: 

Kr.  2924  .  1,58  =  Kr.  4619,92 
Kr.  5848  .  1,10  =  Kr.  6432,80 

ialt  Kr.  11052,72 
Merindtaegten   i   det   andet  Aar   er    felgelig  Kr.   1851,78,    der 

af  lste  Aars  Indtaegt  udgjer  — —  =  20,125  pCt. 

9200  .  94 

Opl.  2.    Kaldes  de  segte  Rumfang  x  og  y  Kubikfod,  har  man: 

x  +  y  =  1,0625, 

^•474,81+--^-.  586,16  =  507,56, 


hvoraf  findes: 

ar  =  1,0625 

y  =  1,0625 


586,16  —  507,56  _  3 

586,16  —  474,81  —  4 

507,56  —  474,81  _  5 
586,16  —  474,81  ~~~  16 


OPGAVE  TIL  L0SNING. 


560.     Find  Summen  af  Raekken: 

1 <2x2 2#4  2x6        , 

(— 3). (—1).  1.3  ~(-l).  1.3.5  +  1.3.5.7  ~  3. 5.7.9  "r 

hvor  for  n  >  0  det  almindelige  Led  er 

2-r2" 


•  •  •> 


(-  D*. 


U«2  -  1)  {in2  -9) 

(T.  N.  Thiele). 
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EN  ENGELSK  INTEGRATOR1). 

(af  C.  Crone). 


Den  Regnemaskine  —  The  harmonic  analyser  kaldet  —  der 
her  skal  beskrives,  er  opstillet  i  Meteorological  Office  i  London, 
og  dens  Bestemmelse  er  at  danne  en  Raekkeudvikling  af  Formen: 

a0  4-  a±  cosx  +  bx  sin  x  +  a1  cos  %x  +  b2  sin  %x  .  .  . 
for  en  Funktion,   der  er  grafisk  fremstillet  som  en  Kurve  i  et  ret- 
vinklet  Koordinatsystem. 

Maskinen  er  opfunden  af  Sir  William  Thomson,  men  han 
er  bleven  ledet  til  den  ved  en  Integrator,  konstrueret  af  hans  Bro- 
der  James  Thomson.  Jeg  skal  beskrive  denne  Integrator  ferst,  da 
det  er  dens  Princip,  der  i  en  noget  udvidet  Form  ligger  til  Grund 
for  W.  Thomsons  harmonic  analyser. 

En  cirkelrund  Skive  a  (s.  Fig.),  der  danner  en  Vinkel  paa  om- 
trent  45°  med  Horisontalplanen,  kan  dreje  sig  om  en  Axe  vinkel- 
ret  paa  dens  Plan  i  Centrum.  En  Omdrejningscylinder  b  er 
anbragt  over  Skiven  saaledes,  at  dens  Axe,  der  er  vandret  og 
parallel  med  Skivens  Plan,  har  en  Afstand  fra  denne  Plan  lidt  sterre 
end  Cylindrens  Radius.  Cylinderen,  der  kan  dreje  sig  om  sin 
Axe,  er  forsynet  med  en  Inddeling,  saa  man  til  enhver  Tid  kan 
aflaese  den  Vinkel,  den  har  drejet  sig.  En  tung  Kugle  c  hviler 
paa  Skiven  og  Cylinderen,  idet  den  berarer  dem  begge.  Paa  en 
med  Cylinderens  Axe  parallel  Stang  d;  der  Laber  mellem  Ruller  e, 
saa  den  kan  forskydes  i  sin  egen  Retning,  er  anbragt  en  Gaffel  /*, 
hvis  Grene  bererer  Kuglen  lest  i  Endepunkterne  af  en  Diameter 
parallel  med  Cylinderens  Axe.  Naar  Stangen  forskydes,  tvinger 
Gaffelen  Kuglen  til  at  rulle  paa  Skiven  og  Cylinderen,  medens  den 
ievrigt  frit  kan  dreje  sig  om  enhver  Diameter.  Ved  Gnidnings- 
modstanden  vil  en  Drejning  af  Skiven  medfare  en  Drejning  af 
Kuglen,   der  saa  igjen  drejer  Cylinderen.     Det  Areal,   der  skal  be- 


x)  Hertil  en  Figurtavle. 

Rsekke  V.    Aargang  6. 
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stemmes,  og  som  taenkes  begrsenset  af  en  Kurve,  2  Ordinater 
og  et  Stykke  af  Abscisseaxen  i  et  retvinklet  Koordinatsystem,  vikles 
om  en  Omdrejningscylinder,  hvis  Axe  er  parallel  med  Stangen  d, 
saaledes,  at  Abscisseaxen  er  vinkelret  paa  Cylinderfrembringerne. 
Ved  en  Tandhjulsforbindelse  er  serget  for,  at  Skiven,  naar  denne 
Cylinder  drejes  om  sin  Axe,  drejer  sig  den  samme  Vinkel.  Den, 
der  betjener  Maskinen,  skal  foruden  at  dreje  Cylinderen,  hvorom 
Kurven  er  viklet,  passe,  at  en  paa  den  forskydelige  Stang 
anbragt  Spids  stadig  fslger  Kurven.  Peger  Spidsen  paa  et  Punkt 
af  Abscisseaxen,  skal  Kuglens  Reringspunkt  med  Skiven  ligge  i 
den  Diameter  i  Skiven,  der  er  vinkelret  paa  de  vandrette  Linier  i 
Skivens  Plan. 

Pe^er  Spidsen  paa  et  Punkt  af  Kurven  med  Abscissen  xt 
har  Gylinderen,  hvorom  Kurven  er  viklet,  og  altsaa  ogsaa  Skiven, 
drejet  sig  en  med  x  proportional  Vinkel.  I  det  falgende  antages 
Vinklen  =  x,  altsaa  Abscisserne,  maalt  med  Gylinderens  Radius 
som  Enhed.  Kaldes  Afstanden  fra  Kuglens  Reringspunkt  med  Ski- 
ven til  den  nylig  omtalte  Diameter  g,  og  den  Vinkel,  som  Gylin- 
deren, hvorpaa  Kuglen  hviler,  har  drejet  sig,  #,  vil  man  uden 
Vanskelighed  indse  Rigtigheden  af  Relationen: 

g  dx  =  k  .  dx  eller  g  =  k  -7=1 

hvor  k  er  en  Konstant.  Denne  Konstant,  der  bestemmes  ved  For- 
sog,    vil  jeg  i  det  falgende  udelade.     Da  nu  g  =  Kurvens  Ordinat 


Areal  \y  dx  = 


y,  faas  det  segte  Areal  \y  dx  =  %   ve(i    Aflaesning  paa    den    ind- 

delte  Cylinder. 

William  Thomson,  som  allerede  laenge  havde  bestraebt  sig 
for  at  konstruere  en  Maskine,  der  kunde  give  en  Fouriersk  Ra?kke- 
udvikling  som  Udtryk  for  en  grafisk  fremstillet  Funktion,  saa  strax, 
da  hans  Broder  gav  ham  Beskrivelsen  af  sin  Integrator,  at  han 
her  havde  et  Princip,  han  kunde  bruge.  Til  Bestemmelse  af  Koef- 
ficienterne  i  en  Fouriersk  Ra?kke: 

hyor  det  forudssettes,  at 
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/•I  pi  /»i 

hp1(x)(p2(x)dx=01    <p1(x)<ps(x)dx=01    <p2(x)<ps(x)dx=0, 

Jq  Jq  Jq 


o.  s.  v. 

tjene  Ligningerne : 

I 


jq>l(x)/tp(x)dx  lq>2(x)y>(x)dx 

J  0  •'O 

o.  s.  v. 

og  det  kom   felgelig  an  paa  at  finde   en  Maskine,   der  kunde  give 
Vaerdien  af  l  <p  (x)  y>  (x)  dx ,    hvor  (p(x)    er    en    analytisk   bekjendt 


*x 
af  \<p{x)ip(x\ 

Jo 


Funktion,  medens  y(x)  er  givet  ved  sin  grafiske  Fremstilling.  Dette 
vilde  Integratoren  kunne  gjare,  hvis  den  blev  modificeret  saaledes> 
at  man  havde: 

=    dx 

<p(x)dx' 
d.  v.  s.,  at  Skiven  havde  drejet  sig  Vinklen  l<p(x)dx,  naar  Spidsen 


/•  X 

l<p(x)dx, 

Jo 


pegede    paa    et    Punkt   med    Abscissen  x.      Som   et    i    alle    Til- 

fcelde  brugeligt    Arrangement    taenkte    W.    Thomson    sig    felgende: 

Om    forskjellige   Dele    af    samme  Cylinder    vikles    2    Kurver,    den 

*x 
ene  fremstillende  y  =  y>(x),  den  anden  y  =  \<p  (x)  dx.     Parallelt 


Jo 


med  Gylinderens  Axe  er  anbragt  2  Staenger,  der  kunne  for- 
skydes  langs  sig  selv  og  ere  ibrsynede  med  2  Spidser,  der  skulle 
felge  hver  sin  af  Kurvene.  Den  ferste  af  disse  Staenger  forskyder 
ved  Hjaelp  af  en  Gaffel  Integratorens  Kugle,  medens  den  anden  — 
ved  Taender  anbragte  paa  den  og  Skiven  —  drejer  Skiven  en  Vinkel 
proportional  med  sin  egen  Forskydning. 

Ved  the  harmonic  analyser  er 

9^1  (x)  =  sin  x,  q>2  (x)  —  cos  x.  cps  (x)  =  sin  Q2x  o.  s.  v., 
og    her    udfandt    W.    Thomson     falgende    simplere    Maade,    hvor* 
paa    man     kunde    forbinde     den     Cylinder,     hvoroni    Kurven     er 
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viklet,  med  forskjellige  Skiver,  saaledes,  at  disses  Drejniogs- 
vinkler  blive  proportionate  med  cos  x,  sin  x,  cos  2  x  o.  s.  v. 
Skiverne  ere  Tandhjul,  der  drives  af  Tandstaenger  g,  beliggende  i 
Skivernes  Planer  og  vinkelrette  paa  deres  vandrette  Diametre.  Tand- 
staengerne  hvile  paa  Ruller  h,  og  deres  Vaegt  kontrabalanceres  af 
Modvsegte  forbundne  med  Tandstaengerne  ved  Snore,  der  ere  farte 
over  Tridser  (t).  Hver  af  dem  er  forsynet  med  en  paa  Skivens 
Plan  vinkelret  Tverstang  j,  hvori  der  efter  Laengden  er  skaaret  en 
Spalte  k.  I  denne  Spalte  gaar  Tappen  I  af  en  Krumtap  m,  hvis 
Axe  ligger  i  Skivens  Plan  og  er  vinkelret  paa  Tan  ds  tan  gen.  Har 
Erumtappens  Arm  Lsengden  b  og  danner  Vinklen  v  med .  Taiid- 
stangen,  ses  denne  sidste  let  at  vaere  forskudt  Stykket  b  cos  v  ud 
fra  sin  Midterstilling;  man  behever  altsaa  kun  ved  Tandhjul  n  at 
forbinde  Krumtappens  Axer  med  den  Cylinder,  hvorom  Kurven  er 
viklet,  saaledes  at  v  bliver  =  x,  90°  +  #,  2  x,  90°  -f  2  x  o.  s.  v. 

Ved   den   paa  Londons  Meteorologiske  Institut   opstillede   haiv 


monic   analyser   er   der   foruden   Integratoren ,    der   giver 


\xp(x)dx1 

Jo 


6  Skiver  med  tilharende  Kugler  og  Gylindre,  der  give  KofiGcienterne 

til  Leddene  med  cos  x,  sin  x,  cos  %x,  sin%  x,  cos  3  x  og  sin  3  x  i 

Raekkeudviklingen  for  tp  (x).     Disse    7    Integratorer,    der   have  Gy- 

linderen   med  Kurven   samt  Stangen   med  Gaflerne  faelles,    ere  an- 

bragte  i  Raekke,  og  deres  Kugler,  Skiver  og  Gylindre  ere  lige  store. 

Imellem  Integratorerne  Nr.  1  og  2,  der  give.  Koefficienterne  til  cos  x 

og  sin  x,    sidder  Gylinderen,    hvorom  Kurven   er   viklet,    og   dens 

Axe  baerer  de    to  paa   hinanden  vinkelrette  Krumtappe,    der  drive 

de  2  farste  Skiver.     Imellem  Integratorerne  Nr.  3  og  4  og  imellem 

Integratorerne  Nr.  5  og  6   sidde  Axer,   der  dreje  sig  Vinkler  2  x 

og  3  x,   og  baere   de   andre  Krumtappe.     Integratoren  Nr.    7   giver 
x 

tp  (x)  dx.     Da  Integralerne  skulle  tages  mellem  Graenserne  0  og 
0 

et  Multiplum  af  2  ny  maa  Gylindren  med   Kurven    paa   drejes  et 

helt  Antal  Omdrejninger,  inden  de  andre  Gylindre  aflaeses.     Da  dens 

Omkreds  afsat  paa  Abscisseaxen  skal  vaere  =  Funktionens  Periode, 


l 
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der  almindelig  er  opgivet,  er  den  indrettet  saaledes,  at  dens  Dia- 
meter kan  gives  lidt  forskjellige  Starrelser. 

For  at  preve  Maskinens  Nejagtighed  blev  den  anvendt  til  af 
nogle  Temperaturkurver  at  danne  et  Udtryk  for  Temperaturen  som 
Funktion  af  Tiden.  Et  saadant  Udtryk  var  i  Forvejen  dannet  ved 
gjentagen  omhyggelig  Udmaaling  af  Kurvemes  Ordinater  og  Bereg- 
ning.  Den  gjennemsnitlige  Forskjel  mellem  de  ved  Beregning  og 
ved  Maskinen  fundne  Vaerdier  for  Koefficienterne  var  0,065°,  hvor- 
ved  maa  bemaerkes,  at  Afvigelsen  for  Gylindren  i  Integratoren  Nr. 
2  var  0,150°,  medens  den  for  de  andre  Gylindre  tagne  sammen 
kun  var  0,047°. 

Man  har  videre  for  et  Tidsrura  af  c.  8  Maaneder  beregnet 
Middeltemperaturen  for  hver  5  Dage,  dels  ved  the  harmonic  ana- 
lyser, dels  ved  Amslers  Planimeter  og  dels  ved  direkte  Maaling  og 
Beregning.  Idet  de  2  farst  nsevnte  Resultaters  Afvigelser  fra  det 
sidste  betegnes  ved  H— B  og  A — B,  giver  nedenstaaende  Tabel  de 
Antal  Gange,  disse  Afvigelser  have  havt  Vaerdierne  0,4°,  0,3°  o.  s.  v. 


0,4° 

0,3° 

0,2° 

0,1° 

0,0° 

H- 

-B 

0 

1 

5 

22 

19 

A- 

-B 

1 

■ 

7 

9 

25 

5 

Foruden  at  have  konstrueret  denne  Maskine,  der  danner  Rsekke- 
udviklingerne  betydelig  hurtigere,  end  Beregnere  kunne  gjare  det, 
har  W.  Thomson  gjort  opmserksom  paa  flere  Anvendelser  af  det 
samme  Princip  til  Integration  af  Differentialligninger. 

Farst  viser  han,  hvorledes  man  vilde  kunne  integrere  Differen- 
tialligningen : 

L  [t  S) =  u  {P  en  Funktion  af  ^ 

der  har  Anvendelse  i  Fysiken  (f.  Ex.  ved  Bestemmelsen  af  Var- 
mens  Forplantning  i  Stsenger  med  variabel  Ledningsmodstand  eller 
af  Vandets  Bevsegelse  i  en  Kanal  med  variabelt  Tvaersnit),  og  hvortil 
enhver  lineser  Differentialligning  af  2den  Orden  kan  reduceres.  Han 
tager    2   Integratorer   —   med  Udeladelse   af  de   Gylindre,    hvorom 
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Kurverne  vikles  —  og  forbinder  dem  saaledes,  at  den  Slang,  der 
ibrskyder  Kuglen  i  Integratoren  Nr.  1,  selv  forskydes  proportionalt 
nied  Drejningen    af  Gylinderen  i  Integratoren  Nr.   2   og    omvendt, 

samt  at  Skiven  i  Integratoren  Nr.  2  drejes  Vinklen  /  P  dx    sam- 


J0 


tidig  med,  at  Skiven  i  Integratoren  Nr.  1  drejes  Vinklen  x. 
Kaldes  Drejningen  af  Cylindren  samt  Forskydningen  af  Kuglen  i 
de  2  Integratorer  Zx>  9i   °%  X*>  9^   nar  man  altsaa  Ligningerne: 

9x  ===  Z*y  92  =  Zi* 

der  i  Forbindelse  med: 

_dXi     „    _  dx2 


9l  ~~  dx  '    9*        Pdx 


give: 


u  =  9i>  er  altsaa  et  Integral  af  Differentialligningen,    og  da    man 

kan  indstilie  Forbindelserne  mellem  den  ene  Integrators  Kugle  og 

den  andens  Cylinder  saaledes,   at  der  f.  Ex.  til  x  =  o  svare  vil- 

1      du 
kaarlig  valgte  Vaerdier  for  gx  =  u  og  gt  =  -p  •  -7-,    er  u  =  gx 

» 
det   fuldstaendige   Integral.      Det    bemserkes,    at   man  kunde  faa   w 

grafisk  fremstillet   som  Funktion  af  x  ved    at  lade  den  Stang,   der 

forskyder  Kuglen   i  Integratoren  Nr.   1,  med   en  Stift  tegne   paa  en 

Cylinder,  der  drejer  sig  Vinklen  x  om  en  med  Stangen  parallel  Axe. 

Forbindes  i  Integratorer  —  stadig  med  Udeladelse  af  de  Cy- 

lindre.   hvorom  Kurverne  ere  viklede  —  saaledes,  at   med   samme 

Betegnelser  som  fer: 

J>«   ^s=s  X^  =^=  Xo  ^^  ...  '       J?.*  ^        X)» 

9t  ==Zi^  9s  =2*  •  -  •Srt  =  Zj—  1- 
faar  man  ved  Anvendelse  af: 

Ligningerne: 

9l        dx        dx        dx*   '  rf^" 
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9i~!^'  ''—&=*•••*-&' 

Kan  der  nu  foruden  de  3i — 2  allerede  existerende  Forbin- 
delser  mellem  Integratorernes  3i  Stykker  tilvejebringes  endnu  en 
Forbindelse  udtrykt  ved: 

f(x>9i>92>  •  •    9vXi)  =  0> 
vil  u  =  Xi  V8ere  et  Integral  af  Differentialligningen : 

-/      <Pu    (P~~*u  du      \ 

og  kan  paa  samme  Maade  som  fer  vises  at  vaere  dens  fuldstaendige 
Integral. 

Ogsaa  til  Integration  af  sammenherende  Differentialligninger 
angiver  Sir  W.  Thomson  en  Methode.  Han  tager  2i  dobbelte 
Integratorer,  hver  bestaaende  af  2  Integratorer  —  raed  Udeladelse 
af  Gylindrene,  hvorom  Kurverne  vikles  —  forbundne  saaledes,  at 
Drejningen  af  Gylindren  i  Integratoren  Nr.  1  er  proportional  med 
Forskydningen  af  Kuglen  i  Nr.  2.  Alle  Skiverne  dreje  sig  med 
samme  Hastighed,  og  vi  ville  kalde  deres  faelles  Drejningsvinkel  t. 
Betegne 

x,  y,  x\  y\  x",  f  .  .  .  x«-l\  *#-*) 


Drejningsvinklerne  for  Gylindrene  i  Integratorerne  Nr.  2,   ville  For- 
skydningerne  af  Kuglerne  i  Integratorerne  Nr.   1  vaere: 

d*x    d*y    d*x'    d*y*         d2^1*    rf'yfr'-1* 
dt*'   dt*'    dt*  '    dt*  dt2      '       dt2     ' 

Indferer  man  nu  Mekanismer  saaledes,  at  Kuglerne  Nr.  1   faa  For- 

skydningerne  X,    Y,  X\   T  ...  X^~x\    Y^x\    der    ere    Funk- 

tioner  af  x,  y,  x\  y'  .  .  .  afi~~~*\  y^~^\  t,  ville  altsaa  Gylindrene 

i  Integratorerne  Nr.  2  give  Integralerne  af  Differentialligningerne : 

dt*  '    dt*  '    dt* 

d**{i-1]  _  xd-i)  d'y(J~x)  =  v(i-D 
dt*  '     dt*  ' 

Skal  dette  anvendes   f.  Ex.   paa  Bestemmelsen   af  Bevaegelsen 
af  i  Punkter  i  samme  Plan  med   Koordinaterne  x,   y,  x',  y'  .  .  . 
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#'*",  }r~~~  *  der  tiltraekke  hverandre  med  Kraefter,  som  afhaenge 
af  Afstandene,  saa  man  altsaa  har: 

X=  (*'  -  z)f(&  -  *)■  +  (y'  -  y)*)  +  (*"  -  'x)t((x"  -  *)» 

4-  (y"  -  y)2) 
4- 

•F—  (y'  -  y) />((*•  _  ar)t  +  y  _  y)i)  +  (f  _  y) /■((*»  -  *)* 

4-  (y"  -  y)8> 
4- 

0.    S.    V. 

kan  man  paa  felgende  Maade  serge  for,  at  Kuglerne  Nr.  1  faa  de 
rigtige  Forskydninger.  Man  konstruerer  en  Flade  af  Staal  med  Lig- 
ningen : 

hvis  retvinklede  Koordinatsystem  kan  forskydes  saaledes,  at  f-  og 
17-axen  beholde  deres  Retninger  og  forblive  i  en  fast  vandret  Plan. 
Fladen  forbindes  med  Integratorerne  paa  en  saadan  Maade,  at  en 
lodret  og  i  lodret  Retning  forskydelig  Stang,  der  stetter  sig  paa 
den,  stadig  er  fremstillet  ved  Ligningerne: 

£  =  x'  —  x,  rj  =  y'  —  y; 

Stangens  Forskydning  vil  da  vaere  = 

(X' -x)/'((x'-x)»4-(y'-y)*). 

Paa  samme  Maade  bringer  man  andre  Staenger  til  at  faa  Forskyd- 
ninger =  de  andre  Addender  i  X  og  kan  saa  serge  for,  at  Kuglen 
Nr.  1  i  den  forste  Integrator  faar  Forskydningen  X  ved  Anvendelse 
af  en  Snor,  der  feres  dels  over  faste  Tridser,  dels  over  Tridser 
fastgjorte  paa  Stangerne. 

Udvidelsen  til  den  samme  Opgave  for  Rummet  frembyder  ingen 
theoretisk  Vanskelighed. 


73 


OMDREJNINGSFLADERS  KONFORME  FREM- 

STILLING  I  PLANEN. 

(af  F.  Buchwaldt). 


§  1.  En  Flade  er  konformt  fremstillet  i  en  Plan,  eller 
projiceret  paa  en  Plan,  naar  ethvert  af  Fremstillingens  (Projektionens) 
Fladeelementer  er  ligedannet  med  det  tilsvarende  Fladeelement  paa 
den  givne  Flade,  saa  at  overalt  Vinklen  mellem  to  hinanden  skjae- 
rende  Kurver  paa  denne  Flade  vil  forblive  uforandret  i  Projektionen. 
Medens  der  saaledes  i  ethvert  Punkt  er  Ligedannethed  tilstede 
mellem  Fladen  og  dens  plane  Projektion,  er  der  Variation  i 
Maalestoksforholdet,  hvorved  der  forstaas  Forholdet 
mellem  et  Kurveelement  i  Projektionen  og  det  tilsva- 
rende Kurveelement  paa  den  givne  Flade.  Maalestoks- 
forholdet vil  i  ethvert  Punkt  af  Projektionen  vaere  det  samme  i 
alle  Retninger;  men  det  vil  i  Almindelighed  variere  fra  Punkt  til 
Punkt,  medens  det  dog  i  en  enkelt  Kurve  kan  forblive  konstant. 
Jo  mindre  Forskjellen  er  mellem  det  starste  og  det  mindste  Maale- 
stoksforhold,  der  findes  paa  det  fremstillede  Areal,  desto  najagtigere 
vil  dette  vaere  fremstillet,  ^:  med  desto  mindre  Fejl  vil  Projek- 
tionens (Kaartets)  Maalestok,  der  tages  som  Middeltallet 
at*  det  sterste  og  det  mindste  Maalestoksforhold  indenfor 
det  fremstillede  Areal,  kunne  anvendes  overalt  paa  dette. 

§  2.  En  Omdrejnings flade  ville  vi  fremstille  konformt  i 
Hanen  ved  de  orthogonale  Trajektorier,  som  dannes  af  Meridian  er 
og  Parallel  er,  de  Kurver,  som  fremstaa  paa  Omdrejningsfladen 
ved  dennes  Skjsering  henholdsvis  med  Planer  (Meridianplaner),  der 
indeholde  Omdrejningsaxen ,  og  med  Planer  (Parallel planer),  der 
staa  lodrette  paa  denne. 

Det  Areal,  der  skal  frenistilles,  er  enten  hele  Omdrejnings- 
fladen  eller  en  Del  deraf,  symmetrisk  med  Hensyn  til  Midte- 
meridianen  eller  Begyndelsesmeridianen. 
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Ethvert  Punkt  (a,  ft)  paa  Omdrejningsfladen  er  bestemt  ved 
Koordinaterne  a  og  ft,  idet  a  er  den  Vinkel  (mellem  —  n  og 
4-  tt),  som  Meridianplanen  danner  med  Midtemeridianens 
Plan,  og  P  den  Vinkel,  som  Punktets  Normal  danner 
med  Axens  positive  Retning;  a  er  Punktets  „Laengde*,  og  ft 
vKomplementet  til  dets   „Polh0Jde"   eller  „Bredett. 

Fselles  for  alle  Punkter  i  samme  Parallel  (p)  ere  M  og  P. 
idet  M  er  Meridianens  Krumningsradius  og  P  er  Radius  i 
Parallelen  (/?).  Ved  „  Pol  en"  forstaas  det  (everste  eller  nederste) 
Punkt  (/L),  hvori  Meridianen  skjaerer  eller  rerer  Axen,  eller,  hvis 
der  ikke  finder  nogen  Raring  eller  Skjaering  Sted,  det  Punkt 
{fip  =  0),  hvori  Axen  skjaeres  af  Planen  for  den  Parallel,  der  har 
mindst  Radius.  Denne  Parallel,  for  hvilken  ft  betegnes 
ved  Pc,  kaldes  „Polcirklen" ;  dens  Radius  P  er  =  Pr 
I  Polcirklens  Plan,  der  indenfor  P  =  0  og  P==  Pc  betragtes 
som  en  Del  af  Fladens  Overflade ,  er  P  uafhsengig  af  ft, 
der  her  overalt  er  =  /L  =  0,  og  tages  derfor  til  uafhsengig 
Variabel,    medens    ellers    i   Reglen    udenfor   Polcirklen    ft    er    den 

uafhsengige  Variable.      Vserdien   af  fl    i    Polen    betegnes    altid 

n 

ved  pp.     Naar   Meridianen    rarer   Axen,    bliver  ftp  =  pc  =  -}-  -r-, 

og  Pc  =  Pp,  som  altid  er  =  0. 

Til  Punktet  (a,  ft)  eller  (a.  P)  paa  Omdrejningsfladen 
svarer  Punktet  (x,  y)  i  Projektionen,  idet  x  og  y  ere 
retvinklede  Koordinater.  Disses  Begyndelsespunkt  (0,  0) 
svarer  til  Punktet  (0,  (t0)  eller  (0,  P0)  i  Midtemeridianen 
(a  =  0),    der    i    Projektionen    fremstilles    ved   y-Axen. 

y-Axens  og  ar-Axens  positive  Retninger  vselges  saaledes,  at  -^  og  -r 

blive  positive;  naar  derfor  i  Polen  Omdrejningsaxen  er  positiv 
„opad*,  vil  y-Axen  i  Polen  va?re  positiv  „nedad*.  Projektionen 
bliver  symmetrisk  med  Hensyn  til  y-Axen.  —  Svarer  Begyndelses- 
punktet  til  Polen,  bliver  (t0  =  (tp  og  P0  =  Pp  —  0;  a?- Axen  vil  da 

forestille  Meridianen  (  —  1    og    —    lige   som   y-Axen    —    vaere  en 

Symmetriaxe  med  Hensyn  til  Fremstillingen  af  det  orthogonale  N*et. 
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De  gjennem   Punktet   (a,    fi)   paa   Omdrejningsfladen   gaaende 
Elementer  af  en  Meridian  og  en  Parallel  ville  henholdsvis  vaere 

dm  =  M  .dp  og  dp  =  P .  da. 
De  tilsvarende   Elementer   i  Projektionen    ville,    idet   x    og    y    ere 
Funktioner  af  a  og  /?,   og   a  er  konstant  i  Meridianen,  ft  konstant 
i  Parallelen,  vaere 


*'-*Y3s+^**-*-y^+£ 


Da   dm'   skal 

staa 

lodret 

paa  dp',    ligesom    dm    staar   lodret 

paa  dp,  haves 

dy 

dx 

da 
dx 

■■   —          >                                          (a) 
dy 

da 

dp 

saa  at  man  faar 

dm4 

%■« 

(b) 


dp  dx    , 

-j-  .da 
da 

__     .  .  _  dm       dm4     . 

men  Kontormiteten  kraever  desuden,  at  -7—  =  -rr»  altsaa  at 

rip         op 

rfy 
Jf  =  ^ 
P   —    dx' 

da 

For    enhver   given   Omdrejningsflade   ere   M  og   P  bekjendte 

Funktioner  af  /?,  saa  at  ligeledes 

dP 
Pcosfi 

vil,   naar  den  arbitraere  Konstant  C  er  given,    vaere  en  fuldstaendig 

bestemt  Funktion  af  /?.      Man   kunde  derfor  i  (a)  og  (b)  indfere  y 

i  Stedet  for  B,  hvorved  man,  idet  -r-  =  tt»  &ar  af  (b)  og  derpaa 

dy       M 

af  (a): 

dx dy 

da        dy 


y-jlLdfi+C-Jj^rs  +  C,  (l) 


dx dy 

og  dy  da 


(c) 
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Naar  heraf  x  skal  kunne  bestemmes,  maa  man  have 

d2x    d2y d2y 

da .  dy       dy2  da2 

d2y    ,  d2y 

eller  J  +  *fi  =  °- 

som  ved  Integration  giver 


y  =  9i  (y  +  «  V-  i)  +  <p,  {y  -  «  V-  i), 

hvornaest  man  af  (c)  faar 

x  =  -  lCTi  {9>1  (y  +  «  yZl)  -  ?>,  (y  -  a  V^l)}; 
men,   da  x  skal  vaere  =0  for  a  =  0,  maa  95  2  vsere  =  9^,  saa 
at    y    og    x    bestemmes   som  Funktioner   af  a   og   y   og  dermed, 
ifelge  (1),  tillige  som  Funktioner  af  a  og  ft  ved 


(2) 


x  =  -  f^~\  {<p  (y  +  a  }CTi)  _  ^  (y  _  a  V^l)} 

Kvadratet  af  Maalestoksforholdet  /i  (a,  /?)  i  Punktet  (#,  y), 
svarende  til  Punktet  (a,  /J),  erholdes  af 

...    «      /d»Y      /d»Y      Wy/    '  Wy/        W  """Ww 

*  fcfl-teJ  -(*) '— — pi — = — w~  ■ 

som  giver 

/*»  (a,  /J)  =  £  .  ?'  (y  +  a  Y=l) .  <p'  (y  -  a  Y=l).         (3) 

Saettes 

q)(v)  =  xp  (ev)  =  y>  (u),  altsaa  9?'  (v)  =  u  .  v>'  W, 
faas,  i  Stedet  for  (2)  og  (3), 


y  =  tp(ey  [cos  a  +  V—  1 .  sin  a])  +  y>  (ey  [cos  a  —  V—  1 .  sin  a])  \    ,, 
#=-— V—  l{y(^[cosa  +  l^l  .sin a]) — ^(^[cosa— -V--1  .*ina])j) 

/*2  («,/*)  = 

4^  (3)' 

~pi"«  V7'  (ey[c0sa-f-r  —  1  .siwa]) .  v>'(ey[c0$a  —  V  —  1  .  swa]) 

I  Formlerne  (2)  og  (2)'  maa  altsaa  ifalge  (1)  y  og  i  (3)  og 
(3)'  desuden  P  indferes  som  de,  ved  den  givne  Flade  bestemte, 
bekjendte  Funktioner  af  /?. 


ey  .  y>"  («0  +  V>'  W)  -  V-  (*y)  •  008  fi],   (4)' 
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Betingelsen  for.  at  en  Omdrejningsflade  kan  fremstilles  konformt 
efter  en  bestemt  Lov  (<p  eller  y>),  vil  nu  alene  vaere  den,  at  Inte- 
grationen  i  (1)  kan  udferes. 

Minimum    af   Maalestoksforholdet    skal    findes    i   Midte- 

meridianen   (a  =  0).      Da   man   af  (3)  og  (3)',  i  Forbindelse  med 

(1),  faar 

d  .ju(0,  p)       %M     t 

—  dp     =  pi-  W  (y)  -  <p  GO  • co*  fii  W 

d./i(0j)  =  2M.eY 
dp        ~      P2 

saa   maa    P    for    det   Punkt    (0,  ft)    i   Midtemeridianen,    i   hvilklet 

Maalestoksforholdet  er  et  Minimum,    gjare   hajre  Side   af  (4)   eller 

(4)'  til  Nul. 

Den    arbitraere    Konstant  C  i  (1)    for   y   kan  man,    naar 

Meridianen   skjaerer   eller  rarer  ( Pc  =  P,  =  0,  /L  =  Pc  =  +  —J 

Axen   og  ievrigt  er  en  kontinuerlig  Kurve,    give    en    hvilken    som 

heist  Vaerdi,    f.  Ex.  Nul,    fordi   man   i   (2)   eller   (2)'   kan  i  Stedet 

for  <p(v)  eller  y>(u)  saette  <p(C-\-v)   eller   y>(K.u),   hvor  C  og  K 

ere  arbitraere. 

Da  P  i  Polen  (pp)  altid  er  =0,  o:  Pp  =  0,  maa,  ifalge  (1), 

(dy\        (dy\ 

\Jk)  °£  \7PpI    a^  ""  mec*  mm(*re  Mp  ogsaa  skulde  vaere  =  0 

—  vaere  uendelige;  men  det  vil  let  ses,  at  e?  i  Polen,  eller  e  p, 
ligeledes  maa  vaere  Nul,  og  at  man  i  Polen,  naar  Meridianen 
skjaerer  Axen,  maa  have 


M     /* 


e  '* 


P'p       PP 


0  for  k  >  cos  Pp 
K>0  -  k  =  cos  0p\  (1)' 

oc   —  k  <  cos  pp 


og,  naar  Meridianen  rerer  Axen  \Pp  =  Pc  = 5- 


1_ 

p  )p       Pp 


(1) 


0    for  k  >  0  =  cos/V 

=     '  — — —  '. 

00  —  k  <  0  =  cos  ftp 

Naar  Meridianen   derimod   ikke   er   kontinuerlig,   men   bestaar 
af  forskjellige  hinanden   skjaerende  Stykker  af  kontinuerlige  Kurver, 
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maa  i  Sammenstedspunktet  mellem  to  saadanne  Kurver  y  erholde 
den  samme  Vserdi,  hvad  enten  den  beregnes  paa  den  ene  eller 
den  anden  af  de  to  Kurver. 

Dette  finder  Sted  ved  en  Meridiankurve,  som  ikke 
skjaerer   Axen,    altsaa   Pc  >  0,    idet   Polcirklens    Plan    indenfor 

Parallelen  l/?c  =  -f  —J    skal    betragtes    som   en   Del   af  Fladens 

Overflade.  Vi  vaelge  da,  at  bestemme  y  udenfor  Polcirklen. 
altsaa  paa  den  ikke  plane  Overflade,  saaledes 

r  =  lg  Pc  +  \y  dp,  (if 

hvorved  man  i  Planen  indenfor  Polcirklen,  hvor  cos  ft  er 
konstant  =  cos  /L  =  1,  faar  af  den  2den  Formel  (1) 

**  =  P. 

altsaa  ey*  =  Pp  =  0  og  e7c  =  Pc  (Polcirklens  Radius). 

§  3.  Vi  ville  beregne  y  ved  et  Par  af  de  vigtigste 
Omdrejningsflader,  for  hvilke  man  anmodes  om  selv  at  tegne 
en  Figur. 

a.  Toren  faar  her  sin  starste  Betydning  derved,  at  man 
altid  imellem  to  tilstra?kkelig  user  ved  hinanden  beliggende  Paralleler 
kan  remplacere  den  givne  Omdrejningsflade  med  en  Tore,  som 
oskulerer  i  Midteparallelen,  idet  demies  Krumningsradius  M  tages 
til  Radius  for  Torens  Meridianeirkel. 

Vi  betegne  Meridianens  Radius  ved  a,  dens  Cen- 
trums Afstand  fra  Axen  ved  b.  Man  har  da  M=a  og 
P^b  +  asinfi. 

1.     Naar  Meridianen  skja?rer  Axen,  sa*ttes 

b  =  a  sin  t\ 

idet  r  er  den  V  ink  el,  som  i  Meridianens  nederste  Skjae- 
ringspunkt  med  Axen  —  det  everste  Skjaeringspunkt  er 
„Polen*  —  dannes  mellem  denne  og  Skjaeringspunktets 
Diameter.     Man  har  da  /}.,—  —  r,  og  ifolge  (1)  for  C=0. 
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!•-■  * 


J  stnv 


som  omformes  til 


=  lg 

sin  v  -\-  sin  ft 

1 

COS  V 

1  +  sin  v  .  sin  (I  -\-  cos  v  .  cos  fi 

J 

^ 


^'n  j(fi  +  t?)\tt"  *  (1) 


Det  kan  heraf  udledes,  at  en  af  Torens  konforme  Pro- 
jektioner  er  Udfoldningen  af  en  perspektivisk  Projektion, 
fremstaaet  ved,  at  0jepunktet  tages  i  Fladens  nederste 
Skjaeringspunkt  (fi  —  —  (^  —  v))  med  Axen,  og  at  Fladens 
Punkter  derfra  projiceres  paa  en  Kegleflade,  der  har 
samme  Axe  og  Toppunktsvinkel  som,  eller  er  sammen- 
faldende  med,  en  omskreven  Kegle,  som  rerer  Fladen  i 
Parallelen  (fi  =  v),  hvis  Plan  gaar  igjennem  Fladens 
everste  Skjaeringspunkt  (Polen,  fip  =  —  v)  med  Axen,  og 
hvis    Radius   er  =  2a  sin  v.      Keglens    halve  Toppunktsvinkel    er 

I  samme  Meridian  vil  Vinklen  mellem  Normalerne  til  Rerings- 
punktet  (fi  =  v)  med  den  omskrevne  Kegles  Frembringer  og  til 
Punktet   (fi)   vaere   =  fi  —  v.      De    to   Punkter    ses    altsaa    under 

Vinklen  -—  (jff  —  t?).  Paa  samme  Maade  findes,  at  Polen  (fip  =  —  v) 
og  Punktet  (fi)  ses  under  Vinklen  —  (fi-\~  v),  idet  Vinklen  mellem 

JL 

de  to  Punkters  Normaler  er  (fi  —  /L)  —  fi  -\-  v.  Heraf  erholdes- 
let,  at  Afstanden  g  paa  den  omskrevne  Kegle  fra  dennes  Toppunkt 
til  Projektionen  af  Punktet  (fi)  bliver 

__    2  a     sin\(fi  -\-  v) 
cos  v    cos  \(fi  —  v) 

idet  Afstanden  fra  Keglens  Toppunkt  til  Reringspunktet  (fi  =  v)  er 
Qv  =  2  a  Ag  v.  Naar  Keglen  udfoldes  paa  Tangentplanen  til  Midte- 
meridianen  (a  =  0),  vil  Vinklen  #  i  Projektionen  mellem  de  to 
gjennem  Polen  gaaende  rette  Linier,  som  forestille  Midtemeridianen 
og  Meridianen  (a),  vaere  bestemt  ved 
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a  .  2a sin  v  =  ft  .  gr, 

eller  ft  =  a  .  cos  v. 

Forskydes    Keglen    et    vilkaarligt    Stykke    i    Retning   af  Axen, 

faas  i  Almindelighed 

sin  |  tf  +  v) 
cos  £  (p  —  v) 

hvorimod  ft  forbliver  uforandret. 

Naar  man  nu  i  Projektionen   (den  udfoldede  Kegleflade)  tager 

Polen     til    Begyndelsespunkt     for    Koordinaterne    x    og    y,     haves 

y  =  q  .  cos  ft  og  x  =  q  sin  ft,  eller 

sin  i  (/J  +  v) 

y  =  A  . :  /a    — -  .  cos  (a  .  cos  v) 

cos  \  (p  —  v) 

„    sin  \  (ft  +  v) 

og  x  =  K  . f— 3 r  .  s*w  (a  .  cos  0); 

cos  i  (p  —  r) 

men  det  sarame  Resultat  erholdes  ved  med  den  i  (l)a  erholdte  Vaerdi 

for  cy,  i  (2)'  at  saette 

hvilken     Funktionsform    altsaa    giver     den    naevnte     perspektiviske 

Projektion,  og,  skal  denne  svare  til  en  Toren  i  Parallelen  (J3  =  v) 

2a 

rerende  Kegle,  maa  K  tages  = .     Den  til  Begyndelsespunktet 

cos  v 

svarende  Vaerdi  /?0  af  /?  er  da  /L  for  Polen,  eller  j50  =  /L  =  —  v. 
Maalestoksforholdet  bliver  ifalge  (3)' 

K  cosv 

M  ~  *i    COB*  *  (fi  -T)'  W 

zr 

hvis   Minimum    [x  (v)  =  —  cos  v,    eller    for   den   r0rende   Kegle 

jl  a 

/*(#)  =  1 ,  ikkun  kan  findes  i  Roringsparallelen  (/?  =  0),  saa  at 
Projektionens  Najagtighed  vil  afhaenge  af,  hvorledes  denne  Parallel 
er    beliggende    med    Hensyn    til    det    Areal,    der    skal    fremstilles. 

Havde  man  derimod  taget  y>  (u)  =  —  K .  vr,  hvorved  Projektionen 

for  k  ^  cos  v  vilde  ophare  at  vaere  perspektivisk,  vilde  man  have 

kunnet  disponere  over  k  saaledes,  at  der  erholdtes  den  for  den 
givne  Funktionsform  sterst  mulige  Najagtighed,  eller  mindst  mulige 
Variation  i  Maalestoksforholdet. 
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2. 


Naar  Meridianen  rarer  Axen,  haves  4 

dp  2 


=  «. 


-A 


+  sin  /? 


i+tgtP 


o), 


som  giver  e  c  =  e  p  =  Pc  =  0. 

3.      Naar  Meridianen    ikke    skjaerer  Axen,    er  4  >  a, 


JT 


Polcirklens   Radius  Pc  =  4  —  a,   Pc  =  —  — ,    /L  =  0.      Indenfor 


2 


Polcirklen  er 


^  =  P 


og  varierer  fra  e  p  =  Pp  =  0  til  c  c  =  Pc  =  4  —  a. 
Udenfor  Polcirklen  faas  af  (1)' 


\Hi 


y  =  lg(b  -  a)  + 


a 


V42  -  a2  . 


:rc  —  arc   cos  = 


a 


b  sin  ft 


•    (1). 


4  +  a  sin  /J/J' 

b.     Sfaeroiden,  hvis  Meridian  er  en  Ellipse,  der  har  sin  lille 
Axe  sammenfaldende  med  Omdrejningsaxen. 

Naar  Ellipsens  halve  Storaxe  er  =  a,  og  dens  Excentricitet 
=  £,  og  man  indfarer  HjaBlpevinklen  co,  bestemt  ved 

e  cos  ft  =  sin  a), 
haves  /3L  =  0, 


if= 


a(l—  £*)  a(l-£2) 


(l-£2cos2/?)*         <™3a> 


ogP= 


a  sin  /? 


a  5m  ft 


V\—e2cos2P       cos 


a> 


altsaa 


y  -  (l  -  £2)/(TT 


rf/J 


£2  cos2  /?)  .  siw/? 


eller 


eller  f  —  tg^p.tf  [w  +  y  *> 


(Db 


idet  a>  =  arc  (sin  =  e  .  cos  ft). 

Sfaeroiden  har  ikke  nogen  konform  perspektivisk  Projektion; 
men  den  kan  —  ligesom  i  Almindelighed  enhver  Omdrejningsflade 
—   forst  overfores  konformt  paa  en  Kugle  (jvfr.  §  5)   og   derefter, 

Rsekke  V.    Aargang  6.  6 
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idet  Kuglen  er  en  Tore  (a .  1)  med  v  =  0,  projiceres  perspektivisk 
og  konformt  paa  en  Plan. 

c.  Kliglen  er  en  Tore  (a  .  1)  med  v  =  0  eller  en  Sfaeroide  (4) 
med  £  =  0  (altsaa  w  =  0),  og  saavel  (l)a  som  (l)jj  give  derfor 

ey  =  tg  \  ft.  (l)c 

Den  under  Toren  omtalte  Kegle,  paa  hvilken  Fladen  kan 
projiceres  perspektivisk  og  konformt,  bliver  her  til  en  Plan,  der  er 
parallel  med  eller  sammenfaldende  med  Tangentplanen  til  Polen 
(p  =  0),  medens  0jepunktet  kommer  til  at  falde  i  Endepunktet 
(P  =■=  +  n)   af  den  paa  Tangentplanen  lodrette  Diameter.      Maale- 

stoksforholdets  Minimum  /i(0)  =  — ,    eller   for  K=%a  (?'  Pro- 

jektionsplanen  sammenfaldende  med  Tangentplanen)  fi  (0)  =  1 ,  kan 
imidlertid  her  bringes  til  at  falde  indenfor  det  Areal,  der  skal 
fremstilles,  og  navnlig  til  at  falde  i  dettes  Midtpunkt,  hvorved 
Maalestoksforholdet    ved    den    givne    Funktionsform,    xp  (w)  = 

—  K  .  it,  erholder  den  mindst  mulige  Variation,  idet  ethvert  Punkt 

paa  Kuglen  kan  betragtes  som  Pol  for  et  Hjaelpesystem  af  Meri- 
dianer  og  Paralleler,  livis  sfaeriske  Koordinater  a*  og  P*  beregnes 
af  de  oprindelige  a  og  ft  og  indtraede  i  Formlerne  i  Stedet  for 
disse.  Tages  Begyndelsespunktet  (a  =  0,  P  =  /?0)  i  Hjaelpepolen 
(/**  =  0l  bliver 

y  =  A'  .  tg  —  p*  .  cos  a*. 


x  =  A" .  tg  —  p*  .  sin  a*. 

Off   u  ip*}  = —  =  — — 

*  '    ^  *<i     <w*  I  p*        cos*  ip* 


(e) 


Projektionen ,  der  er  bekjendt  under  Xavnet  ,deu  stereo- 
jrrafiske  Projektion*.  liar  den  nwrkelige  Egenskab.  at  Projek- 
tionen af  enhver  Cirkel  paa  Kuglens  Overflade  er  eii  Cirkel. 

§  4.  Valget  af  Formen  for  og  den  niermere  Be- 
st emm  else  af  den  arbitrage  Fun kt ion.  qr  i  {$)  eller  y 
i    ^-\     afti&«n$?    fornenuueliff    af,    om    tier    is*r    skal    tilstrabes 
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Sirapelhed  og  Lethed  i  Beregning  og  Konstruktion,  eller  oro  der 
fortrinsvis  skal  laegges  Vsegt  paa  Nejagtigheden ,  saaledes  at  en 
Middelmaalestok  m  kan  over  hele  det  fremstillede  Areal 
benyttes  med  den  mindst  mulige  Fejl. 

Vi    ville    i    denne    §    betragte   de  simpleste   Former  og 
Bestemmelser  for  <p  og  y>. 

a.     Den  konforme  cylindriske  Projektion.     Naar  man  i 
{$)  og  (3)  saetter 

<p  to  =  \  (C0  +  cx  v\ 


faas  y  =  C0  +  Cx  .  y, 

x  =  Cxa 

C 

og  ^(P)  =  -p 


(0 


Parallelerne  (^  konstant,  eller  y  konstant)  ere  altsaa  rette 
Linier  parallele  med  ic-Axen,  og  Meridianerne  (a  konst.)  rette 
Linier  parallele  med  y-Axen.  Enhver  ret  Linie  i  Projektionen  vil 
svare  til  en  Linie  (den  loxodromiske)  paa  Fladen,  der  overskjaerer 
alle  Meridianerne  under  en  konstant  Vinkel,  den  samme  som  i 
Projektionen.  Det  samme  gjaelder  med  Hensyn  til  Liniens  Skjaering 
med  Parallelerne. 

Maalestoksforholdet  varierer  staerkest  i  Retning  af  Meridia- 
nerne og  er  konstant  i  den  samme  Parallel;  det  er  omvendt 
proportionalt  med  Parallelens  Radius  P,  har  sine  absolute  Minima  i 

Parallelerne  (/?  =  i^r)  °g  bliver  uendeligt  i  Polerne  (P-^=P/)==0). 

Da     Maalestoksforholdets    Minimum     er    bundet     til     bestemte 

Paralleler  ( fl  =  +  ~^~)  Paa  Fladen,  vil  det  vaere  tilfaeldigt,    om  det 

falder  indenfor  det  Areal,  der  skal  fremstilles,  og  navnlig,  om 
det  falder  i  dettes  Midteparallel ;  men  paa  Kuglen  kunne  dog.  de 
gunstigste  Maalestoksforhold  for  dette  Areal  bringes  til  Veje  derved, 
at  man  tager  en  Hjaelpepol  med  tilhorende  Begyndelsesmeridian  og 
sfaeriske  Koordinater  a*  og  ft*  (der  beregnes  af  de  oprindelige 
a  og  /S),  saaledes  beliggende,  at  Areal et  falder  indenfor  2  Paralleler 
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(/?*)  og  (/?*  =  n  —  /?*),  hvis  faelles  Afstand  — /?*  fra  Hjaelpe- 

71 

sekvatoren   p*  =  — ,   der  tilnaermelsesvis  kommer  til    at   gjennem- 

skjsere  Arealet  efter  dettes  sterste  Udstraekning,  bliver  saa  lille  som 
muligt.     Idet  nu  Begyndelsespunktet  tages  i  Hjaelpeaekvatoren  (altsaa 

fi0  svarende  til  fi0  =  — ),  faas,  naar  Kuglens  Radius  er  R, 


9  —  Ciir  —  Cilg.tg-jP. 

x  =  Ct  a*, 

,OT      o,       "(f)       "(f) 

^  }        R.sinp*        sin  0*              In 

cos   —  — 

\2 

r)' 

(0' 
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idet  —  —  ft*   er  Punktets   sfaeriske  Afstand   fra,   eller  Brede  med 

ln\       C, 
Hensyn  til,  Hjaelpeaekvatoren  (#-Axen),  og  fi  1  —  1  =  -^  er  Maale- 

stoksforholdets    Minimum ,    medens    /*  (/?]£)  =  fi  QS*)  =  — ; — —  er 

dets  Maximum  indenfor  Arealet.  Skal  nu  Projektionens  Maalestok, 
eller  Middelmaalestoksforholdet,  vaere  m,  erholdes  til  Bestemmelsen 
af  Ct 

a»=/.(f)+^.i-i(.+^)- 

Jo  mindre  Arealets  Udstraekning,  21  — /?*),  i  Brederetningen  er 

i  Forhold  til  dets  Udstraekning  (Max.  af  2  a*)  i  Laengderetningen, 
desto  fordelagtigere  vil  Projektionen  vaere. 

b.     Saettes  i  (2)  og  (3) 

faas  Meridian  er  og  Paralleler  fremstillede  ved  to  Systemer  af 
Par  abler,  der  have  faelles  Axe  (Midtemeridianen),  men  hvis  Kon- 
vexiteter  vende  i  modsat  Retning. 
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c.     Den  konforme  koniske  Projektion.     Saetter  man 

y>  («)  =  \  (K0  +  Kx  «*), 

faas  af  (2)': 

y  =  K0+K1.e?c-'r.  cos  (*a),  J 
og  x  =  Kt  .  £*,y  .  sin  (A**),  J 

hvori  man,  idet  y0  svarer  til  fi0  for  Begyndelsespunktet,  maa  have 
K0  =  —  Kx  ePr*.     Formlen  (3)'  giver: 

nW^K.k.Y  (h) 

Parallelerne  ere  altsaa  koncentriske  Girkler,  beskrevne  hver 
isaer  med  en  Radius 

q  =  K,  .<& 
omkring  Polens  Projektion,    hvorfra  Meridianerne  udgaa   som  rette 
Linier,  saaledes  at  den  til  a  svarende  Meridian  danner  med  Midte- 
meridianen  (y-Axen)  en  Vinkel 

#  =  ka. 

Maalestoksforholdet  er  —  ligesom  i  Tilfaeldet  a  (den 
konforme  cylindriske  Projektion)  —  konstant  i  den  samme 
Parallel  og  varierer  starkest  i  Retning  af  Meridianerne ;  men  dets 
Minimum  er  ikke  bundet  til  bestemte  Paralleler  paa  Fladen,  saa 
at  man  kan  disponere  saaledes  over  Konstanterne  Kx  og  kf  at 
Variationen  i  Maalestoksforholdet  bliver  indenfor  det  Areal,  der 
skal  fremstilles,  saa  lille,  som  den  valgte  Funktionsform  for  xp 
overhovedet  tillader. 

Naar  Arealet  er  indesluttet  imellem  Parallelerne,  svarende  til 
j8  =  fln  og  P  =  j58,  kan  man  nemlig  gjore  Maalestoksforholdene  i 
disse  2  Graenseparalleler  til  2  indbyrdes  hge  store  Maxima  for  det 
mellemliggende  Areal  ved  at  saette  ju  (/?n)  =  fx  Q9^),  som  giver 

1  P8 

k  =  .  la  7T--  (i) 

Maalestoksforholdets  Minimum  maa  nu  falde  i  en  mellem- 
liggende Parallel,  hvis  Veerdi  for  fi  vi  ville  betegne  ved  /S0,  saa  at 
altsaa  det  mindste  Maalestoksforhold  skal  findes  i  Begyn- 
delsespunktet og  i  den  igjennem  dette  Punkt  gaaende,   #-Axen 
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rerende,   Parallel.      Betingelsen   herfor  er,   ifalge  den    lste  Formel 

(4)',  at 

k  =  cos  ft0  Q) 

Naar  saaledes  k  og  ft0    ere   blevne  bestemte  ved   (i)   og  (j), 
findes  slutteligen  Kx   af  Betingelsen 

2ro  =  n(fi0)  +  ,«(/?„)  =  A*0»o)  +  /*(&), 
eller  af 


2m  =  IT x  .  A: 


>    ,   J"* 


+ 


P         P 


W 


idet  w  er  den  for  Projektionen  forlangte  Maalestok.  Naar 
k  =  cosft0  er  <  cos  ftpy  bliver,  ifelge  (1)'  og  (1)"  i  §  2,  i  Polen 

f*  (ftp)  =  °°. 

En  simplere,   men  mindre  fordelagtig  Bestemmelse    af  Kx  og 

k   erholdes   ved   at   se   bort  fra  Betingelsen  (i),    og    betragte    /?0 

som  given    —   man  kunde  f.  Ex.  saette  ft0  =  -e-  (ftn  +  ft*)  — > 

derpaa  bestemme  &  af  (j)  og  endelig  Kt  af  (&),  hvori  dog  fin 
maatte  ombyttes  med  ft8,  hvis  fi  (ft8)  bliver  >  fx  (ftn). 

Den  konforme  koniske  Projektion  vil  i  Reglen  blive  desto 
nejagtigere,  jo  mindre  Arealets  sterste  Brededifferens  (ft8  —  /?w)  er 
i  Forhold  til  dets  sterste  Lsengdedifferens. 

71 

Projektionen  gaar  for  ft0  =-5-,   altsaa  k  =  0,    over   til  den 

foran,  under  a,  omtalte  konforme  cylindriske  Projektion.  Er  ft0  =/L 
Vaerdien  af  ft  i  Polen ,  bliver  Projektionen  ved  Toren  (ftp  =  —  f ) 
og  ved  Kuglen  (ftp  =  0)  perspektivisk  (jvfr.  §  3). 

Sidstnsevnte  Projektion  ved  Kuglen,  eller  den  stereografiske 
Projektion,  kan  dog  —  som  i  §  3  c  anfert  — ,  selv  om  ft0  for 
Begyndelsespunktet  ikke  er  --—  0,  ogsaa  anvendes  saaledes,  at  dette 
Punkt  bliver  Projektionens  Midtpunkt,  a*  det  Punkt,  i  hvilket 
Maalestoksforholdet  er  mindst,  idet  man  kan  tage  det  til  Hjaelpepol 
for  et  System  af  Koordinater  a*  og  ft*,  der  kunne  beregnes  af  de 
oprindelige  a  og  ft;  men,  hvis  den  til  Hjselpepolen  (ft0,  ft*  =  0) 
valgte  Begyndelsesmeridian  for  a*,  gaar  igjennem  den  oprindelige 
Pol  (ftp  =  0),  saa  kan  man  undgaa  at  indfere  de  nye  Koordinater 
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<i*  og  /J*.     Man  maa  da  nemlig  i  y-Axen  (Begyndelsesmeridianen, 
(a*  =  0,  a  =  0)  have 

/>*  = /*-/*„. 

og  altsaa,  ifelge  (e)  i  §  3  c  og  (2)', 


eller 


t/;  (W)  =  —  if  y  2  ro 


2         l+fciA>.* 


1  / 

som  indferes  i  (2)'  og  (3)'  med  u  =  tg  —  fi  {cos  a  +  V  —  1  .  sin  a). 

Maalestoksforholdet  bliver  i  alle  Retninger  (a*)  for  ethyert 
Punkt,  hvis  Afstand  fra  Begyndelsespunktet  (a  =  0,  j8  =  /J0,  eller 
fi*  =  0)  er  /J*,  det  i  (e)  angivne. 

d.  Maalestoksforholdet  konstant  i  Midtemeridianen. 
Naar  Arealets  sterste  Brededifferens  er  (fi8  —  /?w),  dets 
storste  Lsengdedifferens  =2a1,  vil  der  —  som  foran,  under 
c,  anfert  —  i  Reglen  vsere  desto  sterre  Fordel  forbunden  med 
den  konforme  koniske  Projektion,  ved  hvilken  Maalestoksforholdet 
forbliver  konstant  i  Parallelerne,  medens  dets  storste  Variation 
kastes  over  i  Brederetningen ,  jo  mindre  (fl8  —  ft^)  er  i  Forhold 
til  ax.  Hvis  omvendt  (fi8  —  /?w)  er  stor  i  Sammenligning  med 
2alf  bliver  Projektionen  mindre  fordelagtig,  og  der  maa  da  kunne 
opnaas  en  sterre  Nejagtighed  ved  at  lade  Maalestoksforholdet  for- 
blive  konstant  i  Midtemeridianen  (a  =  0),  saa  at  Funktionen  y>, 
ifelge  (3)',  maa  bestemmes  af 

fx  (0?  fi)  =  -p-  .  y>'  (tf)  =  k  (konstant). 

Naar  heraf  y>  (w)  skulde  kunne  bestemmes,  maatte  man  farst 
kunne,  ifalge  (1),  udtrykke  fi  og  dermed  P  ved  y  eller  $.  Dette 
kan  saaledes  ske  saavel  ved  Toren  som  ved  Kuglen.  Ved  Kuglen 
lader  Bestemmelsen  af  y>  (u)  sig  let  udfere,  og  for  andre  Omdrej- 
ningsflader,  ved  hvilke  Oplasningen  af  Ligningen  (1)  med  Hensyn 
til  fi  ikke  skulde  kunne  udtfares,    vil  man  mulig  kunne  hjaelpe  sig 


i 
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med  en  Tilnaermelse,  idet  man  —  saaledes  som  det  i  den  felgende 
§  5  vil  blive  vist  —  ferst  kan  overfore  den  givne  Omdrejningsflade 
konformt  paa  en  Kugle.     Er  Kuglens  Radius  =  a,  faas 

altsaa 

ak 


V'  (en 


som  ved  Integration  giver 

yj  (u)  =  —  C  +  ak  .  arc  (tg  =  u). 

Ved  Indsaettelsen  heraf  i  (2)'  faas  efter  nogen  Omformning,  og  idet 
C  bestemmes  derved,  at  y  skal  vaere  =0,  for  a  =  0  og  /J  =  fi0, 
y  =  ak.  (arc  (tg  =  tg  ft .  cos  a)  —  /S0), 

0) 


x  =  ak  .  ig]/l+sin(}.sina 
f  1  —  sin  S  .  sin  a 


.sin2  a1 


p 

medens  (3)'  giver 

fi  (a,  ft)  =  _,  (m) 

i/.  stn2  £0     .  , 

v  1  —  4  — Hn*  • MW   a 

r  COS6  I  p 

hvoraf  endelig  k  kan  bestemmes  ved 

gm— MO,fl  +  A*K,ft)-*/l+    /  ■  ,!,„  V    (n) 

■i/  sm2^ 

idet  in  er  den  Maalestok,  der  med  mindst  Fejl  skal  kunne  anvendes 
over  hele  det  fremstillede  Areal. 

§  5.  Den  konforme  Overferelse  af  Omdrejnirigsflader 
paa  en  Kugle. 

Naar  man  paa  en  given  Omdrejningsflade  ensker  at  anvende 
en  konform  Projektion  med  visse  bestemte  Egenskaber,  og  den  ved 
disse  betingede  Form  for  <p  i  (3)  eller  \p  i  (3)'  vanskelig  lader 
sig  bestemme,  hvorimod  den  segte  Funktionsform  let  vilde  kunne 
findes,  hvis  Fladen  var  en  Kugle,  saa  kan  man,  hvis  Meridianens 
Konkavitet  er  vendt  mod  Axen,  ferst  overfore  Fladen  konformt 
paa  en  Kugle  og  derefter  fremstille  denne  konformt  i  Planen,   idet 
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da  den  saaledes  erholdte  endelige  Fremstilling  ogsaa  vil  vaere  konform 
med  den  givne  Flade,  hvorimod  den  rigtignok  kun  tilnaermelsesvis 
vil  kunne  erholde  de  avrige  oprindelig  forlangte  Egenskaber. 

Betegnes  det  ved  Overferelsen  paa  Kuglen  erholdte 
Maalestoksforhold  med  /Lti  og  det  ved  Overforelsen  fra 
Kuglen  til  Planen  erholdte  Maalestoksforhold  ved  /u2,  vil 
det  endelige  Maalestoksforhold,  det,  der  angiver  Forholdet 
mellem  et  Kurveelement  i  Planen  og  det  tilsvarende  paa  Fladen,  vaere 

A*  =  /*i  •  /**■  (5) 

Jo   mere   fix   naermer  sig  til  at  vaere  =  1,    desto  mere 

vil  det  imellem  Parallelerne  fin  og  fi8  beliggende  Areal 
af  Fladen  naerme  sig  til  at  falde  sammen  med  Kugle- 
fladen,  bg  med  desto  sterre  Tilnaermelse  vil  dets  endelige 
Projektion  i  Planen  have  de  oprindelig  forlangte  Egen- 
skaber. 

Naar  Maalestoksforholdets  Minimum  skal  findes  i  Begyndelses- 
punktet  (x  =  0,  y  =  0),  svarende  til  Punktet  (0,  /?<>)  paa  Fladen, 
beliggende  mellem  Graenseparallelerne  ftn  og  fi89   saa   taenke   vi    os 

Fladen  omskreven  med  en  Kugle,   som  rerer  i  Parallel  en  (J50),   og 

p 

hvis  Radius  altsaa  er  =    .    °n  .     Ethvert  Punkt  (a,  8)  paa  Fladen 

smp0 

projiceres  nu  i  et  Punkt  (a,  /?')  paa  Kuglen   saaledes,    at   det   for- 

bliver  i  sin  Meridianplan,  »:  a'  =  a,  at  /?'0  =  /?0,  og  at 

p 
IT  •  d? 


M .  dfi  sin  P0 


P   da  P  ' 

—  V- .  stn  p  .  da 
sm  p0 

hvoraf,  if0lge  (1)  erholdes 

tg  y  P  -  *g  \  Po  ■  *-*'•  («) 

Maalestoksforholdet  er  fi1  (a,  (}')  eller 

hvori  /?'  kunde  indforcs  som  Funktion  af  ft  eller  y,  ifalge  (6).     Af 
(6)  faas  p0  =  fi0,  og  af  (7) 
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En  sterre  Tilnaermelse  til  Kuglen  kunde  have  vaeret  erholdt 
ved   at   benytte   en  Kugle   med   en   anden  Radius  B,    idet   man  i 

Stedet    for    (6)    satte    tg  —  fi  =  C  .  /,    derpaa    bestemte    C   af 

Pi  (Pn)  =  tli  W»    eller  af  —  ,     og    endelig    B    af 

%  =  P\  (P'o)  +  P\  (Pn)l  men  fl\  maatte  da  farst  bestemmes  af 
i — ^r//? — /  =  ^'    ^er   imidlertid  Vl^e  ?'ve  en  anden  Vaerdi  for  fi\ 

end  /?0,  som  er  den  Vaerdi  af  /?,  der  skulde  gjare  l">{0,P0)== 
f*i  (P>  fio)  -  ^2  (^»  i'o)  t^  et  Minimum.  —  En  endnu  sterre  Til- 
naermelse til  Kuglen  kunde  man  endelig  have  erholdt  ved  i  Stedet 
for  a'  ==  a  at  saette  a4  =  k  .  a. 

§  6.  Projektioner,  ved  hvilke  der,  idet  der  tages  Hensyn 
til  Arealets  Udstraekning  i  forskjellige  Retninger,  tilstraebes  den 
sterst  mulige  Nejagtighed,  den  mindst  mulige  Forskjel  i 
Maalestoksforholdet  indenfor  Arealets  Begraensning. 

Saettes  i  (2)'  og  (3)' 

saa  erholdes,  idet  a  =-=  0  og  0  =  (t0  skulle  give  y  =  0  og  x  =  0, 


r=ao 


r=oc 


og  x  =     2*    A"r  e*T  .  ^,  (t   a) 


samt 

^*  (a.  ft)  = 


(8) 


M(i> 


r=ao 


*r  e^ 


V  r— 2  2 

+  K,  kt  'J?  Kr i^fc+Mr^.  y  [(tr-*t)a]+...)} 
Man  bar  have 

/«  (a,  0  >  ^ (0,  /J)  =  -i- '  2-°° X  tr  «*-y 


(9) 
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og,  ifelge  (4)',  som  Betingelse  for,  at  Maalestoksforholdets  Minimum 
skal  findes  i  Begyndelsespunktet ,    svarende  til  Punktet  (0,  /?0),  at 


d  .  (a  (0,  fi 


dp 


M 


r=oo 


Jo 


=  T5¥     2    Krkr  (*r  -  cos  fio^  *"*  =  0.     (10) 


P2 


1 


Er  K%  =  if3  -=  J5C4  = . . .  —  0,  saa  reduceres  (10)  til  £x  =  cos  (l0> 
som  er  Betingelsen  (j)  i  §  4  c. 

Skal  Begyndelsespunktet  svare  til  Polen,  saa  at  fi0 
er  =  /SL,  Vserdien  af  /?  i  Polen,    saa   maa  x-Axen    svare  til  Meri- 

71 

dianen  —   og    vaere   en   Symmetriaxe    ligesom   y-Axen.      Be  tin- 
j* 

gels  en  her  for  er,  ifelge  (8),  at 

kr=  2r  -  1,  (11) 

og  samtidig  hermed  vil  man  i  (8)  have 

2    Kr  &?•  =  0,  idet  «?•  er  —  2*  =  0. 

Ifelge    Formlerne    (1)',     (1)"    og    (1)'"    i    §    2     faas,    naar 

h  =  ^  -  o, 

ij  =  cos  /?0,  men  &2,  &3, .  .  .  >  cos  j80,  altsaa     p     =  0  for  r">  1, 

*  o 

saa  at  Minimum  af  fi  bliver,  ifelge  (10)  og  (9), 

v 
ft  (0,  fi0)  =  K,  'j?-' 

hvori,  naar  Meridianen  ikke  skjaerer  Axen,  -=j~  vil  vaere  =  1,  samt 

*  o 

naar  fi0  =  fip  >  0, 

Ar  >  cos*(iQ,  altsaa      p     =  0,  som  giver 

*  o 

/i  (0,  fi0)  =  0. 

I  Praxis  vil  der  i  Reglen  kun  kunne  blive  Tale  om  at 
anvende  et  meget  indskraenket  Antal  Led  i  Raekkerne  i  (8).  Hvis 
f.  Ex.  det  Areal,  der  skulde  fremstilles  med  en  hej  Grad  af  Nej- 
agtighed,  var  begraenset  af  Parallelerne  (jtn)  og  (fis)  og  Meridianeme 
(+ai)  og  (—  ax),  og  der  imellem  de  to  Graenseparalleler 
ikke  fandt  nogen  meget  staerk  eller  uregelmaessig  Variation 
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Sted  i  Krumningsradien  M  for  Meridianen,  vilde  man  ved  en 

given  Maalestok  m  for  Projektionen,  og  naar  j$0  sattes  =  —  (fin-\~P^, 

J* 

kunne  indskraenke  sig  til  falgende  Betingelser: 

\d(i  (0,  fi) 


P(ai,PJ=M(ai,Pa)> 


dp 


=  0,  8m-=/*(O,0o)    f  /*(«!>  At) 

.  0 


fx  (a  x  /ftw) 
samt  Betingelsen  for,  at  — ; — 3— r  er   et  Minimum,    eller  saa  naer 

/*  (°>  Po) 

som  mulig  =  1.  Disse  4  Betingelser,  af  hvilke  dog  den  sidste 
bedst  vilde  kunne  udelades,  da  den  tilnaermelsesvis  maa  vaere  en 
Felge  af  de  3  ferste,  tilfredsstilles  lettest  ved  i  (8)  at  saette 
Kh  —  K6  =  .  .  .  =  0  og  gaa  ud  fra  vilkaarlig  antagne  Vaerdier 
for  kl9  k2,  ks  og  kA. 

En    meget    simplere   Fremgangsmaade    vil,    naar    Meridianens 
Konkavitet    mellem   Graenseparallelerne    /ftM    og    fis    er    vendt    mod 

P 

Ax  en,  og  Variationen  af  — — 5  ikke  er  meget  staerk,  vaere  felgende: 

sin  p 

Begyndelsespunktet  (0,  /ft0)  tages  i  Midtpunktet  af  det 

Areal,  der  skal  fremstilles,  og  Fladen  overfares  (jvfr.  §  5) 

p 

konformt   paa   en  Kugle   med  Radius    =  — — —-.      Derefter 

sin  p0 

tages  Punktet   (0,  /ft0)    til  Hjaelpepol    (£*  =  p*0  =  0)    for  et 

System    af    Meridianer    (a*)    og    Paralleler    (/ft*),    idet    der 

enten    til    Midtemeridianen    (a*  =  0)    eller    til    Meridianen 

a    =  —   vaelges   den,    som    gjennemskjaerer  Arealet  efter 

dets  sterste  Udstraekning.  Naar  nu  /ft*  er  den  sterste 
Vaerdi    for  /?*  i  Meridianen  (a*  =  Oj  eller  (a*=  +  JI)>    °£ 
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/ft*  er  den  sterste  Vaerdi  for  /ft*  i  Meridianen  a*  =  +—r 
saa  opstilles  Betingelserne: 


ft  (0,  (3*)  =  fi  (-J,  #)•  og  2w  -  n  (0,  0)  +  fi  (0,  #), 


(o) 


idet   m  er   den   for  Projektionen  forlangte  Maalestok,    og 
Minimum  f*  (0,  0)   er  Maalestoksforholdet   i  Begyndelses- 
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punktet   (0,  fi0)   eller   Hjaelpepolen    (0,  /?*  =  fi  =  0).      Til 

disse  Betingelser  endnu   at   faje  Betingelsen  for,  at  —   '    *    bliver 

et  Minimum,  vil  naeppe  vaere  fornedent. 
Man  har  nu 

P*  =  -4V  .  sin  f,  og,  ifelge  (l)c,  /  =  tg  -J-  /J*, 


sin  ft  0 


2 


altsaa         —  •   f 


og,  saettes  da  i  (8)  K3  =  Kt  =  . . .  =  0,    saa  haves,  ifelge  (11), 
k1  =  1  og  k2  =  3. 

I  Stedet  for  ifj   og  jST2  indfares  Maalestoksforholdets  Minimum 


J* 


p  (0,  fi0)  =  /« (0,  0)  —  K,  -si=  K,. 
altsaa  saettes 


sin  )S0 


2P 


og 


3K 


2 


0 


*i 


=  K, 


1  sm/>0  At        3 

Derved  faas  af  (8)  og  (9): 


cosa*+-^-K.tgi-l-p*.cos3a* 
sina*+\K.tg*\p* .sin3a* 


(12) 


og 

/*»  (a*,  p) 

li*  (0,  0) 


(l  +  K.tg*±p)*-  IK.  tg*  ±- (I*  .  sin' a< 


(13) 


cos*  \/i* 

hvori  /*  (0,  0)  og  K  skulle  bestemmes  saaledes,  at  Betingelserne  (o) 
blive  tilfredsstillede. 

Af  (13)  og  den  lste  Betingelse  (o)  faas  da 

J  (14) 

idet  der  altsaa  i  (12),  (13)  og  (14)  maa,  ifelge  begge  (14),  indsaettes 


94 
K  =  cos*  I  ft  -  cos*  \  ft 

cos*  i  /?r  •  w  i  tn  +  «>**  i  «r .  ^*  i  ^t 

og,  ifelge  den  2den  Betingelse  (o),  ligeledes  indsaettes 

<"  (0-  0)  =   1  Jv    *n*  X  /?»'  (16) 

,    1 -f  K.tg*\pl 

^    cos*  i  /?: 

Det  i  disse  Formler  ved  fi  (a*,  /?*)  betegnede  Maalestoksforhold 
skulde,  ifelge  (5)  i  §  5,  egentlig  have  vaeret  betegnet  ved  ju2  (a*,  ft*), 
idet  det  endelige  Maalestoksforhold  er 

^(alJ/?)  =  /x1(a,i80.^2(a*,A 
hvori   (Py    ifalge   (6),    kan   beregnes   af  /?,    og  derefter    paa    Kuglen 

a*  og  ff*  beregnes  af  a  og  /?'. 

Det  karakteristiske  ved  den  i  Formlerne  (12)  til  (16) 

fremstillede  Projektion,   der  for  /?1=/?2»   som  giver  K=0, 

gaar  over   til    den    stereografiske  (§  3  c),    er  altsaa  det,    at  Maale- 

stoksforholdets  Variation  er  afpasset  efter  Formen  af  det  Areal,  der 

skal  fremstilles,    saaledes,    at  Variationen  er  mindst  i  den  Retning. 

i  hvilken  Arealets  Udstraekning  er  sterst,    og   starst   i  den  Retning. 

i  hvilken  Udstrsekningen  er  mindst,   saa  at  Maalestoksforholdet  ved 

Arealets  Graense    i    begge    disse  Retninger    naar   den    samme  Maxi- 

mumsvaerdi,  o:  ju,  (0,  /?*)  =  ju  (  — ,  /?*).     En    for  Projektionen  valgt 

Maalestok  tn,  beliggende  midt  imellem  Maximumsvserdien  jjl  (0,  PJ 
og  Minimumsvgerdien  ju  (0,  0)  i  Arealets  Midtpnnkt  (Begyndelses- 
punktet  for  x  og  y)  vil  da  med  den  mindst  mulige  Fejl  kunne 
benyttes  over  hele  det  fremstillede  Areal. 

Til  Sammenligning   med    de    i    de   foregaaende  §§  fremstillede 
konforme  Projektioner,  specielt  med   „den  stereografiske  Projektion 
(§  3  c)  og   „den  konforme    cylindriske  Projektion"    (§  4  a),    begge 
anvendte  paa  den  for  en  ringe  Variation  af  ju  fordelagtigste  Maade, 
ville   vi    antage,    at   det   Areal,    der   skal  fremstilles,    er   beliggende 

p 

paa  en  Kugle  med  Radius     .    QR     -1    og  har  en  langagtig  Form. 

symmetrisk  med  Hensyn  til  2  paa  hinanden  lodrette  Storcirkelbuer* 
samt  at  dets  sterste  Udstraekning  er  =  n,  dets  mindste  =  -£~- 
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Vaelges   Midtpunktet   til   Begyndelsespunkt   og  til   Pol,    saa   at 

71  71 

Po  =  Pp  =  0>  saa  haves  p*  =  px=  —  og  P*  =  P2  =  Y>  a*  =  a> 
som,  indsat  i  (15)  og  (14),  giver  Maximum 

(i  (0,  px)  —  it  (y,  /?2)  =  1,2*72  .  [i  (0,  0), 

medens  den  stereografiske  Projektion  med  den  samme  Pol  og  de 
samme  Betegnelser  giver  (or  Maximum  at*  fi,  ifelge  (e)  i  §  3  c, 

fi  (fit)  =  2  .  fi  (0,  0) 

Vilde  man  anvende  den  konforme  cylindriske  Projektion,  maatte 
map  for  at  erholde  den  mindst  mulige  Variation  af  juy  tage  den 
Storcirkel,  der  indeholder  Arealets  sterste  Udstraekning  7i,  til  Hjaelpe- 
aekvator,    med    Hensyn    til    hvilken    den    sterste    sfaeriske    Afstand 

1  71  71  a 

(Brede)  altsaa  vilde  blive   —  •  —  =  —  =  P x.      Ifelge  (0'  i   §  4-  a 

2       2  4 

faar  man  da  for  Parallelen   (/?*  =  -r Pt  —  -j~  =  /?i  1 

men  heri  er  fi  (— J  svarende  til  det  samme  Punkt,  Arealets  Midt- 

punkt,  som  vi  i  de  2  foregaaende  Projektioner  have  betegnet  ved  (0,  0). 
Benaevne  vi  den  i  Formlerne  (12)  til  (16)  fremstillede  Projektion 
„den  najagtige  konforme  Projektion11,  saa  bliver  altsaa  Re- 
sultatet  af  denne  Sammenligning,  at  Forholdet  mellem  det 
sterste    og    det    mindste  Maalestoksforhold   bliver   ved   et 

sfaerisk  Areal  med  Dimensionerne  n  og  — 

1,2472  .  .  .  ved  den  nejagtige  konforme  Projektion, 
1,4142  ..  .  —  —  konforme  cylindriske  —  , 
2,0000 .  .  .    —     —    stereografiske  —       ; 

men,  hvilke  Dimensioner  man  end  vilde  give  det  sfaeriske  Areal, 
vilde  Resultatet  af  en  Sammenligning  mellem  de  forskjellige  foran 
omtalte  konforme  Projektioner  stedse  med  Hensyn  til  Maalestoks- 
forholdets  Variation  falde  ud  til  Fordel  for  den,    som   vi    her   —   i 
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relativ  Forstand  —  have  kaldt  den  wn0jagtige*.  At  „den  konforme 
koniske  Projektion*  (§  4  c),  som  ikke  forekom  i  det  foran  staaende 
Exempel,  aldrig  kan  give  en  saa  ringe  Variation  i  Maalestoks- 
forholdet  som  dens  specielle  Form,  „den  konforme  cylindriske", 
med  iEkvatoren  overskjaerende  Arealet  symmetrisk  i  Retning  af 
dettes  sterste  Udstraekning,  er  indlysende. 


OPGAVER  TIL  L0SNING. 


Felgende  Saetninger  om  det  i  min  Afhandling  i  Tidsskrift  for 
Mathematik  for  1887,  S.  141  undersegte  kvadratiske  Komplex,  hvis 
simpleste  geometriske  Definition  viste  sig  at  vaere  den,  at  Projek- 
tionen  af  et  givet  Punkt  paa  en  vilkaarlig  af  Komplexets  Linier 
ligger  paa  en  given  Kugle,  enskes  beviste. 

511.  Komplexets  Linier  afskjaere  af  uendelig  mange  Par  af 
koncentriske  Kugler  Stykker,  der  fra  et  fast  Punkt  ses  under  ret 
Vinkel. 

512.  Komplexets  Linier  skjaere  uendelig  mange  Par  af  Kugler 
i  fire  harmoniske  Punkter. 

513.  Komplexets  Linier   afskjaere   af  uendelig  mange   Par  af 
.Kugler  Korder,  der  (for  hvert  Par)  staa  i  et  konstant  Forhold. 

514.  Komplexets  Linier  ville  vaere  Skjaeringslinier  mellem  paa 
hinanden  vinkelrette  Tangentplaner  til  en  Omdrejningsellipsoide. 

515.  Komplexets  Linier   kunne    opfattes   som   Skjaeringslinier 

mellem    paa   hinanden   vinkelrette    Tangentplaner   til    to    konfokale 

Omdrejningsellipsoider. 

(G.  Juel). 

516.  At  bestemme  n  Vaegtlodder  saaledes,  at  man  ved  dem 

paa  en  almindelig  ligearmet  Vaegtskaal  kan  veje  alle  Vaegte  1, 2, 3 . .  .pf 

hvor  p  er  saa  stor  som  muligt. 

(P.  Ved  el). 
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OM  MIDDELFEJL  PAA  V^IRDIEN  AF  LIVS- 

FOKSIKKINGER. 

(af  J.  P.  Gram). 


1 .  Efler  at  den  Del  af  Livsforsikringens  mathematiske  Theori, 
som  omhandler  Beregningen  af  Kapitalvaerdier  og  Prsemier  for  de 
forskjellige  Forsikringsarter ,  har  naaet  en  Afslutning  vied  Opstil- 
lingen  af  den  saakaldte  kontinuerlige  Methode1),  og  efterat 
Konstruktionen  af  Dedelighedstavler  er  bleven  praktiseret  saa  ofte 
<5g  paa  saa  forskjellige  Maader,  at  det  ikke  mere  frembyder  nogen 
Vanskelighed  at  opstille  en  brugbar  Dedelighedstavle  paa  Grundlag 
af  givne  Erfaringer,  om  end  der  fra  et  rent  theoretisk  Standpunkt 
kan  gjeres  adskillige  Indvendinger  mod  de  Fremgangsmaader,  som 
hyppigst  benyttes,  have  Teknikerne  efterhaanden  ogsaa  henvendt 
Opmaerksomheden  paa  andre  Spergsmaal,  som  vedrere  Livsfor- 
sikringens Theori. 

Et  saadant  Spergsmaal,  som  ganske  vist  allerede  er  behandlet 
af  flere  Mathematikere ,  men  dog  ikke  endnu  kan  siges  at  vsere 
tilfredsstillende  lest,  er  Bestemmelsen  af  Sterrelsen  af  den  Extra- 
reserve,  som  en  Forsikringsanstalt  bar  have  ud  over  den  egentlige 
jfornedne  Formue*  eller  Praemiereserve.  Nedvendigheden  af 
en  saadan  Extrareserve  vil  fremgaa  af,  at  den  beregnede  fornedne 
Formue  kun  vil  vaere  rigtig  under  den  Forudsaetning,  at  Dodelighed 
og  Rentefod  fremtidig  stemme  overens  med  de  i  Tavlerne  angivne 
Gjennemsnitsvaerdier.  Men  selv  om  en  saadan  Overensstemmelse 
finder  Sted,  naar  man  betragter  en  laengere  Aarraekke,  kan  den 
dog  ingenlunde  ventes  at  indtraeffe  for  saa  kort  et  Tidsrum  som  et 
enkelt  Aar,  og  endog  den  sterste  Anstalt  maa  vaere  forberedt  paa 
forholdsvis  store  Afvigelser  i  de  enkelte  Aar  fra,  hvad  der  efter 
Dedelighedstavlerne  skulde  ventes  som  normale  Tal. 

Med  Bedemmelsen    af  Indflydelsen    af  saadanne   Forhold   som 


^Woolhouse:    On    an    improved    theory    etc.      Assurance    Magazine 
Vol.  XV. 
Jvfr.  Tychsens  Afhandling  i  dette  Tidsskrift     Aarg.  1875.    S.  49. 

Rskke  V.    Aargang  6.  7 
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en  Forandring  af  Rentefoden  eller  en  gjennemgaaende  iEndring  af 
Dedeligheden  i  den  ene  eller  den  anden  Retning  ere  de  fleste 
Livsforsikringsmathematikere  ret  fortrolige,  og  der  foreligger  saa 
stort  et  Udvalg  af  forskjellige  Tavler,  at  en  Undersegelse  af  disse 
Forhold  kan  foretages  med  forholdsvis  stor  Lethed.  Mindre  gjaelder 
dette  derimod  om  Bedemmelsen  af  den  tilfaeldige  Usikkerhed,  som 
fremkommer  ved,  at  Dedelighedstavlerne  ifelge  Sagens  Natur  kun 
kunne  fremstille  visse  Middelvaerdier,  og  at  Afvigelser  i  den  ene 
eller  den  anden  Retning  fra  disse  nedvendigvis  ville  fremkomme- 
At  der  i  de  gunstige  Aar  bar  henlaegges  en  Extrareserve  til  Daek- 
ning  af  en  overskydende  Dedelighed  i  de  ugunstige  er  klart,  men 
Spergsmaalet  er,  hvor  stor  denne  Reserve  ber  va?re. 

Besvarelsen  af  dette  Spergsmaal  er  fra  forskjellige  Synspunkter 
allerede  forlaengst  forsegt  af  Tetens1),  Kanner2)  og  Bremiker3). 
Sen  ere  har  Westergaard4)  undersegt  den  tilsvarende  Opgave  for 
Brandforsikringers  Vedkommende,  og  endelig  har  for  faa  Aar  siden 
Wittstein5)  atter  behandlet  den  sarame  Opgave.  Uden  at  gaa 
ind  paa  disse  forskjellige  Forfatteres  Fremstilling,  skulle  vi  her  kun 
fremhaeve,  at  de  betydeligste  af  dem  i  det  vaesentlige  stemme  overens 
med  Hensyn  til  det  endelige  Resultat  af  deres  Undersegelser. 

Saavel  Bremiker  og  Westergaard,  der  benytte  de  mindste 
Kvadraters  Methode  som  Udgangspunkt,  som  Wittstein,  der  nsermest 
statter  sig  paa  lignende  Betragtninger  som  Tetens  og  Kanner,  ende 
med  at  erklaere  den  saakaldte  Middelusikkerhed  —  en  Sterrelse 
der  er  ganske  analog  med  en  paa  saedvanlig  Maade  beregnet 
Middelfejl  —  som  Afvigelsernes  fundamental  Maal,  naar  de  ens- 
artede  Forsikringer  ere  til  Stede  i  stort  Antal.  Den  vigtigste  praktiske 
Forskjel  imellem  dem  fremtraeder  i  Bestemmelsen  af  den  Konstant, 


*)  Einleitung  zur  Berechnung  der  Leibrenten  und  Anwartschaften.    Leipzig 
1785. 

7)  Bestimmung  des  mittleren  Risico  bei  Lebensversicherungen.   Berlin  1870. 

8)  Das  Risico  bei  Lebensversicherungen.    Berlin   1859.    Jvfr.  Assurance 
Magazine.    Vol.  XVI,  p.  216. 

4)  Ehrenzweig:  Assecuranz  Jahrbuch.    V.  Jahrg.  1884.     S.  100. 
*)  Das  mathematische  Risiko  der  Versicherungs-Gesellschaften.    Hannover, 
1885. 
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med  hvilken  man  rettelig  ber  multiplicere  den  fundne  Middel- 
usikkerhed  for  at  bestemme  Extrareservens  Stan-else.  Men  dette 
er  et  meget  underordnet  Spergsmaal,  om  hvilket  enhver  kan  have  * 
sin  Mening.  I  hvert  enkelt  foreliggende  Tilfaelde  vil  dets  Besva- 
relse  sikkerlig  bero  mere  paa  praktiske  end  paa  theoretiske  Grunde. 
Thi  vel  er  en  stor  Extrareserve  meget  enskelig,  men  i  det  mindste 
for  yngre  Anstalters  Vedkommende  ville  de  for  Haanden  vaerende 
Midler  i  Reglen  neppe  tilstede  noget  stort  Spillerum  for  Valget. 

Men  det  er  i  alle  Tilfaelde  af  Vigtighed,  at  man  er  i  Stand 
til  at  foretage  en  korrekt  Beregning  af  den  theoretiske  Middel- 
usikkerhed  uden  Anvendelse  af  alt  for  meget  Arbejde.  Allerede  i 
min  Doktordisputats  fra  1879  har  jeg  (i  Thesis  5)  fremhaevet 
Betydningen  heraf  og  omtrent  paa  samme  Tid  udviklet  de  Formler, 
som  maatte  komme  til  Anvendelse  derved,  i  et  Manuskript,  som 
med  uvaesentlige  jEndringer  danner  Grundlaget  for  naervserende 
Afhandling.  Ievrigt  skal  fremhaeves,  at  de  danske  Livsforsikrings- 
mathematikere  siden  Oppermanns  Tid  have  vaeret  ret  fortrolige 
med  Behandlingen  af  denne  Opgave,  og  at  en  Beregning  af 
Middelusikkerheden  formentlig  allerede  for  flere  Aar  siden  har 
vaeret  gjennemfert  i  alle  tre  danske  Livsforsikringsanstalter. 

Ved  den  felgende  Behandling  af  Opgaven  benytter  jeg  princi- 
pielt  den  kontinuerlige  Methode,  som  alene  kan  fere  til  saa  simple 
og  elegante  Formler,  som  Praxis  kraever,  og  giver  fuldstaendig 
tilstraekkeiig  Nejagtighed.  Grundlaget  er  ievrigt  i  det  vaesentlige 
det  samme  som  hos  Bremiker.  Betegneiserne  ere  med  enkelte 
Modifikationer  de,  som  benyttes  af  de  engelske  Livsforsikrings- 
mathematikere,  og  som  ogsaa  anvendes  af  de  skandinaviske.  Idet 
jeg  med  Hensyn  til  den  saedvanlige  Theori  for  Vaerdiberegninger 
henviser  til  Tychsens  ovenfor  citerede  Afliandling,  skal  endnu  kun 
tilfejes,  at  den  egentlige  Vanskelighed  ved  Behandlingen  ikke  ligger 
i  Opstillingen  af  en  Formel  for  de  forskjellige  optraedende  Sterrelser, 
hvilket  i  de  fleste  Tilfaelde  er  meget  ssimpelt,  men  derimod  alene  i 
at  reducere  det  fundne  Udtryk  til  den  simpleste  Form,  og  for  saa 
vidt  turde  Opgaven  ogsaa  have  en  rent  mathematisk  Interesse. 

2.     Naar  en  forsikret  Person  afgaar  ved  Deden,  fremkommer 

7*  • 
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der  som  Felge  af  den  af  ham  med  Anstalten  afsluttede  Forsikrings- 

kontrakt   en  Gevinst  g  for  den  ene  eller  den  anden  af  Parterne. 

Denne  regnes  for  positiv  eller  negativ,    eftersom    den    tilfalder  For- 

sikringsanstalten  eller  den  Forsikrede.     Ved  r  betegne  vi  fremdeles 

den  aarlige  Rentefod,    ved  v  den  tilsvarende  Diskontofaktor ,  ved  d 

den  kontinuerlige  Rentefod,  saa  at  altsaa 

v  =  (i  -f  r)-l  =  e-*, 

hvor  e  er  Grundtallet  for  de  naturlige  Logarithmer.  Den  For- 
sikredes  nuvaerende  Alder  i  Aar  betegnes  ved  x>  Tiden  udtrykt  i 
Aar  ved  t\  endvidere  betegnes  ved  Gt  Nutidsvaerdien  af  den  Gevinst 
gf  som  fremkonimer,  naar  den  nu  #-aarige  Forsikrede  cter  paa  det 
Tidspunkt,  da  han  har  Alderen  x  +  t,  altsaa  Gt  =  g  .  vt.  Vi  se 
fuldstaendig  bort  fra  alle  PraBmietillaBg,  saaledes  at  der  overalt  kun 
optraede  rene  Nettovaerdier ;  foruden  af  t  afhaenger  altsaa  Gt  alene 
af  Forsikringssummen  og  Nettopra3mien ,  Rentefoden  og  den  ved 
Tavlerne  givne  Dedelighed,  saavelsom  af  de  specielle  Vilkaar  for 
den  paagjaeldende  Forsikring. 

Saaledes  bliver  altsaa  f.  Ex.  for  en  saedvanlig  livsvarig  Livs- 
forsikring  mod  Indskud  J  for  en  Forsikringssum  S.  ved  For- 
sikringens  Begyndelse 

Gt  =  J  (J(l  +  ft  -  S)  —  J  -v*  S. 

Er  derimod  Forsikringen  opherende  efter  n  Aars  Forleb, 
bliver  Gt  =  J  —  v*  S  for  t  <  ny  men  Gt  =  J  for  t  >  n,  o.  s.  v. 

Betegner  man  nu  i  Almindelighed  ved  lx  Antallet  af  levende 
a?-aarige  Personer  og  ved 

W'  =  — : ■ — 

*  L 

X 

Sandsynligheden  for,  at  en  nu  x  Aar  gammel  Person  dor  i  Lebet 
af  det  (x  +  i)'te  Aldersaar,  og  forudssettes  forelebig,  at  alle  Dedsfald 
finde  Sted  ved  Slutningen  af  Aaret,  saa  maa  man  have 

W^w±  Gx  +  w2  G2  +  ws  G3  +  .  . .  =  0,  I 

eftersom  hverken  den  ene  eller  den  anden  af  de  to  Parter  skal 
lide  noget  Tab  ved  Forsikringen.  Denne  Ligning,  hvor  Summen 
paa  venstre  Side  fortsaettes  til  de  hojeste  Aldersklasser ,  eller  om 
man    vil,    i    det    uendelige,    gjaelder    ikke    blot    ved   Forsikringens 
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Begyndelse  men  ogsaa  paa  ethvert  senere  Stadium,  naar  den  for 
Forsikringen  beregnede  fornodne  Formue  tages  med  i  Betragtning. 
Thi  Ligning  I  tjener  nemlig  ikke  blot  til  Bestemmelse  af  de  nod- 
vendige  Indskud  og  Praemier/  men,  naar  disse  ere  fastsatte,  ogsaa 
paa  et  senere  Stadium  til  Bestemmelsen  af  Forsikringens  Vaerdi. 
Da  w  altid  er  en  positiv  Sterrelse,  maa  Sterrelserne  G  dels  vaere 
positive,  dels  negative.  I  Reglen  er  Forholdet  det,  at  G  er  enten 
stadig  aftagende  eller  stadig  voxende,  saaledes  at  G  paa  et  vist 
Stadium  passerer  Vaerdien  0.  Sterrelserne  w  ere  givne  ved 
Dadelighedstavlerne,  deres  Sum  maa  vaere  lig  1,  altsaa 

W\  4"  W2  H"  WS  "f"  •  •  •  "t~  Woo  =  1. 

Naar  man  i  Stedet  for  Sandsynlighederne  w  i  I  indsaetter 
andre  Vaerdier  end  Dedelighedstavlens,  faar  man  paa  hejre  Side 
ikke  0  men  en  anden  Storrelse  e.  Da  W  er  en  lineaer  Funktion 
af  samtlige  w,  kan  dens  Middelafvigelse  fra  0  let  bestemmes  ved  at 
sege  Middelfejlen  paa  Funktionen  W,  som  afhaengig  af  Middelfejlene 
paa  de  enkelte  to.  Betegnes  Middelfejlskvadratet  ved  Mf2,  saa  vil 
altsaa,  da  Sterrelserne  G  ere  at  betragte  som  Konstanter,  haves 
Mf*  (W)  —  G\  MP  (ipa)  +  G\  Mf*  (»,)  +  G\  Mf*  («,)  + . . .  II 
under  Forudsaetning  af,  at  w'erne  kunne  betragtes  som  indbyrdes 
uafhaengige.  Dette  er  vel  ikke  Tilfaeldet,  idet  deres  Sum  skal  vaere 
lig  1,  men  det  er  unadvendigt  at  tage  Hensyn  dertil,  bl.  a.  af  den 
Grund,  at  en  af  Sterrelserne  G  vil  vaere  lig  0,  og  det  tilsvarende 
w  altsaa  forsvinder  af  Ligningen  I,  hvorved  de  tilbageblivende  w 
kunne  betragtes  som  .indbyrdes  uafhaengige,  og  det  derefter  frem- 
gaaende  Udtryk  tor  Mf2(W)  vil  ikke  forandres  ved  Tilfejelse  af 
det  Led,  som  indeholder  det  udeladte  G. 

Vaerdien  af  Mf(W)  afgiver  et  passende  Maal  for  Usikkerheden 
p  ved  den  enkelte  Forsikring;  et  tilsvarende  Udtryk  for  en  Samling 
af  saadanne  faas  ved  at  summere  Sterrelserne  Mf2  ( W),  dannede 
for  hver  enkelt  Persons  Forsikring  og  af  det  udkomne  uddrage 
Kvadratroden. 

Haves  specielt  en  Samling  af  ensartede  Forsikringer  for  N 
lige  gamle  Personer,  saa  bestemmes  altsaa  den  total e  Middel- 
usikkerhed  M  paa  denne  Samling  ved  Ligningen 
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V>  =  Gl.NMfHtc1)  +  Gl.NMf*(wi)  +  Gl.NMP(u>s)  +  ...1 
medens  svarende  til  I  faas 

0  —  G1  .  Nw1  -f  G2  .  Nw2  +  G3  .  Nw8  +  •  •  . 

De  i  den  sidste  Ligning  optraedende  Faktorer  til  Sterrelseme  G 
betegne  simpelthen  det  Antal  Dedsfald,  som  ifelge  Dedeligheds- 
tavlerne  normalt  maa  ventes  i  Aldersklasserne  x  -\-  1 ,  x  -f-  2, 
x  +  3  o.  s.  v.,  og  de  tilsvarende  Faktorer  i  Udtrykket  for  fx%  maa 
altsaa  blive  Middelafvigelserne,  som  svare  til  hine.  Men  Middel- 
afvigelsen  fra  Nw^  er  som  bekjendt  bestemt  ved 

MP  (Nw{)  =  N .  w(  (1  -  w$, 

saaledes  at  man  i  den  ovenstaaende  Formel  for  fi2   maa  seette 

MP  (w{)  =  wi  (1  —  Wj). 
Formlen  II  sendres  derved  til 

^  =  Glwl{l-wl)  +  Glwi(l-w2)  +  Glw8(l-u>9)  +  ...      IV 

som  det  Udtryk,  der  bestemmer  Usikkerheden  paa  den  enkelte  For- 
sikring.  Summation  af  alle  saaledes  beregnede  p*  giver  atter  den  til- 
svarende Sterrelse  M  for  hele  Forsikringsbestanden. 

Betydningen  af  M  beror  paa,  at  Fejlloven  for  Afvigelserne 
fra  Normaldedeligheden  for  et  sterre  Antal  Personer  som  fersteTil- 
nermelse  kan  betragtes  som  exponentiel.  Det  samme  vil  da  ogsaa 
gjaelde  om  Fejlloven  for  Summen  af  Storrelserne  c,  og  naar  altsaa 
Middelfejlen  M  er  bekjendt.  kan  man  tilnsermelsesvis  bedemme  Sand- 
synligheden  for.  at  den  virkelige  Afvigelse  fra  det  normale  vil  falde 
indenfor  Grsenserne  +  M%  +  2  M  o.  s.  v.  Sterrelsen  M  giver  altsaa 
et  naturligt  Maal  for  den  Usikkerhed,  som  klseber  ved  Beregningen 
af  de  gjensidige  Forpligtelser.  som  Felge  af.  at  Dedeligheden  i  de 
enkelte  Aar  afviger  fra  Tavlerne,  selv  om  disse  i  det  hele  taget 
maa  betragtes  som  et  korrekt  Udtryk  for  den  gjennemsnitlige 
Dedelighed.  Den  kan  derfor  ogsaa  opfattes  som  Middelfejlen 
paa  den  beregnede  fornedne  Formue. 

Det  kan  benuerkes.  at  vi  ved  den  angivne  Fremstilling  have 
taget  saarel  Gevinst  som  Tab  paa  den  enkelte  Forsikring  i  Be- 
tragtning  paa  en  Maade.  medens  derimod  Wittstein  ved  Bestem- 
meWeti   af  sit  Risikomaal    kun    lager  Hensyn   til   de    for  Anstalten 
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ugunstige  Tilfaelde  og  derfor    som    saadant  finder  M  multipliceret 
med  en  aegte  Brak. 

For  en  og  samme  Forsikring  vil  Gt  altid  blive  proportional 
med  Forsikringssummen,  hvis  Kvadrat  kan  udskilles  som  Faktor  af 
/**.  Det  er  derfor  praktisk  at  beregne  de  forskjellige 
Fundanxentalstarrelser  som  svarende  til  Forsikrings- 
summen 1  og  for  en  enkelt  Person.  Naar  disse  ferst  ere 
dannede,  er  den  praktiske  Udfarelse  af  den  evrige  Regning  en  let  Sag. 

3.  Jeg  har  i  det  foregaaende  Afsnit  for  sterre  Tydeligheds 
Skyld  taget  Aaret  som  Enhed.  Selvfelgelig  kan  man  lige  saa  vel 
benytte  andre  Tidsafsnit  som  saadan,  og  hele  Udviklingen  lettes  i 
hej  Grad  ved  at  gjere  Tidsenheden  forsvindende  lille.  Derved  gaar 
Sterrelsen  wt  over  til 

T  .  lx+t  —  lx+t+h  l'x+t    , 

lx  f'x 

dlx 
hvor   V  x   betegner   -r— ,    medens    Faktoren    wt  (1  —  wt)    ligeledes 

erstattes  ved   —  — -. —  dt,  og  alle  Summerne  gaa  over  til  Integraler 

lx 

mellem  Grsenserne  t  =  0  og  t  =  oo.      Man    faar   altsaa  i  Stedet 
for  Ligningeme  I  og  II' 


x    V 


V 


z±±Gtdt  =  o  ni 


Og 


» -r-  % 

J  0 


+t  G\  d*>  IV 


medens  samtidig  / j—  dt—\. 


ri[x± 

/  lx 

Jo 


Det  negative  Fortegn  for  V x+t  hidrarer  fra,  at  denne  Sterrelse 
altid  er  negativ,  eftersom  lx  stadig  er  aftagende. 

Udviklingen  af  de  specielle  Formler  lettes  i  haj  Grad  ved 
Benyttelsen  af  et  Par  Hjaelpesaetninger,  som  vi  ferst  skulle  udvikle. 

Er  almindelig  Gt  =  yt  -f-  K,  hvor  K  er  en  Konstant,  faas 
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00    y 


0        x 

Jo 


x+t-Ytdt  +  K=0, 


-Jt+ly'dt  +  ZK       --*±*ytdt  +  P, 

J  o       x  J  o       x 


eller,  ifelge  V, 


x  v 


/*■  =  /  -^-Yldt-K\  vi 

0         * 
Er  fremdeles  indenfor  et  vist  Tidsinterval 

hvor  a  og  ft  ere  Konstanter,  et  Tilfaelde,  som  vil  vise  sig  almindeligt, 
saa  faas  den  tilsvarende  Del  af  Integralet  i  III  at  vaere 

a      -  J^±  dt  +  fi  /  -  -yt*-  v*dt,  VII 

medens  den  tilsvarende  Del  af  /^2   vil  vaere  af  Formen 

hvor  Integralerne   blive    at    udstraekke    over   hele    det   paagjaeldende 
Tidsinterval. 

De    i    disse    to    Formler    optraedende    Integraler    have    simple 
Betydninger.     Integralet 


I 


betegner  simpelthen  Sandsynligheden  for,  at  en  .r-aarig  Person  dar 
i  Lebet  af  det  paagjaeldende  Tidsinterval.  Vi  betegne  det  i  det 
felgende  ved  qx  med  tilfejede  Indices,  bestemmende  Graenserne. 
Det  andet  Integral 

^x 

angiver  Kapitalvaerdien  af  en  Livsforsikring  for  en  .r-aarig  Person, 
gjaeldende   alene   for   det   samme   Tidsrum;    denne  Vaerdi    betegnes 
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almindelig  ved  Ax  med  tilfejede  Indices.     Og  endelig  betegner  det 
tredie  Integral 


Vaerdien  af  en  ganske  analog  Forsikring,  gjaeldende  for  samme 
Tidsrum,  og  som  kun  adskiller  sig  fra  den  ferst  naevnte  ved,  at  Vaerdien 
er  beregnet  med  den  dobbelte  Rentefod,  altsaa  svarende  til  den 
kontinuerlige  Rentefod  2  d  i  Stedet  for  <$.  Vi  betegne  denne  Vaerdi 
analogt  med  den  foregaaende  ved  Ax. 

Man  ser  heraf,  at  man  som  Hjaelpemiddel  ved  Udfarelsen 
af  den  numeriske  Beregning  maa  have  et  Saet  Tavler 
analoge  med  de  saedvanlige  Grundtavler  men  svarende  til 
den  dobbelte  Rentefod.  Da  det  imidlertid  kun  drejer  sig  om 
lutter  kontinuerlige  Vaerdier,  kunne  disse  Tavler  indskraenkes  meget 
betydelig.  Det  er  strengt  taget  tilstraekkeligt ,  at  de  indeholde  D^. 
„de  diskonterede  Antal  Ievende*  for  alle  Aldersklasser  samt  de 
kontinuerlige  livsvarige  Livrenter  &x,  og  det  er  ogsaa  hensigtsmaessigt 
strax  at  beregne  i  det  mindste  Vaerdierne  Ax  —  1  —  2  d  fkx  af  de 
livsvarige  Livsforsikringer. 

4.  Efter  disse  almindelige  Betragtninger  gaa  vi  over  til 
Undersegelsen  af  de  vigtigste  specielle  Forsikringsarter  og  begynde 
med  en  saeregen  Klasse,  hvis  Hovedtyper  paa  den  ene  Side  er  den 
livsvarige  Livrente,  paa  den  anden  Side  den  livsvarige  Livsforsikring 
med  livsvarig  Praemiebetaling. 

Livsvarig  strax  begyndende  Livrente.  Den  kontinuerlige 
aarlige  Livrente  vaere  lig  1 ,  Indskud  engang  for  alle  J  er  altsaa 
lig  ax.  Dar  den  Forsikrede  i  Alderen  x  -\- t,  faas  Gevinsten,  hen- 
fart  til  Livrentens  Begyndelsestidspunkt,  at  vaere 

Gt  =  ax-  I  vtdt^J-)—^  =  ^{»J-  D  +  y*<. 

Betingelsesligningen  V  giver,  idet  Ax  er  Vaerdien  af  en  livsvarig 
Livsforsikring  lig  1, 

y  Ax  +  -J-  (dJ  -  1)  =  0, 
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1-4* 


hvoraf  findes  J  — -z =  ux,  altsaa  den  bekjendte  Relation 

Ax  =1  —  dax. 
Man  kan  felgelig  ogsaa  skrive 

^  — -T  •*  -  "J"  4r. 


d         6 

oo 


hvoraf,  ifelge  VI,  for  Graenserne  t  = 


0 


A»»  =  ^  (A,  -  ^).  (1) 


Livsvarig  Livsforsikring  mod  Indskud  Ax  giver 

<?,  —  Ax  -  if, 
altsaa  faas  strax  ved  Sammenligning  med  det  ovenfor  fundne 

H*=kx-Ax.  (2) 

Formlerne  (1)  og  (2)  gjaelde  farst  og  fremmest  som  Udtryk  for  /*' 
ved  Forsikringens  Begyndelse,  men  det  er  klart,  at  de  lige  saa  vel 
gjaelde  paa  ethvert  senere  Tidspunkt,  idet  x  betegner  den  da 
opnaaede  Alder,  fordi  Forsikringen  til  enhver  Tid  kan  betragtes 
som  en  ny  Forsikring,  der  tegnes  mod  den  tilsvarende  Praemie- 
reserve  som  Indskud. 

Livsvarig  Livsforsikring  mod  livsvarig  Praemie.  For- 
sikringssummen  vaere  lig  1 ;  den  kontinuerlige  aarlige  Praemie  p. 
Saa  er  ved  Forsikringens  Begyndelse 

Ax       1  —  dax        i 

p=—  =  — =  —  —  i  =  Ax  (p  +  <3), 


ax  ax  ax 


og 


saa  at,  ifalge  VI, 

eller  ogsaa,  da  p  =  Ax  (p  +  d), 

**  =  ft±$f  (A.  -  A'x),  (3) 

eller  ^  =  sh (A*  ~  ^  (3<) 

X 
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Den  ferste  Formel  (3)  er  at  foretraekke,  fordi  den  ogsaa 
gjaelder  for  aeldre  Forsikringer.  Thi  naar  en  nu  x-aarig  Person 
har  labende  en  Forsikring,  tegnet  mod  Praemien  p  paa  et  hvilket 
som  heist  tidligere  Tidspunkt,  saa  herer  til  denne  Forsikring  nu 
en  Praemiereserve 

V=  Ax-pax=\  -  (p  +  6)  ax. 

Falgelig  bliver  almindelig 


og  altsaa,  ifalge  VI, 

som  netop  er  Formlen  (3).  Det  samme  Resultat  faas  ogsaa  strax, 
naar  man  bemaerker,  at  Usikkerheden  er  ganske  den  samme  som 
for  en  ny  Forsikring  af  Sterrelsen  1  —  V  =  (p  -f-  &)  &x,  for  hvilken 
der  betales  Praemien  p. 

Anm.  Det  er  ikke  uden  Interesse  at  laegge  Maerke  til,  at  den 
her  anforte  Bestemmelse  af  V  kan  faas  umiddelbart  ved  et  simpelt 
Raesonnement.  Taenker  man  sig  nemlig,  at  den  Forsikrede  vilde 
have  sin  Forsikringssum  udbetalt  strax  i  Stedet  for  ved  sin  Ded, 
da  maatte  han  aabenbart  godtgjore  Anstalten  Forskjellen  mellem 
Forsikringssummen  1  og  den  til  Stede  vaerende  Praemiereserve  V, 
altsaa  1  —  V.  Transaktionen  kunde  ske  paa  den  Maade,  at  han 
laaner  Forsikringssummen  og  betaler  Renten  5  af  denne,  saalaenge 
han  lever,  og  desuden  vedbliver  at  holde  Forsikringen  vedlige  ved 
at  betale  den  aarlige  Praemie  p,  ialt  altsaa  p  +  ^  aarlig.  For- 
sikringssummen vilde  da  i  Dodsajeblikket  vaere  disponibel  til 
Daekning  af  Gjaelden.  Men  Vaerdien  af  de  aarlige  Praestationer 
p  -\-  d  er  (p  -f-  &)  ax,  som  altsaa  maa  vaere  lig  1  —  V. 

De  tre  fundne  Formler  (1)— (3)  ligne  hinanden  i  paafaldende 
Grad,  idet  i  dem  alle  indgaar  Faktoren  (A^  —  Ax)  blot  multi- 
pliceret  med  forskjellige  Konstanter;    de  have  tillige  alle  den  Ejen- 
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dommelighed ,  at  de  gjselde  paa  et  hvilket  som  heist  Tids- 
punkt  af  Forsikringen,  naar  man  blot  lader  x  betegne 
den  da  opnaaede  Alder. 

Men  de  have  endnu  en  langt  sterre  Rsekkevidde,  end  det 
synes,  idet  vi  ved  blotte  taenkte  Modifikationer  af  Dadelighedstavlerne 
fra  dem  umiddelbart  kunne  gaa  over  til  de  analoge  Formler  for 
en  stor  Klasse  af  almindelig  forekommende  Forsikringer. 

Taenker  man  sig  nemlig  farst  Dedelighedstavlen  aendret  saaledes, 
at  alle  de  Personer,  som  opnaa  Alderen  x  -f-  n,  de  netop  paa 
dette  Tidspunkt,  medens  Dedeligheden  i  de  lavere  Aldersklasser  er 
uforandret.  gaar  den  livsvarige  Livrente  ax  over  til  den  om  n 
Aar  opherende  Rente,  hvis  Vaerdi  betegnes  ved  nax.  Den  livs- 
varige Livsforsikring  gaar  samtidig  over  til  en  „  Livsforsikring  med 
Udbetaling  i  levende  Live*  ved  Alderen  x  -\-  n  (Kapitalforsikring 
med  Udbetaling  ved  Dedsfald),  hvis  Kapitalvaerdi  betegnes  ved 
w^Er.  Mutatis  mutandis  gjaelder  for  disse  Forsikringer  alt,  hvad 
der  forhen  er  sagt  om  livsvarige  Forsikringer.  Altsaa  faas  for  den 
n  Aar  varende 

Opherende  Livrente 

^=^(n*x-„J$£);  (4) 

Livsforsikring  med  Udbetaling  mod  Indskud 

^  =  nK.x  -  n^;  (5) 

samme  mod  Prsemie  p  i  hele  Forsikringstiden 

C2  =  MA'  U*x  -  **%>•  («) 


Ogsaa  den  opherende  Livsforsikring  mod  Indskud  engang 
for  alle  tilsteder  en  lignende  Behandling.  Man  behever  kun  at  forud- 
saette,  at  der  ingen  Dedsfald  indtrseffer  efter  Alderen  x  -f-  n  Aar, 
saa  at  alle  de  Personer,  som  opleve  denne  Alder,  faa  uendelig 
lang  Levetid.  Da  Va&rdien  af  en  Livsforsikring  for  en  saadan 
udedelig  Person  er  lig  0,  gaar  Ax  over  til  nAx,  Vaerdien  af  en 
om  n  Aar  opherende  Livsforsikring,  og  felgelig  faas  for  denne, 
tegnet  mod  Indskud. 
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Hesultat   findes   direkte   saaledes.      Hvis   den  Forsikrede 
"sikringens  Udleb,  bliver 

Gt  =  nAx  -  t/;  (t<n\ 

t  senere  Tidspunkt,  faas 

Gt  —  nAx.  (t  >  n). 

J  n 
an  ved  jjj^p  og  j^.  w  betegner  Sandsynligheden  for,  at 

aarige  Person  der  henholdsvis  fer  eller  efter  n  Aars  Udleb, 

f1    =  nix  •  n  Af        *  nAr  4"  n^x    i    ?a?,  n  •  *  Ac  =  n^x        nAr> 

idet  n?ar+£r,n  =  *• 

Ligeledes    faas    for    en   in  Aar   opsat  Livsforsikring  mod 

Indskud  Ax  n 

^=kxn-A*Xtn.  .  (8) 

For   at    fere   denne   tilbage   til   den  tivsvarige  Livsforsikring  tsenker 

man  sig  blot  Dedelighedstavlen  modificeret  saaledes,  at  de  n  ferste 

Aars    Dedsfald    henlaegges    til    Forsikringens    Begyndelse.      De    til- 

svarende  Forsikringssummer   maatte    da    samtidig  indbetales  og  ud- 

betales,  hvorfor  disse  Dedsfald  kunrie  lades  helt  ude  af  Betragtning. 

Den  til  en  saadan  Dedelighedstavle  svarende  livsvarige  Livrente  vilde 

bestaa  af  to  Dele,    en  saedvanlig  Annuitet   varende  i  n  Aar,  og  en 

ssedvanlig   i    n   Aar    opsat  Livrente.      Betragtningen    af    en  saadan 

sammensat  Rente  ferer  dog  ikke  til  Bestemmelsen  af  Middelusikker- 

heden  paa  den  opsatte  Livrente.     Til  denne  kommer  man  imidlertid, 

naar  man  betragter  en  Dedelighedstavle,  hvorefter  der  af  lx  x-aarige 

Personer  der  lx  —  lx+n  *  Alderen  x  -f-  n,  og  derefter  den  normale 

Dedelighed  indtraeder.      Den    hertil    svarende   livsvarige  Livrente   er 

ligeledes  sammensat  af  en  Annuitet    og   en    opsat  Livrente   og  faar 

Kapitalvaerdien 

1  -  vn 

medens  den  tilsvarende  Livsforsikring  bliver 

r&xv       \    Ac,  *> 
idet  lx .  nqx  Personer  de  som  (x  +  n)-aarige. 
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Falgelig  faas  for  Livrenten 

P  -  h  [(nix  •*  +  Ax>„)  -  (Hqx  v»  +  AXf  „)'].  (9) 

og  da  den  af  Dedeligheden  uafhaengige  Annuitet  ikke  kan  have 
nogen  Indflydelse  paa  /*,  vil  den  fundne  Formel  fremslille  Middel- 
osikkerheden  paa  selve  den  i  n  Aar  opsatte  Livrente,  tegnet 
mod  Indskud  engang  for  alle. 

Dette  kan  ogsaa  let  eftervises  ved  direkte  Beregning,  dog  vilde 
man  derved  kun  vanskelig  naa  til  den  anferte  symmetriske  Form, 
hvis  denne  ikke  forud  var  bekjendt. 

Endvidere  kan  fremhaeves,  at  ogsaa  den  opsatte  Kapital- 
udbetaling  Ex  n  kommer  ind  under  den  samme  store  Klasse;  den 
kan  nemlig  betragtes  som  en  opsat  Livsforsikring,  hvor  alle  de, 
som  efter  Tavlerne  skulde  overleve  Alderen  x  +  ft,  da  ved  Op- 
naaelsen  af  denne  Alder.  I  Stedet  for  Ax  H  faas  altsaa  Ex  n, 
saa  at 

?*  =  E,,.  -  E>XtH,  (10) 

der  ogsaa  kan  skrives  som 

/"  - t»  9x,n  u  -  9x,n)  -  «*»  W"  V lx+J-     (loo 

Skjsnt  jeg  ikke  ska!  gaa  naermere  ind  paa  Undersegelsen  af 
Forsik  ringer  paa  to  Li  v.  skal  dog  ogsaa  naevnes,  at  baade 
Livsforsikring  paa  kortest  og  paa  Isengst  Liv  for  to  Forsikrede  samt 
de  tilberende  Livrenter  here  til  den  samme  Klasse  som  de  allerede 
betragtede  Forsikringsarter*  og  at  Udtrrkkene  for  de  tilsvarende  /** 
derfor  uden  videre  kunne  opskrives  som  ganske  analoge  med 
Formleme  lO— (3V  Alle  de  fundne  Formler  have  som  det  ses, 
den  typiske  Form  ,«*  —  k  .  \f{2i)  —  \fii^  og  gjaelde  saavel  ved 
Forsikringens  Begyndelse  som  paa  ethvert  senere  Tidspunkt,  medens 
Forsikringeu  bber. 

5.  Eininu  staar  tilbage  at  underage  nogle  vigtige  Forsik- 
rtngsarter*  som  ikke  hore  ind  under  den  i  forrige  Afsnit  omtalte 
Klasse  og  som  derfor  ma*  behandks  satrskih. 

Ltvsvarig  Livsforsikring  mod  kortvarig  Praemie- 
betaltng. 


Ill 

Praemien,   som   antages   at  skulle  betales  endnu  i  n  Aar,   vaere  p, 
Policens  Vaerdi   V.     Man  faar 

Gt-^J^+V-J,    for  t<n, 

fit(=-P(1-t,W)  +V-J,   for  On. 
Ligningen 


(1  -  V») 


n 


+  r 


_  J  j  di  =  0 


giver  herefter  V=AX  —  p .  nax,  som  det  skal  vaere.    For  at  beregne 
/**  saette  vi  ferst  p  +  dV=p  nJEx  -f-  4-4^  —  K,  hvorefter 

d.Gt (p  +  d)J  +  Kt     (t<n), 

d.Gt^-pvH-dv'  +  K,    (t>n\ 
saa  at 

'ft  /»QO 

J  o      x  J  n      x 

eller 

*  A*2  -  J»»  «AX  +  M  n*x  +  **  »A* 

-P*njrx-  tj>b  n^x  ax  -  <j*  ai 

Omordning   af  Leddene   efter   faldende   Potenser   af  p   giver    efter 
beharig  Reduktion 

*  V*  =  p»  [„**  -  n^£]  + 

*P*  U*x  -  (4r  •  n&x  ~  »"  4r,»)3  +  6*  [Ax  ~  43.. 
lste  og  3die  Led  paa  hejre  Side  have  vel  den  ssedvanlige  Form, 
men  desuden  optraeder  som  Faktor  til  %pd  et  nyt  Led,  som  ikke 
synes  at  tilstede  en  lignende  Reduktion. 

Specielt  maerkes  Tilfaeldet  n  =  oo,  altsaa  livsvarig  Praemie- 
betaling,  hvorved  Formlen  gaar  over  til  (3),  sumt  n  =  0,  som 
svarer  til    Indskud    engang   for   alle.      Dette  Tilfaelde,    saavel   som 


en) 


(12) 
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p  =  0  reducerer  Formlen  til  (2),  hvilken  ogsaa  skal  benyttes  efter 
Praemiebetalingens  Ophor. 

Ax 

Ved  Forsikringens  Begyndelse  er  V=0,p  = ,  og  Formlen 

nax 
(11)  kan  da  skrives 

Si pt  =  _  2/>*  S  ^  +  ipd  („AX  +  t>»  ^  J  +  6*  kx.    (1 10 

Ved  lignende  Betragtninger,  som  tidligere  ere  anvendte  ved 
Afledning  af  (6),  kan  man  af  (11)  danne  Udtrykket  for  ft  for 
Livsforsikring  med  Udbetaling  mod  kort  Praemie  og  ttgeledes  for 
den  opherende  Livsforsikring  mod  Praemie.  Vi  skulle 
najes  med  at  angive  p2  for  denne  sidste  for  det  Tilfaelde,  da  Praemie- 
betalingen  vedvarer  i  hele  Forsikringstiden.  Den  segte  Formel  frem- 
gaar  da  af  (11),  naar  man  antager,  at  ingen  flere  Dadsfald  ind- 
traeffer  efter  Opnaaelsen  af  Alderen  x  -f-  n  Aar.     Altsaa  bliver 

a  V*  =1>2  („**  -  n^x)  +  *P*  (A  -  nAx  .  nMx)  + 

Ved  Forsikringens  Begyndelse  reduceres  denne  til 

» V  =  (p  +  W  n*x  ~  P*  (1  -  "2W  lx,n),  (120 

der  ogsaa  kan  skrives 

*^8  =  4^ [(1  -  E*^'  »A*  - (1  -  **,">  «42-    (in 

nux 

Endelig  skal  endnu  underseges  den  opsatte  Livrente  mod 
Praemier,  som  svares,  indtil  Livrentenydelsen  begynder.  Livrenten 
vaere  1 ,  Praemien  p  og  V  =  ax  w  —  p  nax,  hvoraf 

p  -\-  SV=p  .  nJEx  +  daxn  =  K. 
Da  er 

d  .Gt=p(\-i?)+{ir-th  +  &V=-(p+\)vn+i?-\-K,  (t>n). 

Felgelig  er 

6 V»  =  />*  „AX  +  (p  +  l)t  r2-  qxn  -  8(p  +  1) *»  ^>n  + 

eller  ordnet  efter  Potenser  af  p : 
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Faktoren  til  2p  i  det  mellemste  Led  kan  reduceres  til 

Det  sidste  Led  omskrives  til 

2»W<K»  -  2daXtn-d*aXtn  =  daX)n{2v»-daXtn)  -  2^#n 

=  {f»-M*Xtn)-(v»-6aXtn)\ 

og    er  ievrigt   identisk    med  &*(**,    bestemt    ved    (9).      Vi    kunne 
altsaa  med  en  forkortet  Betegnelse  skrive 

fit  =  Mp  (ax>n  - p  .  nax)  = 

P*  ■  W  (n«x)  +  MP  (ax>n)  -  ^  .  (^n  -  «,»)  ax>n.       (13) 

Ved    Forsikringens    Begyndelse    kan    Form! en    skrives    i    felgende 
simplere  Skikkelse 

/*«  -  \  (p*  (fn  nax  -  nax)  +  (v»  ax>H  -  *x>n)).       (13') 

Formlerne  (12)  og  (13)  ere  for  sammensatte,  til  at  de  kunne 
have  nogen  synderlig  praktisk  Betydning,  de  ere  her  vaesentlig  kun 
medtagne  for  Fuldstaendigheds  Skyld.  Dog  ber  der  laegges  Maerke 
til,  at  de,  som  man  kunde  vente,  indeholde  Led,  der  svare  til  de 
enkelte  Led  i  Udtrykket  for  V,  betragtede  som  selvstaendige  For- 
sikringer;  men  desuden  indgaar  der  i  dem  et  nyt  Led,  som  er  af 
en  mere  sammensat  Natur.  I  Reglen  vil  dette  vistnok  blive  negativt, 
saaledes  som  det  altid  vil  vaere  Tilfaeldet  i  Formlen  (13),  hvor 
njEx  —  vn  altid  vil  vaere  en  positiv  Sterrelse ,  og  hele  det  paa- 
gjaeldende  Led  altsaa  have  negativt  Fortegn. 

Formler,  hvis  Sammensaetning  er  analog  med  (12)  og  (13), 
ville  overhovedet  altid  fremkomme,  hvor  en  og  samme  Person  har 
tegnet  flere  forskjellige  Forsikringer,  som  ikke  kunne  samles  til  en 
enkelt,  men  jeg  skal  ikke  naermere  gaa  ind  paa  dette  Punkt. 

6.  For  at  kunne  drage  praktisk  Nytte  af  de  udviklede  Formler, 
behjBver  man  farst  og  fremmest  foruden  de  saedvanlige  Grundtavler 
et  System  af  tilsvarende  Tabeller  over  forskjellige  Forsikringers 
Indskudspriser,  men  beregnede  med  den  dobbelte  Rente fod.     Da 

Reekie  V.    Aargang  6.  g 
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det  imidlertid  kun  kommer  an  paa  de  kontinuerlige  Vaerdier,  kan 
Omfanget  af  disse  nye  Tavler  gjeres  temmelig  ringe.  Foruden 
Alderen  behove  de  nemlig  kun  at  indeholde  3  Kolonner  med 
Vaerdierne  af  D^.  =  v™  lx,  &x  og  A^.,  idet  alle  de  andre  Sterrelser, 
som  beheves,  forholdsvis  let  dannes  af  disse  i  Forbindelse  med  .de 
tilsvarende  Dx,  ax,  og  Ax  for  den  saedvanlige  Rentefod. 

Konstruktionen  af  de  nye  Tavler  sker  lettest  ved  ferst  at 
beregne  log  Hx  for  de  enkelte  Aldersaar  og  derefter  danne  Difife- 
renserne,  som  fremstille  —  log  .  v2  (1  —  qx).  Idet  man  gaar  ud 
fra  de  hejeste  Aldere,  da  Livrentevaerdien  er  0,  beregner  man 
derefter  sukcessive  de  helaarlige  forudbetalte  Livrenters  Vaerdier 
ved  Formlen 

a^=i  +  r2U  -fc)i*+i. 

og  af  disse  findes  atter  de  kontinuerlige  Livrente vaerdier  ved  Formlen 

1  1  1 

•*  —  •*-y-ij(fct+2'). 

hvor  g  betegner  Dedelighedsstyrken.  A^  faas  atter  heraf  ved 
Ligningen 

Aa=  1  —  Zfaar 
Selvfelgelig  kunde  man  ogsaa  finde  A  ved  numerisk  Integration  paa 
saedvanlig  Vis,    men    den    angivne  Fremgangsmaade  er  for  saa  vidt 
lettere,    som  den  ikke  kraever  Beregning   af  andre  Sterrelser,   end 
dem,  som  man  bar  Brug  for. 

En  lille  Tavle,  som  indeholder  for  hvert  5te  Aldersaar  Star- 
relserne  log  Dx,  ax,  og  log  Ax  svarende  til  Rentefoden  d  saavel- 
som  2#  er  nedenfor  anfert.  Den  er  beregnet  paa  Grundkg  af 
„Hafhiatts  Dedelighedstavler ;  d  svarer  til  en  Rentefod  af  1  pCt. 
fjerdingaarlig.     Alderen  x  betegner  det  fyldte  Aldersaar. 

En  saadan  Tavle  vil  i  Virkeligheden  vaere  tilstraekkelig  for 
naesten  alte  de  Anvendelser,  som  forekomme  i  Praxis. 

Disse  Anvendelser  ere  af  dobbelt  Art.  For  det  ferste  kan 
nemlig  Middelusikkerheden  fi  ved  en  Forsikrings  Begyndelse  anvendes 
som  Maal  for  denne  Forsikrings  Usikkerhed,  navnlig  i  Sammen- 
ligning    med    andre    af  samme   eller   anden  Art,    og    faar    derved 
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I 

1  =  0-0398 

2^  =  00796. 

K-*l 

X 

logDx 

*x 

logAx 

%D* 

K 

logkx 

.  * 

0 

0-0236 

19-683 

9-3357 

0-0150 

11105 

9-0646 

00691 

0 

5 

9-9026 

20272 

9-2859 

9-8075 

11-528 

8*9158 

00451 

5 

10 

9*7993 

20082 

9*3027 

9-6179 

11-584 

8-8915 

00376 

10 

15 

9-7019 

19525 

9-3482 

9*4341 

11-465 

8-9417 

00377 

15 

20 

9*6049 

18-808 

9-4004 

92507 

11-266 

90139 

0-0401 

20 

25 

9-5056 

18019 

94516 

9-0650 

11033 

9-0855 

0-0417 

25 

30 

9*4033 

17166 

9-5007 

8-8763 

10*774 

91537 

0-0422 

30 

35 

9*2981 

16211 

9*5500 

8*6847 

10460 

9*2237 

00415 

35 

40 

9-1902 

15104 

9*6008 

8*4904 

10052 

93007 

00408 

40 

45 

9-0786 

13-822 

9-6532 

8*2924 

9*517 

9-3846 

0-0400 

45 

50 

8*9606 

12-382 

97052 

8*0880 

8-842 

94715 

0*0390 

50 

55 

8*8312 

10-840 

9-7548 

7-8721 

8039 

9*5564 

0-0368 

55 

60 

8*6830 

9-262 

9*8003 

76376 

7138 

9*6353 

00332 

60 

65 

8-5057 

7-717 

9-8406 

7*3738 

6-176 

9-7062 

00285 

65 

70 

8-2841 

6-264 

9*8754 

7*0658 

5*198 

9*7681 

0-0229 

70 

75 

7-9963 

4-950 

9*9047 

6-6916 

4*250 

9*8207 

0*0170 

75 

80 

.7-6096 

3*810 

9-9286 

62186 

3373 

9-8642 

0-0117 

80 

85 

7-0755 

2860 

99475 

5-5981 

2*601 

9-8993 

00078 

85 

90 

6-3216 

2-097 

9*9622 

4*7578 

1-951 

9-9267 

00044 

90 

95 

5-2398 

1-506 

9*9732 

35896 

1-440 

9*9471 

0*0014 

95 

Betydning   ved  Fastsaettelsen   af  Sikkerheds-THlaegene,    som 
skulle  tilfejes  til  Nettopriserne. 

Exempelvis  anferes  i  efterfelgeride  Oversigt  Vaerdierne  af  fif 
svarende  til  livsvarige  Livrenter  'samt  livsvarige  Livsforsikringer  mod 
Indskud  eller  Praemier  for  Aldersklasserne  30,  50  og  70.  For  de 
sidstes  Vedkommende  er  Forsikringssummen  100,  de  tilsvarende 
Indskud  og  Premier  betegnes  ved  henholdsvis  «7og  P,  og  fi*  =  100  [A. 


Alder. 

Livsvarig 
Livrente. 

Livsvarig  Livs 
Indskud-. 

forsikrlng  mod 
Premie. 

X 

«*    f* 

J           /*'        p':J 

P         ft' 

fi'.J 

30 
50 
70 

17-17  516 

12*38  4-96 

6-26   3-80 

31-7   20*5   0*65 
50*7   19*8   0-39 
751   15*1   020 

1-84   30*1 

4-10   40*1 

1 1-98   60*7 

0*95 
0*79 
0-81 

Det  ligger  udenfor  Planen  for  denne  Afhandling  at  gaa  nejere 

ind   paa  Spargsmaalet   om    en    rationel  Fastsaettelse    af  Sikkerheds- 

8* 
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tillaeggene,  ved  hvis  Behandling  der  ogsaa  maatte  tages  Hensyn  til 
andre  Momenter  end  de  her  naevnte.  Og  selv  om  man  vilde  ind- 
skraenke  sig  til  denne  Side  af  Sagen,  burde  dog  ogsaa  de  bid- 
traedendes  Fordeling  paa  de  forskjellige  Aldersklasser ,  og  de  for- 
skjellige  Forsikringers  relative  Hyppighed  tages  med  i  Betragtning. 
Jeg  skal  der  for  ikke  opholde  mig  videre  ved  dette  Punkt. 

Derimod  skal  jeg  udfarligere  omtale  den  anden  Hovedanven- 
delse  af  den '  udviklede  Theori,  nemlig  Bestemmelsen  af 
Middelusikkerheden  paa  hele  Massen  af  en  Anstalts 
lebende  Forsikringer,  saa  meget  mere  som  ingen  af  de  tidligere 
Forfattere.  saavidt  mig  bekjendt,  saerlig  bar  haft  denne  Anvendelse 
for  0je. 

Det  vil  erindres,  at  alle  de  fundne  Formler  fremstille  Middel- 
usikkerheden paa  et  hvilket  som  heist  Stadium  af  Forsikringens 
Lebetid,  endvidere  at  de  gjaelde  for  en  enkelt  Person  og  for  en 
Forsikringssum  1.  For  en  Forsikringssum  lig  S  blive  de  respektive 
Udtryk  for  [i2  at  multiplicere  med  S2,  og  ligeledes  maa  erindres,  at 
naar  en  og  samme  Person  har  flere  Forsikringer,  saa  blive  disse  at 
sammendrage  til  en  enkelt.  Naar  Forsikringerne  ere  uensartede, 
maa  der  foretages  en  speciel  Beregning-  af  [i  for  den  sammen- 
satte  Forsikring.  Derved  vil  man  for  det  meste  faa  et  meget 
kompliceret  Udtryk,  men  man  kan  saedvanlig  nejes  med  at  erstatte 
Forsikringen  ved  en  simplere.  naar  man  blot  passer,  at  det  til- 
svarende  ft  bliver  sterre  end  for  hin. 

Det  vil  endvidere  bemaerkes,  at  [i2  stedse  fremtraeder  under 
den  typiske  Form 

/u2  ==  a  .p2  -f-  (}  .  pd  +  y  .  d2, 
For  Forsikringssummen  S  bliver  Praemien  P  =  pS,  og  altsaa  faas 
for  den  paagjaeldende  Forsikring  Middelusikkerhedens  Kvadrat 
m2  =  ^2  g*  =  aP2  +  ppfis  +  yd2  S2. 

Har  man  altsaa  en  Gruppe  af  ensartede  Forsikringer,  for  hvilke 
Faktorerne  a,  ft,  y  ere  de  samme,  saa  bliver  for  hele  denne  Gruppe 

2m2  ^a.ZP2  +pd.2PS+yd2  .2S2. 
Man  har  altsaa  blot  at  danne  de  paagjaeldende  Summer  og  bagefter 
at  multiplicere  disse  med  a,   (id,  yd2  ganske  paa  lignende  Maade, 


117 

som  man  ved  Beregningen  af  den  fprnedne  Formue  danner  Sum- 
meme  2P  og  28  og  bagefter  multiplicerer  med  passende  Faktorer. 

Hvorledes  saadanne  Grupper  skulle  dannes,  fremgaar  af  sig 
selv.  Ferst  har  man  at  udskille  hver  Forsikringsart  for  sig,  og 
derefter  indenfor  denne  sammenfatte  Forsikringerne  for  hver  enkelt 
Aldersklasse  i  en  Gruppe,  ganske  som  Ved  Beregningen  af  Prsemie- 
reserven.  Af  de  for  hver  enkelt  Gruppe  fundne  Vserdier  for 
2tn2  faas  endelig  den  totale  Sum  M2  ved  Addition. 

Paa  denne  Maade  kan  hele  Regningen  uden  betydelig  Vanske- 
lighed  gjennemferes,  kun  maa  man  have  Opmaerksomheden  henvendt 
paa  de  specielle  Tilfselde,  da  en  Person  har  flere  Forsikringer, 
hvilke  man  gjer  bedst  i  forud  at  udskille  af  hele  Massen. 

Imidlertid  kan  man,  da  det  ikke  drejer  sig  om  stor  Nejagtighed, 
tillade  sig  meget  betydelige  Afkortninger  i  Regningen.  Til  Exempel 
ville  vi  betragte  livsvarig  Livsforsikring  mod  livsvarig  Praemie. 
Her  er 


„.  _  (*  +  *)>  (Ax  -  AD, 


eller  for  en  Forsikringssum  S,  idet  d  .  S  saettes  lig  R, 

<3*.m»  =  (P+l?)*(Ax-,4£). 

Man  har-  altsaa  ferst  for  hver  enkelt  Forsikring  at  danne  Sterrelsen 
(P+E)2,  altsaa  -T(P+J?)2  for  hver  Aldersklasse.  Det  er  her 
imidlertid  unedvendigt  at  gaa  til  etaarige  Klasser,  man  kan  fuld- 
stsendig  najes  med  5-aarige,  da  Faktoren  Ax  —  A^t  saerlig  i  de 
Aldersklasser,  som  levere  det  sterste  Bidrag  til  Forsikringsmassen, 
kun  varierer  meget  lidt. 

Ja  man  kan  endnu  foretage  yderligere  Forkortelser.  Da 
nemlig  kx  —  Ax  for  alle  Aldere  fra  25  til  50  Aar  kun  afviger 
lidet  fra  0*04  og  for  hejere  Aldere  vel  aftager  noget,  dog  ikke  mere, 
end  at  denne  Sterrelse  ved  Alderen  65  Aar  endnu  er  0*0285, 
saa  vil  man  aabenhart  faa  et  Resultat,  der  er  noget,  men  ikke 
meget  for  stort,  ved  for  Kx  —  Ax  overalt  at  benytte  Vserdien  0*04, 
og  Regningen  reduceres  da  til  at  danne  Summen  2  (P  -+-  B)2. 
For  de  store  Forsikringers  Vedkommende  bar  denne  beregnes 
nejagtig,    derimod   kan   man   for  de  mindre  nojes  med  en  Middel- 
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vaerdi.      Da  P  er  den  Praemie,   som  svarer  til  Indtraedelsesalderen, 

som    for    de   allerfleste  Forsikringers   Vedkommende   gjennemsnitlig 

p  +  d  3 

ligger  mellem  30  og  40  Aar,   bliver  4— -z —  noget   naer    =  -j-  og 


P 


=  (i>]j~    )  M(kx  -  A£)  omtrentlig  0'3. 


For  Simpelheds  Skyld  saettes  fi2  =  — ,  og  multipliceres  altsaa 

Forsikringssummernes  Kvadratsum  med  denne  Sterrelse,  faas  til- 
nsermelsesvis  M2   for  hele  den  paagjaeldende  Forsikringsklasse. 

Har  man  f.  Ex.  en  Forsikringsbestand  af 

50  Forsikringer  a  20  000  Kr.,  ialt     1  000  000  Kr. 

600  —  10  000   — ,     —      6  000  000  - 

3000  —  5  000   — ,     —    15  000  000  - 

5000  —  2  000   — ,     —    10  000  000  - 

ialt  8650  —   a  gjsn.    3  700   — ,     —    32  000  000  Kr.,    . 

saa  faas  herefter  tilnsermelsesvis 

M*  =  j-  .  1000*  (50  .  20*  +  600  .  10*  +  3000. 5*  +  5000. 2*) 

eller  iV*  =  17  500  Mill.  Kr., 

altsaa  M  =  132000  Kr. 

En  Forestilling  om  den  mulige  Fejl  paa  dette  Resultat  faas  ved  at 
tamke  sig,  at  alle  Forsikringer  ere  nye,  indtraedende  ved  en  og  samme 
Alder.  Er  denne  over  Gjennemsnittet  af  de  Forsikredes  nuvaerende 
Alder,  saa  maa  der  faas  en  for  stor  Vaerdi  af  M  ved  at  beregne 
denne  som  svarende  til  lutter  nye  Forsikringer.  Man  faar,  at 
Indtnedelsesalderen 

25  Aar  giver  M  =  119  000  Kr. 

35  —   —  —  =  132  000  — 

45  —   —  —  =  152  000  — 

55  —   —  —  =  186  000  — 

Den  fuudne  Vserdi  af  M  vil  derfor  i  de  fleste  Tilfaelde  v#re  en 
god  Tilmerraelse  til  det  rajagtige  Resultat.  navnbg  hvis,  som 
forudsat.  Indfovdelsesalderen  for  de  store  Forsikringer  ikke  er 
mepet  over  40  Aar. 
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Lige  saa  let  beregner  man  Middelusikkerheden  for  Livsforsik- 
ringer  mod  Indskud,  derimod  fordre  de,  som  ere  tegnede  mod 
kortvarig  Premie,  en  noget  vidtleftigere  Begning.  Dog  kan  man 
ogsaa  for  disse  temmelig  let  finde  Grsenser  for  /*,  som  tilstede 
med  nogenlunde  Nejagtighed  at  bedemme  den  omtrehtlige  Starrelse 
af  2  m2 .  Det  er  nemlig  a  priori  indlysende  og  ikke  vanskeligt  at 
godtgjere  ved  numerisk  Beregning,  at  man  for  en  saadan  Forsikring 
maa  have 

Ax  -  Al  </«•  <  f*±*f  (A,  -  Al). 

Man  kan  altsaa  saette  fi2  =  k2  {kx  —  A#)t  hyor  Konstanten  k 
saedvanlig  vil  vaere  indesluttet  mellem  Graenserne  1  og  2.  Saetter 
man  altsaa  k  =  1*5,  faar  man  et  Besultat,  som  strax  giver  nogen 
Oplysning,  og  ved  at  gjennemfere  Beregningen  for  nogle  faa  typiske 
Tilfaelde,  vil  man  let  faa  en  tilstrsekkelig  god  Bestemmelse. 

Paa  lignende  Maade  kunne  de  fleste  andre  Forsikringsarter 
behandles,  og  naar  man  vil  gjere  sig  den  Umage,  blot  en  enkelt 
Gang  at  foretage  en  nogenlunde  najagtig  Beregning  af  Middel- 
usikkerheden for  en  bestemt  Anstalts  Vedkommende,  vinder  man 
hurtig  den  tilstrsekkelige  Erfaring  for  at  kunne  bedemme  Indflydelsen 
af  at  afkorte  Begningen  paa  forskjellige  Punkter.  Naar  man  kun 
iagttager  at  udskille  de  store  Forsikringer  og  dem,  hvis  Vilkaar 
overhovedet  adskille  dem  i  maerkelig  Grad  fra  den  store  Masse, 
saa  vil  man  erfare,  at  en  brugbar  Tilnaermelse  til  den  rigtige 
Vaerdi  af  Sm2  meget  hurtig  kan  faas  for  de  andres  Vedkommende. 
Det  hele  Arbejde,  som  er  forbunden  med  Beregningen  af  Middel- 
usikkerheden paa  Prsemiereserven,  bliver  derfor  langt  fra  saa  stort, 
som  det  fra  ferst  af  kunde  synes,  og  enhver  Livsforsikrings- 
mathematiker  ber  derfor  ikke  forsemme  med  passende  sterre 
Mellemrum  at  foretage  en  saadan  Beregning  for  sit  Selskab.  Han 
erholder  derved  en  Maalestok  for  Bedemmelsen  af  de  tilfaeldige 
Slingringer  i  den  indtrufne  Dodelighed  og  et  Middel  til  at  danne 
sig  et  Skjen  over,  hvilken  Extrareserve  Anstalten  behever  for  at 
dsekke  sig  imod  disse,  som  vanskelig  kan  faas  paa  anden  Maade. 
Som  allerede  omtalt,   kunne  forskjellige  Anskuelser  gjores  gjaeldede 
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om  dennes  absolute  Sterrelse,  -men  naar  ferst  et  Maal  for  Usikker- 
heden  er  fundet,  saa  er  man  dog  naaet  et  godt  Skridt  fremad,  og 
naar  det  saa  erindres,  at  en  AfVigelse  fra  det  normale  saa  stor 
som  Middelfejlen  endnu  har  en  ret  betydelig  Sandsynlighed  for  sig, 
medens  en  Afvigelse  i  en  bestemt  Retning  af  2  a  3  Gange  Middel- 
fejlen kun  er  lidet  rimelig,  saa  vil  et  Skjan  over  Extrareservens 
nedvendige  Sterrelse  dog  forholdsvis  let  kunne  faas  paa  den  her 
antydede  Maade. 

Men  det  maa  ikke  glemmes,  at  den  saaledes  bestemte  Extra- 
reserve  kun  daekker  for  en  Art  af  de  Tilfaeldigheder ,  som  en 
Anstalt  kan  vsere  udsat  for,  og  at  der  ogsaa  ber  haves  Midler  til 
at  imedegaa  saadanne  Tab  som  Nedgang  i  Rentefod  eller  ved- 
varende  Stigning  i  Dedeligheden  kan  medfere. 


EXAMENSOPGAVEK. 


Opgaver  ved  Skoleembedsexamen  i  Fysik.     1888. 

Mathematik  (tillige  for  Magisterkonferens  i  Fysik). 

Find  x  og  y  udtrykte  som  Funktioner  af  t,  naar 

dx    ,    ^ 

-7-  +  3x  —  y  =  cos  %t. 

Op  I.     Ved  d'Alemberts  Fremgangsmaade  finder  man 

u  =  x  +  % 

~-  +  (3  +  #)  w  =  cos  2L 
idet  #  er  et  partikulsert  Integral  i 

?|  +  (3+#)0+l-0  =  O. 

Saadanne  ere  #  =  —  1   og  #  —  —  1  -| 

Den  ferste  giver 
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x  —  y  =  n  =  e~®*l  le®  cos  2*  dt-\-  cA 

A 

—  —  (cos  %t  +  sin  2*)  +  cx  <r~2*- 
4 


(i) 


Den  anden,  #  =  -—  1  -f-  — ,  giver 

V 


x  —  y-\--y  =  u  =  ^—-lle^.tcosVtdt  +  cA 
Det  heri  indeholdte  Integral  integreres  delvis  som 

22  cos  2<  -J-  sin  2<        ^  cos  2 <  4 •  sm  It        ^sinit  —  cos2< 

~'«  4  .«  ie  *  16 


Altsaa 


—  £  (cos  2£  +  sin  2*) —  sin  2* 

4  8 


*-y  +  -Z---J-(«»«-h»m«)-!^!  +  «,Lr.     (2) 

Ligningerne  (1)  og  (2)  kunne  dernaest  loses  med  Hensyn  til  x  og  y. 
Opgaven    leses    ogsaa    let    ved   Differentiation    og   Elimination 
af   x    og    dens    Differentialkoefficient    eller   y  og   dens  Differential- 
koefficient. 


Mekanik  (tillige  for  Magisterkonferens  i  Fysik). 

En  tung  og  homogen,  ret,  cirkulaer  og  fuldstsendig  glat  Cylinder 
hviler  ved  Begyndelsen  af  den  Bevsegelse,  som  her  skal  undersoges, 
paa  en  vandret  og  fuldstaendig  glat  Plan.  En  tung  og  homogen 
Stang,  hvis  Laengde  er  lig  Cylinderens  Hejde,  medens  dens  Tykkelse 
er  ringe  nok  til  at  lades  ude  af  Betragtning,  og  hvis  Masse  er  lig 
Gylinderens,  anbringes  i  fast  Forbindelse  med  Gylinderen  langs  en 
Frembringer. 

Hvilken  Bane  vil  Stangen  da  gjennemlobe? 

Hvorledes  kan  den  levende  Krafts  Princip  benyttes  til  naermere 
Besteinmelse  af  Bevaegelsen? 

Naar    Stangens    Begyndelsesstilling   ligger   i    samme    vandrette 
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Plan  som  Gylinderens  Axe,  sparges  endelig,  hvilken  Stilling 
Gylinderen  vil  indtage  i  det  0jeblik,  da  den  lodrette  Komposant  af 
Stangens  Hastighed  er  sterst. 

Opl.  1)  Det  er  tilstraekkeligt  at  betragte  et  plant  Snit  vinkelret 
paa  Gylinderens  Frembringer,  og  altsaa  i  Stedet  for  om  Cylinder, 
Plan  og  Stang  at  tale  om  en  Cirkel,  hvis  Radius  vi  ville  kalde  a, 
Massen  m,  om  en  fast  vandret  Linie,  hvorpaa  Cirklen  bevseger  sig, 
og  om  en  Partikel  med  Massen  m. 

Det  sammensatte  Systems  Tyngdepunkt,  der  befinder  sig  i 
Midtpunktet  af  Radius  til  Partiklen,  maa  bevsege  sig  paa  en  lodret 
Linie.  Tages  denne  til  Ordinataxe  (regnet  positiv  ned  ad,  den 
vandrette  Linie  gjennem  Cirklens  Centrum  til  Abscisseaxe,  og 
betegner  #  den  neevnte  Radies  Vinkel  mod  Ordinataxen,  faar 
Partiklen  Koordinaterne 

x  =-  —  sin  #,    y  =  a  cos  #. 
Banen  bliver  altsaa  Ellipsen 

*2     i  y2  ^-  i 

2/ 


( 


hvilket  ogsaa  felger  af  en  bekjendt  kinematisk  Ssetning. 

d 
2)  Idet  Cirklens  Midtpunkt  har  Abscissen   —  —  sin  #,  og  den 

roterer  om   dette  med  Hastigheden   -j-,   giver  den   levende  Krafts 
Princip,  naar  Begyndelsesvserdien  af  &  kaldes  a, 

mTC0S "*bJ  +Yma  y  +««^— +«« »*jy 

=  2  mg  a  (cos  #  —  cos  a). 

Leddene  paa  venstre  Side  hidrere  1)  fra  Bevasgelsen  af 
Cirklen  betragtet  som  reduceret  til  Tyngdepunktet,  2)  fra  Rotationen 
om  dette,  3)  fra  Partiklens  Bevsegelse. 

Af  denne  Ligning  finder  man 

(d&\2 4^  (cos  #  —  cos  a) 
H)  a  (3  -  cos*  9)    ' 

hvorved  -j-,  og  dermed  alle  Punkters  Hastigheder,  vil  vaere  bestemt 
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for  ehhver  Stilling,    som  Gylinderen   kan    indtage.      Idet  -r«  bliver 

en  Funktion  af  #,  vil  den  fuldstamdige  Bestemmelse  af  Bevaegelsen 
vaere  reduceret  til  Kvadratur. 

Kvadratet  paa  den  lodrette  Komposant  af  Partiklens  Hastighed 

vil,  naar  a  =  — ,  vaere  bestemt  ved 

2 

9    •  9  «(d&\2       lag  cos #  ,.  m  a. 

71 

Denne  Sterrelse  er  Nul  for  #  =  +  —  og  for  #  =  0  (Stillingen  ft  =  n 

naas  ifelge  Forudssetningerne  ikke).  Ved  saedvanlig  Bestemmelse 
finder  man  endvidere,  at  den  kun  kan  blive  et  Maximum  eller 
Minimum  for 

cos  ft  =  U  —  Vl3, 
idet   de   avrige  Fortegn   ikke   give   Vaerdier,    som   cos  ft   kan    faa. 
Den  fiindne  Vaerdi  maa  svare  til  Maximum,  da  de  derved  bestemte 
Hastighedskomposanter  ligge  imellem  de  nys  naevnte  Minima. 


Astro  nomi. 

For  et  Himmellegeme,  som  bevaeger  sig  omkring  Solen,  kjendes 

tre  heliocentriske  Steder,    givne    ved  Afstand   og   Laengde   i  Banen, 

nemlig 

rl==   10603,  ux   =   162°  24'  18", 

r9  =   11 1705,        w2   =  227°  46'  30", 

r3  =   1*88155,        u3  =  276°  23'  30". 

Heraf  skal  (ved  femcifret  Regning)  beregnes  Periheliets  Laengde  og 

Afstand  fra  Solen,  samt  Banens  Excentricitet. 

Gives  der  Tilfaelde,    da   de   naevnte  Elementer   ikke  kunne  be- 

stemmes  af  tre  heliocentriske  Steder? 

Opl.     Banens  Ligning  i  polaere  Koordinater  vaere 

P 

Y  =  ± . 

1  +  ecos  (u  —  u0) 
Denne  kan  ogsaa  skrives 

1  1     .    e  cos  u„  .    esinu*    . 

—  = cos  u  -\ sin  u, 

r         p  p  p 
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saa  at  man  faar  tre  lineaere  Ligninger  til  Bestemmeise  af 

— ,  a  =  —  cos  w0   og   3  =  —  sin  uQ, 
p  p  w  p 

nemlig 

0*94311  =  —  —  0*95322  a    +  0*302285  0, 

P 

0*89522  =  —  —  0*67205  a     —  0*74051  ft, 

P 

0*53148  =  —  +  01 11325  a  —  0*993775  fi. 

P 
Subtraktion  giver 

—  004789  =  0*28117  a  —  1*042795  fi9 

—  0*36374  =  0*78337  a  —  0*253265  fi. 
Heraf  faas 

l0g  e^^o.  _  ,9*69232, 

log  ^p>  =  ,8-93874, 

altsaa  u0  =  190°  0'  8*5", 

log  —  =  9*69897  =  log  0*5. 

og  da  de  3  givne  Ligninger  overensstemmende  give  p  =  2,  inaa 
man  have  e  =  1. 

Banen  er  altsaa  parabolsk  med  Periheliet  beliggende  i  Afstanden 
2  og  i  den  Retning,  som  bestemmes  ved  den  fundne  Vserdi  af  u0. 

Opgaven  er  altid  bestemt,  naar  de  tre  Observationer  angaa 
virkelig  forskjellige  Steder. 


L0SNING  AF  OPGAVE  556,  558  OG  560. 


556.     Hvorledes   indses   uden    direkte  Samment«lling 
i  Tavlerne,  at: 

{log  1.01  +  log  1.02  +  log  1.03  + +  log  10.00) 

+  (10001  +  10002  +  loo**  + +  io10(>)  =  1000.01, 
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naar  man  saavel  i  Logarithmer  som  i  Antilogarithmer  kun 
medtager  de  to  ferste  Decimaler  (uden  Forhejelse  af 
2den  Decimal,  hvor  naeste  Giffer  er  5  eller  derover)? 

(J.  P.  Gram). 

I  den  tfarste  Raekke  ere  alle  Leddene,  fra  det  tredie  af,  lig 
Exponenterne  i  den  anden.  Antages  nu  an  af  de  paa  hinanden 
felgende  Led  paa  Grund  af  Bortkastning  af  Decimaler  at  vaere 
lige  store,  lig  0.01  w,  altsaa: 

log  (p  —  0.01)  =  0.01  (n  —  1), 
logp  =  o.Ol  w,  log  (j>  +  0.01)  =  0.01  w, . .  . 

log  (p  +  0.01  an  —  0.01)  =  0.01  n, 

log  (p  +  0.01  an)  =  0.01  (n  +  1), 
saa  maa,  ligeledes  paa  Grund  af  Bortkastning  af  Decimaler,  I00,01n 
vaere  lig  p  —  0.01  og  lO0-01^*1)  vaere  lig  p  +  0.01  an  —  0.01, 
forudsat  at  det  ikke  er  exakt,  naar  man  saetter  log  p  =  0.01  n 
eller  log  (p  +  0.01  aj  =  0.01  (n  +  1).  Da  det  sidste  imidlertid 
kun  kan  gjaelde,  naar  0.01  n  eller  0.01  (n  +  1)  er  hel,  eftersom 
brudne  Potenser  af  10  ere  irrationale,  vil  en  Undtagelse  ferst  ind- 
traede  for  n  =  99. 

Felgelig  er  Differensen '  imellem  to  paa  hinanden  falgende  Led 
i  den   anden  Raekke   lig   0.01   Gange  Antallet   af  lige   store  Led    i 
den  ferste  —   kun  undtagen  Differensen  imellem  de  to  sidste  Led, 
der  er  0.01  «99  +0.01    — ,  eller  man  har: 
10001=1.02 
10fc<*=  1.02  +  0.01  ax 
10o.G3  =  j  02  _j_  o.oi  ax  +  0.01  a2 


10i.oo=  im  +  0  01  ai  +  0  01  a2  _|_ +0.01^  +  0.01 


100 

1 

0 


j100.01(n+l)=  I00.1.02+0.99a1+0.98a2  +...  +  0.010^  +  0.01. 
Men  den  ferste  Raekke,  hvis  to  f0rste  Led  ere  lig  0.00,  er: 

100 

-20.01(11+1)0^.  1  =  0.01a1+0.02a2+...+0.99a99+1.00o100, 

o  ' 

og  altsaa  faas  ved  Summation  af  de  to  Udtryk: 
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100  10°  ^/v.  /       .    «,  10° 

2*0.01  (»+  l)an+1  4-  2  1(J0.0K»+1)  =  102  +  i'a,,!  +  0.01. 

0  0  0 

Summen  af  a'erne  maa  imidlertid  vaere  lig  det  samlede  Antal  af 
Led  i  den  ferste  Raekke  minus  2  (de  to  ferste  Led),  altsaa: 
-Ja^l  =  898,  ved  hvis  Indsaettelse  i  ovenstaaende  Ligning  Saet- 
ningen  er  bevist. 

Til  Sammenligning  seges  endnu  Summen  af  de  to  Raekker, 
idet  alle  Decimaler  medtages  i  Logarithmer  og  Antilogarithmer. 

Hertil  benyttes  for  den  f0rste  Raekkes  Vedkommende  den  be- 
kjendte  Summationsformel : 

*!.(.+  l)-±M»+(.+ !>.«-*+  ^  +  ^  + .... 

hvor  Blt  B8  .  .  .  ere  de  Bernoulli'ske*  Tal.      Raekken    kan  nemlig 

1000 

skrives  som:  log  e2l(x~t  1)  —  2 .  900,  der  ved  Hjaelp  af  Formlen 

too 

—  idet  tilstraekkelig  smaa  Led  af  denne  bortkastes  —  findes  lig 
609.635. 

Den    anden    Raekke    derimod    summeres    som    en    almindelig 

9 
Kvotientraekke  og  bliver  lig 001,  der  udregnet  er:  395.431. 

Tilsammen  findes  de*  to  Raekker  altsaa  at  udgjere:   1005.066, 

saa  at  Summen  af  de  i  den  stilJede  Opgave  bortkastede  Decimaler 

beleber  sig  til:  5.056. 

(P.  Vedel). 

558*).  ABCD  vaere  en  indskreven  Firkant.    Den  vinkel- 

rette    paa   Midten    af  AC   skjaerer    CD   i   E   og  AD  i  F. 

Bevis,    at    den    rette   Linie,    der    halverer  Z  ABC,  ogsaa 

vil  halvere  Z  EBF. 

(A.  S.  Bang). 

Lad  Firkantens  omskrevne  Cirkel  skjaeres  af  den  vinkelrette 
paa  Midten  af  AC  i  G  og  J  samt  af  CF  i  H.  D  og  H  ere 
symmetriske  Punkter  med  Hensyn  til  FE,  felgelig  er  ^HG=^GD, 
saa  at  Z  FCE  halveres  af  CG,  dens  Nabovinkel  af  JC,  idet 
Z  JCG  =  90°;    Punkterne  J  og  G   dele   altsaa   Iinten  FE  har- 


l)  Ogsaa  last  af  Jens  Meller  og  Aage  Wiuff  Petersen. 
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monisk.      Da    nu   B  ligger   paa  Girklen   over  JG   som   Diameter, 
halverer  BG  /_  FBE,  ligesom  den  ogsaa  halverer  /_  ABC. 

(Ingvard  Asted). 

560.     Find  Summen  af  Rsekken 

1  2a;2  2a;4  2a;6 


(_3)(_  1).1.3       (-D.1.3.5    '    1.3.5.7       3.5.7.9 
hvis  almindelige  Led  er  (for  n  >  0) 

2a^w 


(-Dn 


(4*t2  —  l)(4n*  —  9) 


Kalder  man  den  segte  Sum  y,  har  man 
1 2a;2 2a:4 

if  /         ow         i\ia  /  1  \      1       O      K      ■ 


(_  3)(_  1).  1  .  3        (-1).  1.3.5    '    1.3.5.7 

Man  traekker  forste  Led  over  paa  venstre  Side,  multiplicerer  overalt 

med  Xs  og  har  da 

8  /         J_\  _     _  2a;5 2a;7 

X    \y"~"   9/~Z  (-  1) .  1  .  3  .  5  +  1  .  3  .  5  .  7  "  " 

Ved  Differentiation  paa  begge  Sider  med  Hensyn  til  x  faas 

2a;4  2a;6 


(-  1).  1  .3    "    1.3.5 

z* 
Saettes  —  =  u.  faar  man  paa  samme  Maade 

2a;2        ,    2a;4 

*   —  —  7 7T-7  + 


(-  1).  1    '    1.3 


u 

Ligeledes  —  =  t?,  og 

x 


Heraf 


n    .    2a;       2a;8    , 


2  xs    .    x6 

=  a:  —  —  +  —  ...  —  arcty  a; 


a;  3  5 

t>'  =  2a;  arcty  a;  4"  2. 
For   nu    at  faa  Raekkens  Sum  (y),    gaar  man  baglsens.      (Man   kan 
overalt   se   bort   fra  Integrationskonstanten ,    da   det  konstante   Led 
stadig  er  trukket  over  i  den  nye  ubekendte). 
Man  har  nu 

v  =  2  J  x  arctg  x  dx  -\-  2a;. 


2ft 
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De   tre  Integrationer ,    der   ere   at   udfere  i  Regningens   Leb,    hare 
alle  ind  under  Formen 

fx*n~~*  arctg  x  dx. 
Integralet  faas  let  ved  delvis  Integration  (man  maa  dog  passe  godt 
paa  Tegnene)  og  giver 

/**-!  arctg  x  d*  = 

x2n— 1      a?*—* 

x*narctgx  —  (—  1)" arctg x  —  - +  - - ...  +  (  —  l)n* 

*         v        '         *         2n—  1       2ft— 3 

I  Opgaven  benyttes  ft  =  1,  2,  3. 
Vi  faa  nu 

v  =  x2  arctg  x  -f-  arctg  x  -\-  x, 
u4  ==  vx  =  xs  arctg  x  A-  x  arctg  x  +  #2> 

1     i       .        i     x      9      ^        j     *       ^        \x*         x 
u  =  —  xA  arctg  x  +  —  x2  arctg  x  -f-  —  arctg  x  -+-  — -r-» 

42?'  =  a?5  arc£<7  a?  +  2a?3  arc^r  x  -{•  x  arctg  x  -\-  x4,  —  a?2, 

4*  =  — (a;2  +  l)8  arctg x  +  —  —  —  —  —> 

z    ,     1  1   /     ,     1\3        .        ,   a?2  1 

*       a?3    !     9        24  \  x)  *  24       24  a?2 

Rsekken  er  konvergent  for  x  ^  1. 

(Aage  Wiuff-Petersen). 


OPGAVE  TIL  L0SNING. 


517.  Haves  tre  Keglesnit  i  et  Bundt  og  drages  fra  et  lebende 
Punkt  i  det  ene  en  Tangent  til  hvert  af  de  andre,  vil  Forbindelses- 
linien  mellem  Bereringspunkterne  indhylles  af  et  nyt  Keglesnit. 

Det  er  ligegyldigt,  hvilken  Tangent  der  benyttes;  drages  nemlig 
fra  et  vilkaarligt  Punkt  i  Planen  Tangenterne  til  to  Keglesnit  i 
samme  Plan,  ville  disses  fire  fselles  Tangenter  og  de  fire  Forbin- 
delseslinier  mellem  et  Beroringspunkt  med  det  ene  og  med  det 
andet  Keglesnit  v«re  otte  Tangenter  til  samme  nye  Keglesnit. 

(G.  Juel). 
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FOREKESNING  OVER  HYDROSTATIK. 

(Af  H.  G.  Zeuthen). 


I.    Flydende  Legemers  Ligevaegt. 

1.  Indledning.  I  Hydrostatiken  underseges  flydende  Lege- 
mers Ligevaegt.  I  naervaerende  mathematiske  Behandling  ngjes  vi 
med  at  betragte  fuldkommen  flydende  Legemer,  hvilke  vi 
tillaegge  den  Egenskab,  at  deres  Partikler  frit  og  uden  Gnidnings- 
modstand  kunne  forskydes  hen  ad  hverandre  og  hen  ad  glatte 
Overflader  i  alle  Retninger. 

Det  flydende  Legemes  Tryk  paa  en  glat  Overflade  maa  i 
ethvert  Punkt  vaere  rettet  efter  dennes  Normal. 

Et  flydende  Legemes  Ligevaegt  kan,  hvis  den  er  tilstede,  ikke 
forstyrres  derved,  at  man  indskraenker  Forskydeligheden  ved  imellem 
Dele  af  Legemet  at  indskyde  en  fast  glat  Flade.  Derved  indses, 
at,  hvorledes  Legemet  end  taenkes  delt  ved  Flader,  maa  de  for- 
skjellige  Dele  i  hvert  Punkt  af  en  saadan  Flade  udeve  lige  store 
og  modsatte  Tryk  efter  Fladens  Normal.  Der  udeves  altsaa  gjen- 
sidige  Tryk  i  alle  Retninger. 

2.  Tryk    paa   Fladeenheden.      For   at   bestemme  disse 

Tryks  Sterrelser    betragte   vi   farst  Trykket  T  paa  en  endelig  plan 

T 

Flade  med  Areal  A.  Vi  kalde  da  -j  Trykket  paa  Flade- 
enheden. Er  dette  det  samme,  naar  Fladen  ombyttes  med  en 
hvilken  som  heist  af  sine  Dele  kaldes  Trykket  ens  form igt,  ellers 
uensformigt.      Trykket  paa  Fladeenhed  vil  dog  have  en  bestemt 

T 

Vaerdi    i    hvert  Punkt,    hvor    blot  -j  naermer  sig    til    en  bestemt 

Graense,  naar  A's  Omkreds  naermer  sig  til  kun  at  omfatte  Punktet: 

T 

det   bliver   da  Graensevaerdien   af  -j-.      Trykket   paa  Fladeenhed   i 

et  vilkaarligt  Punkt   af  en   krum  Flade   bestemmes  i  Overensstem- 

T 

melse   hermed  som   Graensevaerdien   for   -j,    idet  A   er   et  Areal, 

Rsekke  V.    Aargang  6.  9 


i 
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ue 
Kongruente 
,,F  med  en  faelles 
-idede  Prisme  BFDCGE 
en  Del  af  det  flydende  Legeme, 
,.ia    holdes    i    Iigerogt    af  de    ydre 
a-rtor,    samt    de    errige    Deles   Tryk    paa 
li^ts  OxvrSade, 

l-*d  JC  raw  de  ydre  Knefters  Kompo- 

s&r.:^:;:^  1  R^trir^  af  Kanteroe  EG  og  DF. 

.0   v  d^.w  Rrf~ac  a:  Trykl«>e  paa  CBG.  BID  og 

\v,i.      Ere  r«T  TttUmw  pa  de  to  Rektangler 

?''    ^  .  ^  *  VirAiea  mtCrfm  art  i#rs:*>  Xosmal  og  Uff,  haves 

'"  '  X—    T  —  T  ,w«  — 0 

a       r     r 

A  A         A 

v ,  v>    to*y,  yVjsr.v:   ^  .".^  ::  c  tT.  X^l.   TDf»dteas  det  xedbliYer 

v  %\o    ^vjv.Ytf  V^rrru    Krvre   *«?:rc   F:roi»T:.^£eroe  Jl  uendelig 

>v.y.v;x-     vVk    <*v*>ta    JV*.    Tmtr.    Jl    ^:cn    BC*%    allsaa 

lw\  ^>ot    i«..\v   s,    w    >,^;    *.r   .•^•ryytc*  >&-«*«   fares  ved 


f 


1H1 

*  og  luftformige  Legemer.      Vi    ville    kalde 

hed    i    et    vilkaarligt    Punkt  pf    Taetheden    i 

^sker   vil   en  Foragelse   af  p  ikke  udave 

Varmen  en  noget  stare.     For  iuft- 

saafremt   disse   forovrigt  forblive 


o, 


den  ved  q  og  p  og 

vaegt   kan   man  i  alle  Til- 

aoner  af  Koordinaterne ,   idet  de 

^unkt  af  Legemet.      Variationerne  af 

-iiationerne   af  p  og  af  Varmegraden  ogsaa 

►cstanddele  i  og  for  sig  kunne  vaere  af  forskjellig 


Almindelige  Ligevsegtsbetingelser.  Vi  skulle  nu 
^e  at  opstille  almindelige  Ligevaegtsbetingelser  for  et  flydende 
Legeme,  som  er  underkastet  givne  Kraefter.  Vi  kunne  antage,  at 
disse  ere  bestemte  saaledes,  at  Partiklen  dm  med  de  retvinklede 
Koordinater  x,  y  og  z  paavirkes  af  en  Kraft,  hvis  Komposanter 
efter  Axerne  ere  Xdm,    Ydm,  Zdm.     Vi  kunne  teenke  os  Legemets 

Deling     i     Partikler    foretagen 


Fig.  2. 


4 


D 


—X 


ved  Planer  parallele  med  Koor- 
dinatplanerne  og  antage,  at 
Partiklen  dm  er  den,  der  til 
modsatte  Hjernespidser-  har 
Punktet  A  med  Koordinaterne 
x,  y,  z  og  Punktet  B  med 
Koordinaterne  x-\-dx,  y-\-dy, 
z  +  dz.  Man  har  da  dm  — 
q  dx  dy  dz.  Ved  p  ville  vi 
betegne  Trykket  paa  Enhed  af 
Overflade  i  Punktet  A.  Paa 
Grund    af   Partiklens    uendelig 

9* 
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lille  Udstraekning  vil  Trykket  paa  Enhed  af  Overflade  ikke  faa 
nogen  endelig  Afvigelse  fra  p  i  noget  Punkt  af  den  med  yz-Planen 
parallele  Sideflade  AC  i  Parallelepipedet.  Naar  vi  derfor  kalde 
det  hele  Tryk  paa  denne  Flade ,  hvis  Areal  er  dy  dz,  px  dy  dz, 
vil  px  afvige  uendelig  lidt  fra  p.  Idet  den  modstaaende  Sideflade 
DB  er  dannet  af  AC  ved  at  ombytte  x  med  x  -f-  dx,  bliver  dette 
Tryk,  som  straeber  at  bevaege  Partiklen  i  x-Axens  negative  Retning, 
og  som  vi  derfor  give  negativt  Fortegn, 


/  dpx      \ 

-[Px  +  -^<ix)dydz. 


Idet   alle   andre  Tryk  paa  Partiklens  Sideflader  ere  vinkelrette 

paa  a?-Axen,    faa   vi    ved   at   saette  Summen   af  Kraftens   og  Nabo- 

delenes  Tryks  Komposanter  efter  X-Axen   lige  stor  med  Nul,  som 

ferste  Ligevaegtsbetingelse  for  Partiklen  dm 

I  dpx      \ 

Xq  dxdy  dz-\-  px  dy  dz  —  \px  +  -7-  dx)dydz  =  0 

dPx 
eller  -r—  =  qX. 

Da  nu  p  ikke  betegner  andet  end  Graensevaerdien  for  px, 
naar  dm  virkelig  har  en  uendelig  lille  Udstraekning,  faar  man 

-j-  =  qX  og  paa  samme  Maade  -f-  =  qY,  -£-  =  qZ,       (1) 

(X/X  **y  CXrZ 

eller 

p  =  L  (Xdx  +  Ydy  +  Zdz).  (2) 

Denne  Ligning  kan  dog  kun  give  den  til  hvert  Punkt  (x,  y,  z) 
svarende  Vaerdi  af  p  eller  p  som  Funktion  af  de  indbyrdes  uaf- 
haengige  variable  x,  y,  z,  naar  Integralet  er  exakt,  eller  naar 

d(QY)  =  d{QZ)   d (qZ)  =  d (qX)   d(gX)  =  d(eT)       (3) 
dz  dy    '      dx  dz    '      dy  dx 

Disse  3  Ligninger  blive  saaledes  de  Ligevaegtsbetingelser,  som  selve 
Kraefterne  maa  tilfredsstille.  Ferst  derefter  lader  Trykket  paa 
Enhed  af  Overflade  sig  bestemme  i  ethvert  Punkt. 

De  fundne  Ligevaegtsbetingelser  ere  ikke  blot  nedvendige,  men 
ogsaa  tilstraekkelige ;  thi  naar  end  ikke  den  mindste  Partikel  af  den 
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i  Udviklingen  benyttede  Form  kan  forskydes  i  nogen  Retiring,  fore- 
gaar  der  aldeles  ingen  Bevaegelse  i  Fluidet. 

Anmaerkning.  Udviklingen  ligner  meget  den,  som  anvendes 
ved  bajelige  Snore,  og  som  i  Staliken  ferte  til  Formlen 

dT+Q(Xdx+  Ydy  +  Zdz)  =  0, 
(40)  i  Jul.  Petersens  Statik.  Trykket  paa  Enhed  af  Overflade  maa 
langs  en  vilkaarlig  Kurve  indenfor  det  flydende  Legeme  variere 
ganske  paa  samme  Maade  som  Spaendingen  af  en  Snor,  der  under 
Paavirkning  af  de  samme  Kraefter  har  Kurvens  Form1).  Der  kan 
da  sparges,  hvorfor  man  her  skal  have,  at  Udtrykket  for  dp  er  et 
exakt  Differential ,  medens  den  tilsvarende  Fordring  ikke  gjordes 
ved  bajelige  Snore.  Svaret  maa  lyde,  at  det  Udtryk,  som  man  fik 
for  dT  ved  bajelige  Snore,  ikke  skal  gjaelde  for  alle  Vaerdier  af 
#»  V  og  z,  men  kun  for  dem,  der  bestemme  Punkter  af  Snoren. 
Udtrykket  for  dp  skal  derimod  gjaelde  for  alle  Vaerdier  af  x,  y  og  z, 
som  blot  ligge  indenfor  de  Graenser,  som  svare  til  det  flydende 
Legemes  Begransning. 

5.  Kraefter  med  Kraftfunktion.  De  fundne  Ligevaegts- 
betingelser  antage  en  saerlig  simpel  Form,  naar  allerede  Xdx  + 
Ydy-\~Zdz  er  et  exakt  Differential,  eller  naar  der  existerer  en 
saadan  Funktion   U,  at 

Ligning  (2)  gaar  da  over  til 


/ 


p—ledU,  (5) 


som  ikke  er  mulig  for  alle  Vaerdier  af  x,  y,  z,  uden  naar 

Q  =  F(U).  (6) 

Betingelserne  (4)  ere  som  bekjendt  tilfredsstillede ,  naar  de 
virkende  Kraefter  alene  bestaa  i  saadanne  Tiltraekninger  til  eller  Fra- 
stedninger  fra  faste  Punkter  eller  Masser,  som  foruden  af  de  tiltrukne 
Partiklers  Masser  kun  afhaenge  af  Afstandene.  I  dette  og  i  andre 
Tilfaelde,    hvor   der    existerer    en  Kraftfunktion   U,    bliver  den  nad- 


x)  Kun  Fortegnet   er   forskjelligt,    da   der   forudsaettes   at  vaere  TraBk  i 
Snoren,  men  Tryk  i  det  flydende  Legeme. 
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vendige  og  tilstraekkelige  Betingelse  for  Ligevaegten  altsaa  den,  at 
Taetheden  alene  varierer  med  U,  altsaa  er  den  samme  i  alle 
Punkter  af  en  hvilken  som  heist  Niveauflade:   U=c. 

6.  Det  flydende  Legemes  Begraensning.  Et  flydende 
Legeme  kan  begraenses  dels  af  faste  Flader,  dels  af  de  Flader,  der 
skille  det  fra  andre  flydende  Legemer,  dels  af  frie  Overflader. 

De  faste  Flader  gjengive  netop  det  flydende  Legeme  dettes 
eget  Tryk,  og  det  bliver  derfor  ligegyldigt  for  dets  Ligevaegt,  om 
disse  Flader  existere  eller  Legemet  fortsaettes. 

Overgangen  til  et  andet  flydende  Legeme  faar  her  kun 
Betydning,  hvis  dette  har  en  anden  Taethed,  eller  Overgangen  er 
forbunden  med  en  iEndring  af  de  mekaniske  Kraefter,  og  en  fri 
Overflade  kan  betragtes  som  Overgang  til  et  flydende  Legeme 
med  Taetheden  Nul. 

Hvis  der  til  de  akcelererende  Kraefter  horer  en 
Kraftfunktion  U,  kan  Overgangen  til  en  ny  Taethed  kun  finde 
Sted  langs  en  Niveauflade.  De  frie  Overflader  saa  vel  som 
Overgangsfladerne  til  flydende  Legemer  med  anden 
Taethed,  f.  Ex.  fra  Vaedsker  til  Luft,  maa  altsaa  i  dette  Tilfaelde 
vsere  Niveauflader. 

Den  Niveauflade,  der  foruden  givne  faste  Flader  begraenser  et 
flydende  Legeme,  kan  bestemmes,  naar  man  kjender  hele  den 
flydende  Masses  Sterrelse  M.  Saettes  denne  =  JJJ  q  dx  dy  dz, 
skulle  Graenserne  bestemmes  saaledes,  at  den  indesluttes  af  de 
givne  Flader,  samt  den  segte  Niveauflade  U  =  c,  hvor  c  er  en 
ubekjendt  Konstant.  Denne  vil  da  vaere  den  eneste  ubekjendte 
Starrelse,  som  indeholdes  i  Ligningen 

Jlj  g  dx  dy  dz  =  M. 
Der  kan  selvfelgelig  ogsaa  bruges  andre  Koordinater. 

An  vend  els  er.  1)  Et  ensartet  luftformigt  Legeme,  der  overalt 
har  samme  Temperatur,  kan  holdes  i  Ligevaegt  af  Kraefter  med  en 
Kraftfunktion.  Idet  man  kan  saette  Taetheden  Q  =  kp,  hvor  k  er 
en  Konstant,  giver  (5)  nemlig 
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eller  I  £-  =  k  (U  -  UQ). 

Po 
Er  Kraften   en  Newtonsk  Tiltraekning  til  et  fast  Punkt,    bliver 

u 

U  =  — .    Naar  Afstanden  r  voxer  i  det  uendelige,  naermer  Taetheden 

T 

sig  til  den  endelige  Greense  p  =  p0  e     r°. 

Ligevaegten  vil  forstyrres  ved  en  Opvarmning,  der  ikke  giver 
samme  Temperatur  langs  hver  enkelt  Niveauflade. 

2)  En  homogen,  usammentrykkelig  Vaedske  holdes  sammen 
ved  Delenes  gjensidige  Tiltraekning,  vi  ville  antage  efter  den  New- 
tonske  Tiltraekningslov.      Den   vil  da  kunne  vaere  i  Ligevaegt,   naar 

disse  danne  en  Kugle,   idet  (Se  Jul.  Petersen  Statik,  S.   110)  hver 

4 

Partikel  da  tiltraekkes  til  Centrum  med  en  Kraft  —npQrdm,  hvor 

o 

r  betegner  Afstanden  fra  Centrum,    fi  Tiltraekningskonstanten ,    og 

Niveaufladerne  derved  blive  Kugleflader  med  samme  Centrum.     Er 

hele  Vaedskens  Masse   M,   bestemmes  Radius   til   den   hele   Masses 

Overflade  ved 

4 

3      * 

Antage  vi,    at  der  uden  om  ligger  et  andet  flydende  Legeme,    maa 

Trykket  langs  denne  Flade  have  en  konstant  Vaerdi  pa  (som  bliver 

0,  hvis  Fladen  er  en  fri  Overflade).     Trykket  i  et  vilkaarligt  Punkt 

2 

bestemmes,  idet  her  Kraftfunktionen   U  =  —  —nfigr2  ved 

r  2 

P=Pa+  \QdU^Pa-\-^nfJ'Q%  (a*  —  r2) 

J  a 

=  Pa  +  £<>("2-r2)> 

4 

naar  man  kalder  den  akcelerende  Kraft  ved  Overfladen  —  nfxqa  for  g. 

3)  En  tung  Vaedske  er  bragt  i  en  jaevn  Rotation  om  en  lodret 
Axe  med  Rotationshastigheden  ft).  Der  seges  Betingelserne  for 
Vaedskens  relative  Ligevaegt. 

Denne  maa  vaere  tilvejebragt  under  Paavirkning  dels  af  den 
givne  absolutte  Kraft:  Massedelenes  Vaegt,  dels  af  en  Kraft  lige 
stor  med  og  modsat  den,  der  vilde  tilvejebringe  Medferingsbevaegelsen. 
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Denne    sidste  er  Centripetalkraften.      At    tilfeje    er    altsaa  Centri- 

fugalkraften. 

Tages  Rotationsaxen   til   z -Axe,    og  regnes  den  positiv  opad, 

haves,  idet  Gentrifugalkraften  er  co2rdm,  hvor  r  =  V#2  -+- y2, 

Jl  =  o>*#,   Y=co2y,  Z=—g, 
altsaa 

p—  iQ(co2xdx  +  <*>2ydy  —  g  dz). 
Niveaufladernes  Ligning  bliver  altsaa 

CO2 

*  ~  «  =  Yq  &*  +  y*)' 

og  de  blive  en  Rsekke  kongruente  Omdrejningsparaboloider  om 
Rotationsaxen.  Er  Vaedsken  ikke  homogen,  maa  den  altsaa  lejre 
sig  i  homogene  Lag  efter  disse  Paraboloider,  hvorved  q  bliver  en 
Funktion  af  a.  Er  Trykket  p  =  p0  langs  den  til  a  =  a0  svarende 
Paraboloide,  bliver  (idet  U=  —  ga) 

gda. 

Det  er  uafhsengigt  af  <w,  og  varierer  langs  enhver  lodret  Linief 
ganske  som  om  Vaedsken  stod  stille.  Hvis  a  =  a0  bestemmer 
Vaedskens  Overflade,  er  p0  Lufttrykket  eller,  hvis  Overfladen  er 
fuldkommen  fri,  Nul. 

Foruden  af  denne  Flade  maa  Vaedsken  vaere  begraenset  af 
Vaeggene  og  Bunden  i  et  Kar.  Vi  ville  antage,  at  dette  er  en  ret 
cirkulaer  Cylinder  med  Vaedskens  Rotationsaxe  til  Axe,  raed  Radius 
a  og  med  Bunden  z  —  0.  Kjende  vi  da  Vaedskens  Masse  eller 
Volumen,  kunne  vi  bestemme  Overfladen  a  =  a0. 

Vi  kunne  antage,  at  Volumen  af  Vsedsken  er  na*h,  hvor  h 
bliver  Hejden  af  Vaedsken,   hvis   den   stod   stille.      Da   bliver,   idet 

Overfladen  bestemmes  ved  z  =  -r-  r2  +  an, 

2g  °' 

?ia2  A  =  2ji  /  zrdr  =  na*  (-—  a2  +  an  |. 

0>2 

hvoraf  a0  =  A  —  -r—  a2. 

*9 
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Denne    Formel    er    dog    kun     brugelig,     naar    den    gjer    ct0 
positiv.     I  modsat  Fald  skjserer  Overfladen  Bunden    langs   Girklen 

r2  _ ^-r-^,    og    den    Del    af   Bunden,     som    ligger    indenfor 

ft)2 

Girklen,  bliver  tar.      Den   lavere  Graense   0    for  Integralet  skal  da 


i  /      2  flfcc 
ombyttes  med  1/ 2^»  °B  man  ^aar 

Denne  Ligning  faar,  idet  nu  A  <  —  a2,  to  negative  Redder 

4g 


(co2  a   .    i/co2  h 
-ir±V"r, 


af  hvilke  man  skal  bruge  den,  der  svarer  til  averste  Tegn,  da  den 
anden  vilde  give  r2  >  a2. 

Anmaerkning.  Hvis  de  faste  og  uforanderlige  Flader,  der 
begraense  det  flydende  Legeme,  skjaere  en  Niveauflade  i  flere  adskilte 
Kurver,  kraeves  der  ikke  til  Ligevaegten,  at  der  skal  vgere  samme 
Taethed  og  Tryk  paa  Enhed  af  Overflade  i  samme  Niveauflades 
forskjellige  Dele.  Fordringen  om,  at  p  skal  vaere  et  exakt  Diffe- 
rential, gjaelder  nemlig  kun,  indtil  man  steder  paa  det  flydende 
Legemes  Begramsning. 

Af  denne  Grund  kraeves  der  til  Ligevaegt  af  tunge  Vaedsker  i 
forbundne  Kar  kun,  at  Teethed  og  Tryk  paa  Enhed  af  Over- 
flade ere  de  samme,  dels  i  de  vandrette  Snit  i  hvert  Kar  taget 
for  sig,  dels  i  de  vandrette  Snit  i  Karrenes  Forbindelsesrar.  Heraf 
udledes  de  fra  Fysiken  bekjendte  Saetninger. 


II.    Tunge  flydende  Legemers  Tryk  paa  faste  Flader. 

7.  Et  tungt  flydende  Legemes  Tryk  paa  Enhed  af 
Overflade.  Naar  Tyngden  er  den  eneste  akcelererende  Kraft,  som 
virker  paa  et  flydende  Legemes  eller  —  som  vi  af  Hensyn  til  de 
hyppigste  Anvendelser    ville    najes    med    at    sige    —    en   Vaedskes 
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Partikler   foruden   deres   gjensidige  Tryk  og  faste  Fladers  Modtryk, 
haves,  idet  2-Axen  regnes  lodret  nedad  fra  Vaedskens  Overflade, 

P=Po  +9  hdz>  (?) 


gdz, 
JO 


hvor  p0    er   det   paa  Overfladen   hvilende  Tryk  (Lufttrykket).     Ses 
bort   fra   dette,    som   giver   en    ensformig  Tilvaext   til   Trykket  paa 

r 

Enhed   af  Overflade   i   alle   Vaedskens   Punkter ,    er  p  =  g  I Q  dz, 

J  0 
eller  Trykket   paa  Enhed    af  Overflade   i    en   vis    Dybde   er 

Vgegten     af     den    Vgedske,     som    indeholdes    i    en    lodret 

Cylinder,    hvis  Grundflade   har  Overfladen    1    og  befinder 

sig  i  denne  Dybde. 

8.  Tryk  paa  en  plan  Flade;  Trykcentrum.  Naar  en 
plan  Flade  er  nedsaenket  i  en  Vaedske,  vil  der  paa  hvert  af  dens 
Elementer  df  hvile  et  normalt  Tryk  pdf.  Idet  alle  disse  Tryk  ere 
parallele,  kunne  de  sammensaettes  til  en  enkelt  Kraft.  Det  Punkt, 
hvor  den  trgeffer  Fladen,  kaldes  Tryk  centre  t. 

Vi  ville  antage,  at  Vaedsken  er  tung  og  homogen,  og  at  der 
intet  Tryk  hviler  paa  dens  frie  Overflade.  Planens  Skjaeringslinie 
med  denne,  Vandgangslinien,  tage  vi  til  x-Axe  i  et  retvinklet 
Koordinatsystem  i  Planen,  og  vi  kalde  Planens  Vinkel  mod  Hori- 
zonten  a.  Da  er  i  ethvert  Punkt  p  =  g@y  sin  a,  og  det  samlede 
Tryk   T  og  Trykcentret  f ,  v\  blive  bestemte  ved 

T—gQsinafydfy  T£=gQ sinajxy  df,  Tq==gQ  sin  afy2df,    (8) 

hvor   df  betegner   et  Fladeelement   af  den   givne   Flade,    og  hvor 
Integrationerne  udstraekkes  til  hele  dennes  Begraensning. 

I  Overensstemmelse  med  7  ses  det,  at  Trykket  er  det  samme, 
som  om  den  plane  Flade  var  vandret,  og  der  derpaa  hvilede  en 
homogen  Cylinder  af  samme  Teethed  som  Vaedsken,  skraat  afskaaren 
ved  en  Plan  z  =  sin  a  .  y. 

De  Integraler,  hvorved  T  og  Tr\  ifolge  (8)  udtrykkes  paa  den 
faelles  Faktor  g  q  sin  a  naer,  ere  det  givne  Areals  statiske 
Moment    og    dets    Inertimoment    med    Hensyn    til    Vand- 
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gangslinien,  og  man  vil  have,  at  f  =  0,  eller  at  y-Axen  gaar 
gjennem  Trykcentret,  naar  den  er  en  principal  Axe  i  Begyndelses- 
punktets  Centralellipse ,  hvilken  for  plane  Arealers  Vedkommende 
spiller  samme  Rolle,  som  Centralellipsoiden  for  Legemers  Ved- 
kommende1). Den  anden  principale  Axe  maa  selve  Vandgangslinien 
vaere.  Det  ses  da,  at  Vandgangslinien  er  principal  Axe  for 
6t  af  sine  Punkter,  og  dette  bliver  Trykcentrets  ret- 
vinklede  Projection  paa  Vandgangslinien. 

Det  indses,  at  Trykcentret,  hvis  Koordinater  ere 

jxydf  fj£df 

*        hdf'V       fydf  W 

maa  lade  sig  bestemme  for  en  hvilken  som  heist  given  Vand- 
gangslinie,  der  blot  ikke  skjaerer  Areaiet  A,  naar  man  blot  kjender 
dettes  Tyngdepunkt,  og  de  dertil  herende  principale  Axer  og  principale 
Momenter;  thi  derved  kunne  Inertimomenterne  med  Hensyn  til  alle 
rette  Linier  i  Planen  bestemmes. 

For  at  finde  denne  Bestemmelse  skulle  vi  for  det  ferste  be- 
nytte  os  af,  at  selve  Formlerne  (9),  som  man  let  ser,  ogsaa  ere 
anvendelige,  naar  Koordinaterne  ere  skjaevvinklede  (men 
den  Maade,  hvorpaa  vi  have  udtrykt  dem  i  Ord  er  det  ikke),  og 
dernaest  skulle  vi  anvende  felgende  Hjaelpesaetning  omCentral- 
ellipsen: 

Naar  Koordinataxerne  i  et  retvinklet  eller  skjaev- 
vinklet  plant  Koordinatsystem  ere  konjugerede  Dia- 
metre  i  en  i  Planen  indeholdt  Figurs  Centralellipse  til 
Begyridelsespunktet,  er 

[xydf=0, 
og  denne  Ligning  vil,    naar   Tyngdepunktet    ligger    paa 
en    af    Koordinataxerne,     vedblive    at    finde    Sted,     naar 
man  tager  et  vilkaarligt  Punkt  af  denne  til  Begyndelses- 
punkt. 

For  at  bevise  den  forste  Del  af  denne  Saetning  kunne  vi  sege 
Inertimoment  J  med  Hensyn    til   en  vilkaarlig  ret  Linie    gjennem 


1)  Gentralellipsen  er  selv  et  Hovedsnit  i'  Centralellipsoiden. 
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Begyndelsespunktet.     Danner  en  paa  denne  vinkelret  Linie  Vinklerne 
a  og  ft  med  Koordinataxerne,  bliver 

J=  f(cos  a  .  x  +  cos  fl .  y)2  df 

=  cos2  a  \x2df  +  cos2  pfy2df 

+  2  cos  a  cos  fijxydf. 

Afsaettes  -=■  fra  Begyndelsespunktet  ud  ad  Linien,   blive  Koordina- 

terne  til  Endepunktet 

1    cos  ft       1    cos  a 

Vj  8inco'  ^  Yj  sinco' 

hvor  (o  er  Vinklen    mellem    Koordinataxerne.      Gentralellipsen    til 
Punktet  faar  altsaa  Ligningen 

1  =  sin2  co  (x2fy2df-\-  y2  fx2df  —  Vxyjxydf), 

hvor    Integralerne    ere   Konstanter.      Skulle    Koordinataxerne    vaere 
konjugerede  Diametre,    maa  man   have   Ixy  df=  0. 

Saetningens  anden  Del  felger  af ,  at  J  x  df  =  0,  naar  y-Axen 
gaar  gjennem  det  givne  Areals  Tyngdepunkt.  Man  faar  altsaa  i 
dette  Tilfaelde 

Jx(y  +  b)df  =  fxydf. 

Konstruktionen  af  Trykcentret  lader  sig  nu  let  udfore.  I  Cen- 
tralellipsen  til  Tyngdepunktet  konstruerer  man  den  konjugerede 
Diameter  til  den  med  den  givne  Vandgangslinie  parallele  Diameter. 
Denne  vil  ogsaa,  naar  Skjseringspunktet  med  Vandgangslinien  tages 
til  Begyndelsespunkt  tilfredsstille  Betingelsen  jxy  df  ==  0,  6g  maa 
altsaa  gaa  igjennem  Trykcentret. 

Dettes  Beliggenhed  kan  dernsest  bestemmes  ved  i  den  anden 
Ligning  (9)  at  antage,  at  Koordinaterne  ere  retvinklede.  Kaldes 
det  givne  Areal  F,  Tyngdepunktets  Afstand  fra  Vandgangslinien  d 
og  .Ps  Inertimoment  med  Hensyn  til  en  vandret  Axe  gjennem 
Tyngdepunktet  Fk2 ,  faar  man,  at  Trykcentrets  Afstand  fra  Vand- 
gangslinien 

F(k2+d2)         k2    .    ^ 
'" Fd~  =  ll+d' 
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Man  kan  give  Konstruktionen  af  Trykcentret  en  endnu  simplere 
geometrisk  Form  ved  en  lille  iEndring  af  Tyngdepunktets  Central- 
ellipse,    nemlig  naar   man  i  Stedet  for  paa   enhver  Radius  vector 

at  afssette  -=,  hvor  J  er  det  til  Linien  herende  Inertimoment,  af- 


V  F.J' 


saetter  r  =  1/^ — j,    hvor    A    og   B    ere    Inertimomenterne    med 


Hensyn  til  de  principaie  Axer,  f  den  givne  Flades  Areal.     Da  A, 
B  og  F  ere  uafhaengige  af,    hvilken  Axe  gjennem   Tyngdepunktet 


'AB 

man  betragter,  bliver  den  ved  r  =  \/ ~pj  bestemte,  aendrede 


V  FJ 


Gentralellipse  ligedannet  med  den  saedvanlige. 

Saette  vi  A  =  F .b2 ,  B  =  Fa* ,  ses  det  ved  at  saette  J '=  A 
eller  B,   at  Ellipsens  Halvaxer  ere  a  og  b.     Saette  vi  nu  som  far 

det   vilkaarlige  Inertimoment  J  —  Fk2,  faas  r  =  -r ,     hvorefter 

Saetningen  om   den   uforandrede  Sterrelse  af  den  mellem  to  konju- 

gerede  Halvdiametre  indeholdte  Trekant  viser,   at  naar  en  saadans 

Grundlinie  er  r,  bliver  dens  Hojde  Jc,  eller  at  Jc  er  Gentrets  Af- 

stand  fra  den  med  Axen  for  Inertimomentet  J  parallele 

Tangent  til  den  aendrede  Centralellipse. 

Ligger   nu  Vandgangslinien   i  Afstanden    d  fra  Tyngdepunktet, 

k2 
bliver   dens  Pols  Afstand  —=-.      Dette   var    tillige    Trykcentrets   Af- 

stand.  ldet  Trykcentrum  og  Pol  tillige  ligge  paa  samme  Diameter 
i  Gentralellipsen ,  ses  det,  at  Trykcentret  i  For  hold  til 
Tyngdepunktet  er  det  symmetriske  Punkt  til  Vandgangs- 
liniens  Pol  med  Hensyn  til  Tyngdepunktets  aendrede 
Gentralellipse. 

Kjender  man  altsaa  blot  den  aendrede  Centralellipse  til  et 
plant  Areal,  kan  man  derved  bestemme  Trykcentret  til  enhver 
Vandgangslinie ,  som  blot  ligger  uden  for  Arealet.  Denne  sidste 
Betingelse  bliver  nedvendig  derved,  at  naar  Vandgangslinien  skjaerer 
Arealet,  Trykkene  paa  dens  ene  Side  helt  forsvinde  i  Stedet  for  at 
skifte  Fortegn,    som    de    skulde,    hvis  Formler   og  Konstruktioner 
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skulde  vedblive  at  vaere  anvendelige.  Dette  sidste  vil  derimod  finde 
Sted  paa  et  Omraade  af  den  tekniske  Mekanik,  hvor  ganske  de 
samme  Bestemmelser  finde  Anvendelse,  nemlig  ved  Undersegelsen 
af  en  ensartet  Bjaelkes  Modstand  mod  Traek,  Tryk  og  Bej- 
ning,  saalsenge  Elasticitetsgrsensen  ikke  overskrides. 
Tversnittet  trader  i  Stedet  for  det  nedsaenkede  Areal,  den  neutrale 
Linie ,  ^ :  den ,  langs  hvilken  Fibrene  hverken  ere  strakte  eller 
sammentrykte,  i  Stedet  for  Vandgangslinien,  og  Vaedskens  Tryk  og 
Trykcentret  erstattes  af  den  Kraft  og  dens  Angrebspunkt  (eller  det 
Kraftpar),  som  for  den  givne  lille  iEndring  kan  traede  i  Stedet 
for  den  Modstand  mod  denne,  som  finder  Sted  langs  det  hele 
Tversnit. 

9.  Tryk  paa  krumme  Flader.  Det  samlede  Tryk  af  et 
flydende  Legeme  paa  en  uforanderlig  krum  Flade  findes  ved  Sam- 
mensaetning  af  Trykkene  paa  dens  uendelig  smaa  Fladeelementer, 
der  kunne  betragtes  som  plane.  Sammensaetningen  foretages  ved 
at  oplese  disse  Tryk  efter  3  indbyrdes  vinkelrette  Retninger.  Lad 
df  vaere  et  Fladeelement,  og  p  Trykket  paa  Enhed  af  Overflade  det 
Sted,  hvor  det  befinder  sig.  Komposanten  af  Trykket 
pdf  efter  en  Linie,  som  danner  Vinklen  a  med  Fladens 
Normal,  er  dzpdf.cosa.  Det  faar  samme  Vaerdi,  som 
naar  Fladeelementet  df  ombyttes  med  sin  Projektion 
df  .-cos  a  paa  en  Plan  vinkelret  paa  den  nye  Retning,  medens 
p  bliver  uforandret. 

Er  det  flydende  Legeme  alene  underkastet  Tyngden,  er  det 
naturligt  at  lade  den  ene  af  de  tre  Retninger,  hvorefter.  man  op- 
Ieser,  vaere  lodret,  og  altsaa  de  to  vandrette.  For  de  sidstes  Ved- 
kommende  felger  umiddelbart  af  den  beviste  Saetning,  at  Kompo- 
santerne  af  Trykkene  paa  en  krum  Flade  eft^r  en  vandret 
Retning  kunne  sammensaettes  til  en  Kraft,  der  i  Sterrelse 
og  Beliggenhed  er  den  samme  som  Trykket  paa  Fladens 
Projektion  paa  en  Plan  vinkelret  paa  Retningen.  Hvert 
Element  befinder  sig  nemlig  i  samme  Dybde  som  sin  Projektion, 
saa  det  tilherende  p  bliver  det  samme. 

Idet    baade  Fladens  Normal  og  Normalen    paa    den    lodrette 
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Projektionsplan  ere  at  regne  positive  i  bestemte  Retninger,  nemlig 
fra  den  flydende  Masse  ind  imod  Fladen  eller  Projektionsplanen, 
faar   cos  a    og    derved   Projektionen  et  bestemt  Fortegn   for  hvert 

•  

Fladeelement.  Er  Fladen  helt  lukket,  bliver  dens  Projektion  Nul. 
De  vandrette  Tryk  paa  en  lukket  Flade,  og  altsaa  paa  et  Legeme, 
der  er  nedsaenket  i  den  flydende  Masse,  holde  derfor  hverandre  i 
Ligevsegt. 

Da  et  Fladeelements  Projektion  paa  en  vandret  Plan  er  Tver- 
snit    i    den    lodrette  Cylinder,    som    projicerer    Elementet,    og    da 

r 

P  —  fflQdz,    naar    den  Plan,   hvor  Trykket    er  Nul1),    tages    til 

0 
x-y  Plan,   bliver  det  lodrette  Tryk,   som  et  nedsaenket  Fladeele- 

ment,   og  derved  det  som  en  hel  nedsaenket  Flade  er  under- 

kastet,    Vaegten    af    den    flydende  Masse,    som    hvis    dens 

Niveauflader  fortsattes  gjennem  det  nedsaenkede  Legeme, 

vilde  indeholdes  i   den  lodrette  Cylinder,   som  projicerer 

Fladen  paa  den  Plan,    hvor  Trykket  er  0,    og  tillige   be- 

graenses  af  denne  og  af  Fladen.     Dette  Tryk  virker  nedad  eller 

opad,    efter  som  det  flydende  Legeme    er    over    eller    under    den 

trykkede  Flade.      Da  det   er  sammensat  af  Trykkene  paa  de   en- 

kelte   Fladeelementer  er  det  ikke  blot  i   Sterrelse,    men   ogsaa  i 

Beliggenhed,    at  det  samlede   lodrette  Tryk   fremstilles   paa  den 

angivne  Maade. 

Subtraherer  man  nu  for  et  nedsaenket  Legemes  Vedkommende 
det  nedadgaaende  Tryk  fra  det  opadgaaende ,  kommer  man  til  det 
Archimediske  Princip:  Naar  et  Legeme  er  nedsaenket  i  en 
tung  flydende  Masse,  er  det  underkastet  et  opadgaaende 
Tryk,  Opdriften,  som  fremstilles  ved  den  uddrevne 
flydende  Masses  Vaegt  og  gaar  igjennem  dens  Tyngdepunkt. 

Det  ses,  at  dette  Princip  ogsaa  gjaelder  for  ikke  homogene 
flydende  Masser;  kun  maa  det  forudsaettes,  at  den  uddrevne  Masse 


*)  Vandspejlet,  hvis  man  har  en  Vsedske.  Er  den  flydende  Masse  luft- 
formig,  vilde  denne  Plan  vsere  uendelig  fjaern;  men  iovrigt  gjaelder 
det  sagte. 
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er  den,  der  ved  Fortsaettelsen  af  Niveaufladerne  vilde  fylde  det  ned- 
saenkede  Legemes  Plads.  Skal  dette  Legeme  vaere  i  Ligevaegt,  maa 
dets  Vaegt  og  Opdriften  vaere  lige  store  og  falde  paa  samme  rette  Linie. 

III.    Svammende  Legemer. 

10.  Legemer,  der  svemme  paa  en  homogen  og  tung 
Vaedske.  Det  fremgaar  af  det  foregaaende,  at  de  nedvendige  og 
tilstraekkelige  Betingelser  for  Ligevaegten  af  et  tungt  Legeme,  der 
delvis  er  nedsaenket  i  —  svemmer  paa  —  en  homogen  og 
tung  Vaedske,  ere: 

1)  Rumfanget  af  den  Del  af  Legemet,  som  ligger 
under  Vaedskens  everste  Overflade,  Vandspejlet,  maa  for- 
holde  sig  til  hele  Legemets  Rumfang,  som  Legemets 
Middeltaethed  til  hele  Vaedskens  Taethed.  Dette  Forhold'.  som 
maa  vaere  en  aegte  Brek,  ville  vi  kalde  r. 

2)  Den  Linie,  som  forbinder  Legemets  Tyngde- 
punkt  med  den  uddrevne  Vaedskes  Tyngdepunkt  maa 
vaere  lodret. 

Er  nu  Legemet  givet,  kan  man  for  at  finde  dets  forskjellige 
mulige  Ligevaegtsstillinger  begynde  med  at  bestemme  den  Samling 
af  Planer,  som  afskjaere  et  Volumen  v  =  r  V,  hvor  V  er 
det  hele  Legemes  Volumen,  altsaa  som  afskjaere  et  Volumen  af 
konstant  Sterrelse.  Da  disse  Planer,  Vandgangsplanerne,  kun 
ere  underkastede  en  enkelt  Betingelse,  existerer  der  i  Alminde- 
lighed  en  dobbelt  Uendelighed  af  dem;  de  ville  altsaa  ikke  til 
Indhyllingsflade  have  en  udholdelig  Flade,  men  en  almindelig 
Flade,  Vandgangsfladen,  som  de  kun  berere  i  et  enkelt 
Punkt.  Hver  Plan  faar  uendelig  mange  konsekutive  Planer,  og 
Bereringspunktet  er  et  Punkt,  hvorigjennem  Skjaeringslinierne  med 
alle  disse  gaa. 

Det  er  ikke  vanskeligt  at  se,  at  en  Van dgangs plans  Be- 
reringspunkt  med  Vandgangsfladen  er  Tyngdepunktet 
i  Vandgangsplanens  Snit  i  Legemet.  Det  Rumfang,  som  be- 
gnenses  mellem  to  Vandgangsplaner,  skal  nemlig  vaere  Nul,  naar 
man  regner  det  positivt  til  den  ene  og  negativt  til  den  anden  Side 
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for  Skjaeringslinien.  Danne  nu  Planerne  en  uendelig  lille  Vinkel 
«,  bliver  dette  Volumen  laxdf=ajxdf=0  idet  df  er  et  Ele- 
ment af  det  plane  Snit,  x  dets  Afstand  fra  Skjaeringslinien.  Denne 
gaar  altsaa  gjennem  Snittets  Tyngdepunkt.  Idet  det  samme  maa 
gjaelde  om  Skjaeringslinien  med  enhver  konsekutiv  Plan,  bliver 
Tyngdepunktet  det  segte  Bereringspunkt. 

For  at  man  nu  virkelig  skal  have  en  Ligevaegtstilling,  kraeves  der 
endvidere,  at  Perpendikulaeren  fra  Legemets  Tyngdepunkt  T  paa  en 
Vandgangsplan  skal  gaa  igjennem  Tyngdepunktet  S  i  det  afskaarne 
Segment  betragtet  som  fyldt  med  Vaedske,  altsaa  som  homogent.  For 
denne  Bestemmelses  Skyld  kan  man  betragte  det  geometriske 
Sted  (S)  for  Tyngdepunkterne  S  i  de  afskaarne  Segmenter. 
Stedet  bliver  en  Flade,  da  det  er  en  enkelt  Bestemmelse  af  et 
Punkt  at  vaere  Tyngdepunkt  i  et  Segment  afskaaret  ved  en  Plan, 
som  er  underkastet  en  enkelt  Betingelse.  Dens  Punkter  S  svare 
et  for  et  til  Punkterne  af  den  nys  fundne  Indhyllingsflade. 

Den  fuldstaendige  Bestemmelse  af  Ligevaegtstillingerne  vil  endog 
blive  fart  tilbage  til  en  Anvendelse  af  Fladen  (S),  da  man  kan 
bevise,  at  en  Tangentplan  til  (S)  er  parallel  med  den  til 
Tyngdepunktet  S  svarende  Vandgangsplan.  Det  gjaelder 
derfor  kun  om  fra  T  at  drage  en  Normal  TS  til  Fladen 
(S).  Enhver  saadan  Normal  giver  en  Ligevaegtstilling:  den  skal 
blot  stilles  lodret,  og  Legemet  samtidig  synke  saa  dybt,  at  r  =  r  V. 

Bevis  for  Hjaelpesaetningen.  Lad  BC  og  B'C  (Fig.  3) 
betegne  to  plane  Snit,  som  begge  afskjaere  Segmentet  v,  projicerede 
paa  en  Plan  vinkelret  paa  deres  Skjaeringslinie.  Idet  Segment 
BDC  =  Segment  B4DC\  bliver  ogsaa 

Kile  BAB  =  Kile  CAC. 
Af   Tyngdepunktslaeren    felger,    at    naar    man    anbringer    parallele 
Kraefter  af  Sterrelserne 

BDC,  -  &DC,  -  BAB,  CAC 

i  de  naevnte  Rumfangs 

Tyngdepunkter  8  &,  Q,         B, 

holde  disse  hinanden  i  Ligevaegt.      De  to  ferste  danne  et  Kraftpar 

Rakke  V.    Aargang.  6.  10 
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Fig.  3.  gjennem  SS1 ,    de   to  sidste 

et  Kraftpar  gjennem  QR. 
Kraftparrenes  Planer  maa 
da  vaere  parallele.  Da  dette 
skal  finde  Sted  for  alle  Ret- 
ninger  af  de  parallele  Kraefter, 
man  maa  have  SIS'  ^=  QR. 
Den  sidste  Linie  falder 
imellem  de  to  Snitplaner  BC 
og  B'C  Falder  den  sidste 
af  disse  Planer  sammen  med 
den  fgrste,  maa  SS  altsaa 
blive  parallel  med  Planen 
BC.  Samtidig  falder  &  sammen  med  S,  og  SS'  bliver  en  Tangent 
til  Fladen  (S).  Da  saaledes  alle  Tangenter  til  denne  i  et 
Punkt  S  ere  parallele  med  den  tilsvarende  Plan  BC,  maa  Tangent- 
pi  anen  ogsaa  vaere  det. 

I  Almindelighed  existerer  der  kun  et  begraenset  Antal  Normaler 
fra  et  Punkt  til  en  Flade,  og  et  Legeme  faar  derfor  ogsaa  kun  et 
begraenset  Antal  Ligevaegtstillinger.  Den  vigtigste  Und- 
tagelse  er  den.  hvor  Legemet  begraenses  af  en  Omdrejnings flade, 
hvis  Axe  gaar  gjennem  Tyngdepunktet  T.  Fladen  (S)  bliver  nen> 
lig  da  ogsaa  en  Omdrejningsflade  om  samme  Axe,  og  Normaler 
til  denne  fra  T  danne  Omdrejningskegler. 

For  ret  staaende  prismatiske  Legemer,  som  vi  idet 
mindste  skulle  antage  homogene  langs  enhver  ret  Linie  i  Prismets 
Retiring,  kan  man  saerlig  s0ge  de  Ligevaegtstillinger ,  hvor  denne 
Retning  er  vandret.  Ved  denne  Opgave  kan  man  nojes  med  at 
betragte  den  i  Prismets  Tversnit  vinkelret  paa  dets  Retning  be- 
liggende  plane  Figur.     T  ombyttes   da   med  Tversnittets  Tyngde- 

punkt,  v  ombyttes  med  et  plant  Areal  af  given  Starrelse  -7-  idet  h 

er  Legemets  Hejde,  S  med  dette  Areals  Tyngdepunkt.  Snittets 
Tyngdepunkt  A  bliver  simpelt  hen  Midtpunktet  af  den  Korde,  der 
afskjaerer  Segmentet. 
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Til  hver  Ligevaegtstilling  af  et  Legeme,  der  er  delvis  nedsaenket 

v 
i  en  Vsedske,    for  hvilken  haves  r=.=*r,    svarer   en   Ligevaegt* 

stilling    af   det    samme  Legeme   nedsaenket  i    en  Vaedske, 

v' 

for  hvilken  -rp  =  1  —  r.   Denne  Ligning  giver  nemligt?'=  V —  v, 

eller,  at  v*  skal  vaere  det  Segment  som  i  den  ferst  givne  Ligevaegt- 
stilling  er  over  Vffidsken.  I  den  nye  Vaedske  skal  man  blot  vende 
Legemet  om,  medens  Vandgangslinien  er  den  samme. 
Foruden  v*  =  (1  —  r)  V  vil  man  nemlig  da  have,  at  Linien  fra 
T  til  v"s  Tyngdepunkt  &  er  lodret,  eftersom  Tyngdepunktet  T 
til   V  =  v  -J-  v1  maa  ligge  paa  Linien  SSf. 

Man  kan  altsaa  overalt  i  det  foregaaende  ombytte  det  ned- 
saenkede  Volumen  v  med  det  over  Vaedsken  v\  naar  man  blot 
ombytter  r  med  1  —  r.  Resultater  fundne  for  et  vilkaarligt  rt 
faa  derved  en  dobbelt  Anvendelse. 

Anvendelser.  1)  Legemet  er  ret  prismatisk.  Den  ned- 
saenkede  Flade  er,  foruden  Endefladerne,  en  parabolsk  Cylinder. 
Der  soges  kun  saadanne  Ligevaegtstillinger ,  hvor  dennes  Frem- 
bringere  ere  vandrette. 


Det  parabolske  Segment  BDC  med  Korden  BC,  er  =  —  ]fpx'  3 , 

hvor  x'  =  DAer  det  Stykke  af  Diarneteren  til  Korden  BC,  som  afskjaeres 
af  denne,  og  p  er  Parameteren  til  Parablen  BDC.    x*  bliver  altsaa  kon- 

stant.   Tyngdepunktet  S  i  Segmentet  ligger  paa  DA  og  er  besemt  ved 

3 

DS  =  —  DA  =  konstant.     Kurven  (S)  er  altsaa  en  ny  Stilling  af 
5 

Parablen   BDC  forskudt  parallelt  med  sig   selv.      Til    denne    nye 

Parabel  gjselder  det  altsaa  om  at  konstruere  en  Normal  fra  Legemets 

Tyngdepunkt  T.      Bestemmelsen   afhaenger   af  en   Ligning  af  3die 

Grad.      Om  denne  har  en  eller  3  reelle  Redder,    beror  paa  7*s 

Beliggenhed    i  Forhold   til  Parablens   Evolut.      For  de  paa   denne 

Maade    fundne  Lesningers   Vedkommende  vil    det    endnu    vaere    at 

preve,    om   den    tilsvarende  Linie  BC  virkelig  vil   skjaere  Parablen. 

indenfor  Begrsensningen   af  Legemets  Tversnit.     —    Ligger   T  paa 

10* 
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Parablens  Axe,   bliver  den  ene  Normal  selvfelgelig  denne  Axe;  de 

P 
to  andre  findes  ved  fra  T  at  afsaette  Subnormalen  £. 

2 

2)  Den  nedssenkede  Flade  er  en  Omdrejningsparaboloide  (Op- 
gave  lest  af  Archimedes).  Man  finder  her  ved  Betragtning 
af  Segmenter  med  givet  Volumen  og  Bestemmelse  af  Tyngdepunktet 
i  et  saadant.  at  Fladen  (S)  er  en  Omdrejningsparaboloide  kongruent 
med  den  givne  og  parallelforskudt.  Normalerne  til  denne  fra  T 
maa  ligge  i  samme  Meridianplan  som  T.  Hvis  T  ligger  paa 
Omdrejningsaxen  bliver  der  foruden  Paraboloidens  Axe,  uendelig 
mange  andre  Normaler,  der  frembringe  en  Omdrejningskegle. 

3)  Legemet  er  ret  og  prismatisk,  og  foruden  af  Endefladerne 
er  den  nedsaenkede  Del  begrsenset  af  to  Planer. 

Skal  A  BDC  med  de  faste  Sider  DB  og  DC  (se  Fig.  4) 
have  et  konstant  Areal,  bliver  Stedet  for  Midtpunktet  A  af  BC  og 
dermed  ogsaa  for  Tyngdepunktet  S  af  /\  BDC  en  Hyperbel  med 
Linierne  DB  og  DC  til  Asymptoter.    Paa  denne  skal  der  nedfaeldes 

Normaler      fra     Tyngde- 


Fig. 

4. 

punktet    T.      Disses  Be- 

E 

H 

F       stemmelse    afhaenger    af 

/           en  Ligning  af  Qerde  Grad. 

"\ — - 

/              Alt  efter  jTs  Beliggenhed 

"2r 

T      "- 

— fa                mod    Hyperblens    Evolut 

\     5l 

/                     er    der    4    eller   2  Nor- 

f                         maler,    hvis   Brugbarhed 

nsermere  maa  under  sages. 

Hvis  T  ligger  paa  Halv- 

i 

> 

eringslinien  af  /_  BDC, 

i 

falde  2  af  de  segte  Nor- 

maler  sammen  med  denne,  og  de  evrige  afhsenge  af  en  Ligning 
af  anden  Grad.  Dette  vil  f.  Ex.  vaere  Tilfaeldet,  naar  Legemet  er 
et  homogent  tresidet  Prisme,  hvis  Tversnit  er  en  lige- 
benet  Trekant  DEF  med  Toppunkt  D  paa  den  ned- 
ssenkede Kant. 

Vi  kunne  saerskilt  behandle  denne  Opgave,   idet  vi   saette  DE 


U9 

=  a  og  den  halve  Toppunktsvinkel  EDH  =  a.  Skal  jBC  vaere 
et  brugeligt  Vandgangssnit,  maa  TS  vaere  J_  BCf  idet  T  og  S 
ere  Tyngdepunkterne  i  Trekanterae  EDF  og  BDC.  Deraf  felger, 
naar  H  og  A  ere  Midtpunkterne  af  JEZ^1  og  BC>  at  fi4  J_  BC 
eller  Uff  =  Cff.     Saettes  nu  DB  —  a;  og  DC  =  y,  maa  man  have 

xy=  r  a2, 

#2  —  2  a  cos  a  .  #  cos  a  —  y2  —  2  a  cos  a.  y  cos  a, 

hvoraf  dels  #  ==  y,  som  lader  Linien  JMT  forblive  lodret,  dels 

#  +  y  =  2  a  cos2  a. 
Heraf  faas 


=  a  (cos2  a  +  Vcos4  a  —  r). 


For  at  derved  skal  bestemmes  en  Ligevaegtstilling ,  maa  disse 
Vaerdier  vaere  reelle  og  ingen  af  dem  sterre  end  a.  Betingelserne 
her  for  ere 

cos4  a^>r^>  cos.  2  a 

Skulle  de  sidst  fundne  Lesninger  give  omvendte  Ligevaegt- 
stil linger,  hvor  de  to  Kanter  E  og  F  ere  nedsaenkede,  maa  man  have 

cos4  a  J>  1  —  r  ^  cos  2  a. 

4.  Om  Stabiliteten  af  svammende  Legemers  Ligevaegt. 
Naar  vi  skulle  undersege,  i  hvilke  Tilfaelde  svommende  Legemers 
Ligevaegt  er  stabil,  maa  vi  folge  de  almindelige  Regler  for  Stabili- 
tetens  Bestemmelse.  En  Ligevaegtstilling  er  stabil,  naar  under 
enhver  lille  Bevaegelse,  som  skulde  bringe  Legemet  ud  af  den,  de 
givne  Kraefter  vilde  udfere  et  negativt  Arbejde. 

De  virkende  Kraefter  ere  Vaegtene  af  Legemets  Massedele  og 
Opdriften.  Denne  kan  taenkes  fordelt  paa  alle  de  Massedele,  som 
ligge  under  Vandspejlet,  med  en  Sterrelse  lig  Vaegten  af  en  lige 
saa  stor  Rumdel  Vaedske.  Denne  ville  vi  antage  homogen  af 
Taetheden  q.  Da  Forandringer  af  denne  Vaegt  til  Nul  ske  langs 
en  Niveauflade,  Vandspejlet,  existerer  der  en  Kraftfunktion,  og  iEn- 
dringen  i  levende  Kraft  eller  det  derved  udferte  Arbejde  bliver 
kun  afhaengig  af  iEndringen  i  Stillingen  og  uafhaengig  af  den  Vej, 
ad  hvilken  denne  er  opnaaet.      Vi    kunne   da  antage,    at    den   er 
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fbretagen  saaledes,  at  man  ferst  uden  at  forandre  Legemets  Vand- 
gangslinie  har  bragt  den  Linie  i  Legemet,  som  i  den  nye  Stilling 
skal  vaere  Skjaeringslinie  mellem  Vandspejlet  og  den  til  Ligevaegt- 
stillingen  horende  Vandgangsplan ,  hen  i  sin  nye  Stilling,  og  der- 
naest  har  foretaget  en  Drejning  om  denne  Linie.  Ved  den  ferst  e 
Bevaegelse  udferes  intet  Arbejde  af  de  givne  K rafter,  som  staa 
vinkelret  paa  Bevaegelsesretningen.  Vi  skulle  da  blot  undersege 
det  Arbejde,  som  udferes  ved  Drejning  ud  fra  Ligevaegtstillingen  om 
en  i  Vandspejlet  beliggende  Axe. 

Figuren   fremstiller  en   Projektion   paa  en  Plan  vinkelret  paa 
denne  Axe,    som  er  projiceret  i  0.      BOC  fremstiller  Vandgangs- 

Fi     5  snittet  i  Ligevaegtstillingen,  TLegemets 

Tyngdepunkt,  S  Tyngdepunktet  af 
Segmentet  BDC,  og  ROC  betegner 
den  gjeblikkelige  Skjaeringslinie  med 
Vandspejlet.  Vinklen  COC  saette 
vi  =  #.  Vandspejlet  antages  taget 
til  xy  Plan  og  2-Koordinaterne  posi- 
tive ned  ad.  Vi  skulle  nu  undersege 
det  Arbejde  som  udfares  ved  Drej- 
ningen  dft. 

Det  vil  derved  vsere  bekvemt  paa  den  ud  af  Vaedsken  leftede 
Kile  BOB*  at  taenke  anbragt  lige  store  og  modsatte  Krafter,  som 
for  hver  enkelt  Partikels  Vedkommende  er  lig  Vaegten  af  samme 
Rumfang  Vaedske.     Derved  blive  Kraefterne: 

1)  Legemets  Vaegt  gM  anbragt  i  dets  Tyngdepunkt   T; 

2)  den  samme  Vaegt,  men  virkende  opad,  i  den  i  Ligevaegt- 
stillingen uddrevne  Vaedskemasses  Tyngdepunkt  S; 

3)  Vaegten  af  Kilen  COC  fyldt  med  Vaedske,  virkende  opad,  og 
af  Kilen  BOB1  fyldt  med  Vaedske  og  virkende  nedad. 

Det  af  de  to  ferste  udforte  Arbejde  bliver,  idet  #  varierer  fra 
0  til  en  Graensevaerdi  #  til 

gM.TS(l  -costf), 

hvor  TS  =  a   regnes  positiv,  naar  som  her  T  i  Ligevaegtstillingen 
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ligger  over  S.     For  smaa  ft  kan  det  med  Bortkastelse  af  Led  over 
anden  Orden  seettes 

g.M.a.  —=  g.Qav—, 

hvor  v  er  Volumen  af  Segmentet  BDC. 

Under  denne  samme  Forudssetning  vil,  naar  man  ved  df  be- 
tegner  et  Element  af  det  oprindelige  Vandgangssnit  BOC,  og  ved 
r  dets  Afstand  fra  Axen  0  regnet  positiv  i  Retningen  OC,  den 
under  Nr.  3  herende  Kraft,  som  paavirker  den  paa  Elementet  df 
staaende  Cylinder  i  en  af  Kilerne  COO  BOB1 ,  naar  den  regnes 
positiv  nedad,  udfere  Arbejdet 

—  g  .  grftdf  .r  .dft. 

Elementerne  df  skulle  tages  over  hele  Snittet  BOC,  idet  den 
Omstsendighed,  at  dette  ikke  falder  najagtig  sammen  med  Projek- 
tionen  af  B'OC  paa  dens  Plan,  kun  giver  Anledning  til  Fejl  af 
hajere  end  anden  Orden. 

Ombyttes  Integralet   fr2  df  med  Snittets  Inertimoment  J,    og 

integreres  fra  0  til  ft,  faas 

r#2 

Det  hele  udferte  Arbejde  bliver  altsaa 

ft2 

9QY  (aV  ""^ 

Dette  er  altid  negativt,  naar  a  er  negativ,  s>;  naar  i  Lege- 
mets  Ligevaegtstilling  dets  Tyngdepunkt  falder  under 
den  uddrevne  Vsedskemasses.  .  I  saa  Fald  er  Ligevsegtstil- 
lingen  altsaa  altid  stabil.  Naar  Legemets  Tyngdepunkt 
falder  over  den  uddrevne  Vaedskemasses,  bliver  Be- 
tingelsen  for  Stabilitet,  at  Momentet  af  den  uddrevne 
Vaedskemasses  Volumen,  anbragt  i  dets  Tyngdepunkt, 
med  Hensyn  til  en  vandret  Plan  gjennem  Legemets 
Tyngdepunkt  er  mindre  end  Vandgangssnittets  mindste 
Inertimoment,  eller  end  dets  Inertimoment  med  Hensyn  til 
den  store  Axe  i  dets  Tyngdepunkts  .Gentralellipse. 
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Da  foranstaaende  „Forelaesning  over  Hydrostatik"  alligevel 
skulde  trykkes  eller  autograferes  af  Hensyn  til  Undervisningen  paa 
polyteknisk  Laereanstalt ,  tillader  jeg  mig  at  indrykke  den  i  Tids- 
skriftet  i  det  Haab  at  denne  samlede  Fremstilling  muligvis  kan 
have  nogen  lnteresse  for  flere  end  dem,  for  hvem  den  umiddelbart 
er  bestemt.  Jeg  maa  dog  derved  udtrykkelig  bemaerke,  at  dette 
Arbejde  er  mindre  originalt,  end  hvad  jeg  ellers  plejer  at  offent- 
liggjere.  Fremstillingen  er  vel  i  det  enkelte  overalt  min  egen,  og 
et  lille  Afsnit,  det  om  Trykcentrets  Bestemmelse ,  har  jeg  ogsaa 
givet  en  mere  selvstaendig  Bearbejdelse;  men  man  vil  hverken 
finde  saglig  nye  Beviser  eller  Bemaerkninger,  undtagen  maaske  en 
Fremdragen  S.  135  af  en  vel  meget  neerliggende  men  dog  for 
lidet  paaagtet  Omstaendighed.  I  Laeren  om  Stabiliteten  af  svemmende 
Legemers  Ligevaegt  har  jeg  benyttet  den  af  Jul.  Petersen  paa 
Naturforskermadet  1868  i  Kristiania  givne  Begrundelse  (Se  Med- 
delelser  om  Medet). 


OM  BIN^IRE  FORMERS  KOVARIANTER. 

(af  Julius  Petersen). 
(Se  Aargangene  1880  og  81). 


1.  Jeg  har  tidligere  vist,  at  enhver  Kovariant  bestemmes  af 
en  Halvinvariant,  og  at  der  er  samme  Relation  mellem  visse 
Kovarianter  som  mellem  de  bestemmende  Halvinvarianter,  der 
netop  ere  Kovarianternes  ferste  Koefficient.  Undersegelse  af  Af- 
haengigheden  mellem  Kovarianter  er  derved  fert  tilbage  til  Under- 
sogelse  af  Afhaengigheden  mellem  Halvinvarianter. 

Jeg  har  endvidere  vist,  at  man  kun  behever  de  Halvinvarianter, 
som  jeg  har  betegnet  ved  a0,  c2,  cs  ...  cw  for  ved  dem  at  ud- 
trykke  enhver  Halvinvariant  til  ax  helt  og  rationalt,  naar  Halv- 
invariant en  ferst  er  multipliceret  med  en  saadan  Potens  af  a0,  at 
dens  Grad  og  Vaegt  ere  lige  store.  Som  bekjendt  har  Gordan 
imidlertid   vist,    at   der   kan   findes  et.saadant  endeligt  Antal  Halv- 
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invarianter,  at  alle  andre  (uden  nogen  Multiplikation  med  en  Potens 
af  a0)   kunne   udtrykkes   helt   og  rationalt  ved  disse.      Dette  Bevis 

er   overordentlig   vanskeligt   og   uoverskueligt   og   giver  ikke   nogen 

it 
almindelig    Bestemmelse    af    de    for    ax    nodvendige   Grundformer. 

Sylvester  og  Gayley  have  segt  at  bestemme  disses  Antal,  samt  hver 

enkelts  Grad   og  Vaegt   (eller   Orden)    og    ere    ved    et  med  megen 

fremmed  Hjaelp  udfert  langvarigt  Arbejde  naaede  til  lidt  over  n  —  10. 

Den   Tanke,    der   ligger   til  Grund    for    dette  Arbejde,    er  omtrent 

felgende : 

En  Halvinvariant  u  skal  tilfredsstille  Ligningen 

~     „  du     .    ^        du  .  die 

A.  u  =  0  eller  aft  -: V-  2a1  - —  .  .  .  +  na>i—\  i —  "~-  0. 

1  °  da1  l  da2  n    l  dan 

Har  man  flere  saadanne  af  samme  Grad  og  Vaegt,  ville  ogsaa 
lineaere  Forbindelser  af  disse  vaere  Halvinvarianter.  Man  kan  nu 
sege  hvormange  saadanne  med  given  Grad  og  Vaegt,  der  ere  linesert 
uafhsengige  af  hinanden.  Man  kommer  derved  meget  let  til  en 
Differensligning,  der  kan  tjene  til  at  bestemme  det  sogte  Tal  ved 
en  rekurrent  Fremgangsmaade.  Sylvester  gaar  en  lidt  anden  Vej, 
idet  han  finder  en  Funktion,  som  ved  Udvikling  i  Rsekke  efter- 
haanden  giver  de  segte  Tal  som  Koefficienter  til  Raekkens  Led. 
Det  er  denne  Bestemmelse,  hvis  praktiske  Udforelse  kraever  et  saa 
betydeligt  Arbejde. 

Ere  nu  disse  Tal  bestemte  tilstraekkelig  hejt  op,  kan  ethvert 
af  dem  formindskes  ved  Benyttelse  af  de  lavere;  har  man  f.  Ex. 
fundet  Antallet  af  linesert  uafhsengige  Halvinvarianter  af  Graden  6 
og  Vsegten  9,  saa  kan  man  undersege,  hvor  mange  saadanne  der 
kunne  dannes  ved  Multiplikation  af  simplere,  der  tidligere  ere  ind- 
ferte  som  Grundformer;  er  Tallet  paa  denne  Maade  reduceret  saa 
meget  som  muligt,  vil  det  Antal,  der  bliver  tilbage,  vsere  Grund- 
former. Man  ser  let,  at  der  kan  opkastes  grundet  Tvivl  om, 
hvorvidt  denne  Methode  giver  det  mindst  mulige  Antal  Grundformer, 
hvad  Sylvester  i  evrigt  ikke  er  uvidende  om.  Antallet  voxer  meget 
sta?rkt;  saaledes  er  der  henholdsvis  for  »  =  4,  5,  9  et  Antal  af 
5,  23,  415;  man  maa  imidlertid  vel  erindre,  at  det  ikke  er  selve 
Grundformerne,   men  kun  deres  Antal,   Grad  og  Vaegt,   der  her  er 
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segt  bestemt.  Det  store  Arbejde,  som  her  er  udfort,  synes  mig 
ikke  at  have  givet  et  tiisvarende  Udbytte.  Saasnart  man  kommer 
til  et  Antal  af  Grundformer,  der  gaar  i  Hundreder,  og  af  bvilke 
de  fleste  ere  saerdeles  sammensatte ,  bliver  den  Nytte,  man  kan 
vente  af  dem,  forsvindende.  Kun  for  n  =  2,  3  og  4  ere  Syste- 
merne  af  Grundformer  haandterlige ,  saa  at  disse  have  en  saerlig 
Interesse;  det  felgende  gaar  ud  paa  at  give  et  simpelt  Bevis  for, 
at  disse  Systemer  ere  fuldstendige. 

2.  Dersom  vi  i  en  Halvinvariant,  indeholdende  Bog- 
staverne  a0,  dj  .  .  .  an,  saette  for  disse  Bogstaver  hen- 
holdsvis  0,  a0,  2ax,  3a2  .  .  .  nan_^  faa  vi  atter  en  Halv- 
invariant. 

Lad  A  vaere  de  Led,  der  ikke  indeholde  a0,  saa  at  vi  kunne 
skrive  Halvinvarianten 

u  =  A  4-  Ba0 ; 

og  lad  os  saette  Jlu==a0  -. \~  d'u;  vi  faa  da 

&&  * 

dA 
0  =  A1u  =  a0  —  +  A' A  +  a0  Ax  B; 

her  kan  J4 A  ikke  indeholde  a0,  og  man  maa  derfor  have 

Ai  a       n.      dA    .   rt       dA  .  dA 

Saette  vi  nu  a0  for  o1,  2ax  for  at  o.  s.  v.,  og  bliver  derved 
A  til  A',  have  vi 

dA'   .   a      dA         .    .        t.  dA' 

der  viser,  at  A'  er  en  til  Formen  ax  herende  Halvinvariant. 
Man  maa  imidlertid  ikke  tro,  at  Halvinvarianterne  A*  give  alle  de 
til  ax  herende  Halvinvarianter;  de  give  i  Virkeligheden  kun  en 
heri  indbefattet  mindre  Gruppe.  Kan  man  vise,  at  man  kan  danne 
hele  denne  Gruppe  ved  Addition  og  Multiplikation  af  et  endeligl 
Antal  af  dem,  da  er  derved  Beviset  fort  for,  at  det  samme  gjaelder 
om  Systemet  w,  thi  to  Halvinvarianter  w,  der  have  Leddet  A 
Taelles,  have  en  Differens,  der  er  dannet  ved  Multiplikation  af  a0 
og  en  anden  Halvinvariant  af  lavere  Grad    end  u.      Vi  mserke  os, 
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at  dersom  u  har  Graden  g  og  Vaegten  t?,  vil  A  have  Graden 
9*  =  9  °S  Vaegten  v4  =  v  —  g. 

Jeg  skal  ikke  opholde  mig  ved  n  =  2,  hvor  man  strax  ser, 
at  a0  og  c8  =  «oa2  — al  danne  de*  fuldstaendige  System,  men 
strax  gaa  over  til  n  =  3.  Det  gjeelder  her  om  at  vise,  at  det 
fuldstaendige  System  dannes  af 

a0,  c2,  c3  =  aja8  —  3a0a1a3  +  2aJ  og  Invarianten 

Disse  give  felgende  af  Systemet  A4 

Det  gjaelder  nu  om  at  vise,  at  enhver  Halvinvariant  af  Systemet  A4 
kan  udtrykkes  ved  disse  under  hel  Form.  Nu  ere  de  alle  af  Formen 
a?c*  o&  da  som  bekjendt  3g^%v,  altsaa  her  %g4J>2(v4-\-g4), 
hvoraf  g4  ^>  2t?',  maa  man  have 

a  ^  ift. 
Man  ser  heraf,  at  der  kun  er  et  Tilfaelde,  i  hvilket  en  Halvinvariant 
A*  ikke  kan  udtrykkes  ved   de   tre   ovenfor  fundne,    nemlig    naar 
a  =  2/8  +  1>   m^n  man  kan  vise,    at  dette  Tilfaelde  ikke  kan  ind- 
traeffe;  den  tilsvarende  Halvinvariant  u  maatte  nemlig  have  Formen 

u  =  a1J^  +  a0Q, 
hvoraf  0  =  Ax  u  =  a0  J?  +  a0A1  Q 

eller  ^i(?=  -  J*, 

en  Ligning,  der  som  tidligere  vist,    ikke  kan  finde  Sted  (Se  Aarg. 

1881,  S.  37). 

Det  er  saaledes  vist,  at  det  opstillede  System  af  3  Halv- 
invarianter  og  en  Invariant  er  det  fuldstaendige  System  for  Formen  a£. 

For  n  =  4  tage  vi  som  Grundformer 

«o»  c2>  cn>  i  =  a0ai  —  *a\  as  +  3«*; 

j=((*o<*2  —  «D«4  +%a1a<2a>z  —  «J  -  <*oal'> 
der  ferer  til  felgende  A4 

Det  kommer  derfor  an  paa  at  vise,  at  alle  A'  kunne  udtrykkes 
under  hel  Form  ved  disse.  For  en  vilkaarlig  A4  faa  vi  gx  *>i\\ 
om   en  saadan  er  det  bekjendt,    at  den   kan   udtrykkes   under  hel 
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Form  ved  a0,  c2  og  c8;  den  kan  derfor  ogsaa  udtrykkes  ved 
ao»  ao»  c2  °8  cs>   undtagen  i  det  Tilfaelde,    hvor  den  har  Formen 

«o  (ft  ft  +  ft  ft  ■  •  •), 
et  Tilfaelde,    der   imidlertid   ikke  kan  indtraeffe;    det   maatte  nemlig 

* 

hidrere  fra  et  u  af  Formen 

atH+  a0Q, 

hvor  H  er  en  til  ax  herende  Halvinvariant ;  for  denne  finder  man 
imidlertid  g  =  2  v,  der  netop  ef  Invariantbetingelsen ;  vi  have  da 
det  samme  umulige  Tilfaelde  som  ovenfor,  og  det  er  bevist,  at 
Halvinvarianterne 

og  Invarianterne 

*  og  j 
danne  det  fuldstaendige  Formsystem  for  a*x. 


L0SNING  AF  OPGAVEENE  230  OG  566. 


230.  ABCD  er  en  Firkant,  B  og  D  ere  Punkter  i 
en  Ellipse,  hvis  Braendpunkter  ere  A  og  C;  dersom  D  er 
fast,  medens  B  bevaeger  sig,  saa  sparges  om  det  geome- 
triske  Sted  for  Tyngdepunktet  af  Firkantens  Perimeter. 

Anbringes  i  Midtpunkterne  M,  N,  Q  og  R  af  Siderne  AB, 
BC,  CD  og  DA  parallele  Kraefter  af  Sterrelse  som  de  tilsvarende 
Sider,  vil  Angrebspunktet  for  disse  Kraefter  vaere  Tyngdepunktet  for 
Trekantens  Perimeter.  Kraefterne  i  M  og  N  sammensaettes  til  en 
Kraft  AB  +  BC  med  Angrebspunkt  0  og  Kraefterne  i  Q  og  B 
sammensaettes  til  en  Kraft  CD  +  DA  med  Angrebspunkt  P. 
Disse  2  Kraefter  sammensaettes  atter  til  en  Kraft  med  Angrebs- 
punkt X,  og  det  er  da  det  geometriske  Sted  for  Punktet  X,  som 
skal  bestemmes. 

Da  Punktet  P  ligger  fast  og  AB  +  BC  =  CD  +  DA,  maa 
A'  v«ere  Midt punktet  af  PO  og  altsaa  beskrive  en  Kurve  ligedannet 
med  den,  0  beskriver. 
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Ifelge  parallele  Kraefters  Sammenssetning,  bestemmes  mi  0  ved 

AB.MO  =  BC  .  NO, 

og  idet  S  er  Midtpunktet  af  AC  og 

AM  +  MS  —  a,  AS  =  i,  faar  man 

MO  (a  -  JKB)  =  (b  -  3/0)  Jfflf, 

altsaa  MS  :  MO  =  a  :  b.  (1) 

Jf  gjennemteber   en  Ellipse,    og   idet  MO   skjaerer  den  Lede- 

linie  til  denne,   som  svarer  til  Braendpunktet  S,  i  7\  er  MS  :  MT 

konstant,    og  altsaa  faar  man  af  (1),  at  MO  :  MT  og  altsaa  tillige 

OT.MT 

er  konstant     Den  Kurve,  0  beskriver,  kan  da  frembringes  ved,  at 

man   gjennem  Ledelinien   laegger   en  Plan   og   paa   denne   parallel  - 

projicerer  Ellipsen,  saa  det  geometriske  Sted  for  0  bliver  en  Ellipse 

med  en  Axe  paa  AC,  og  Symmetrien  om  S  viser,    at  dette  Punkt 

er  Ellipsens  Centrum. 

Det  geometriske  Sted  for  X  er  da   en  Ellipse  med  sine  Axer 

parallele  med  den  givne  Ellipses. 

(A.  S.  Bang). 

566.     At    bestemme   //   Vaegtlodder    saaledes,    at    man 

ved  dem  paa  en  almindelig  ligearmet  Yaegtstang  kan  veje 

alle  Vaegte  1,  2,  3  .  .  .  p,  hvor  p  er  saa  stor  som  muligt. 

(P.  Vedel.) 

Summen  af  de  n  Vaegtlodder  er  p  (Enheder). 
Vaegtloddet  a  er  af  Vaegten  1. 


P- 

i>  —  2. 


Enheder  kan  altsaa  afvejes. 

(Ved  at  tage  a  bort  fra  Vaegtskaalen). 

(Ved  at   flytte  a  over  paa  sarame  Side  af  Vaegtskaalen, 
hvor  det,  der  skal  vejes,  ligger). 
Vaegtloddet  b  er  af  Vaegten  3. 

Enheder  kan  altsaa  afvejes,  nem- 
lig  alle  de  Enheder,  der  kan  af- 
vejes uden  Hensyn  til  6's  Vaegt, 
og  dernaest  alle  disse.Vaegtmaeng- 
der  —  b's  Vaegt  og  de  samme 
Vaegtmaengder  —  2  .  A's  Vaegt. 


P-         P—Z-  p—2.3. 

p-1.   (p-l)_3.   d>-l)_2.3. 
i?~2.  (p— 2)-3i   (^-2)-2.3. 
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Naar  der  paa  Vaegtskaalen  1)  kan  afvejes  alle  Enheder  mellem 
P  og  ^>  —  (3  m  —  1),  og  endvidere  2)  et  af  Lodderne,  (hvis  Vaegt 
er  uden  Betydning   for  Opfyldelsen    af   den    under    1    satte  Betin- 
gelse),  har  Vaegten  3m,  saa  kan  der  afvejes: 
p.  p  —  3m.  p  —  2  .  3m. 

p—  1.  />  —  (3m +1).  p  —  (2.3m+l). 

•  •  • 

•  •  • 

•  •  • 

^_(3m__l).  p  —  (2.3m  —  1).  ^  —  (32m-l). 

altsaa  alle  Vaegtene  mellem  p  og  p  —  (32m  —  1).  *) 

Have  derfor  Loddeme  paa  Vaegtskaalen  Vaegtene  1,  3,  32,  ..3W~~  , 
saa  kan  der  med  dem  afvejes  alle  Vaegtene  fra  p  (alle  Loddernes 
Sum)  til  p  -  (3n  -  1). 

Summen  p  af  alle  Lodderne  er  jo  imidlertid 

3*  -  1   =  3n-  1 
3-1  2      ' 

og  alle  Vaegte  mellem 

p  og  p  —  (3n-  1)=  -p 

kan  saaledes  afvejes  med  Lodderne 

Mellem  p  og  —  p  ligger  imidlertid  alle  hele  Tal  fra  0  og  opefter, 
og  Loddernes  samlede  Vaegt  er  selvfelgelig  den  sterste  Vaegt,  der 
kan  afvejes  paa  Vaegtskaalen. 

(Peter  Eberlin). 
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Adjunkt  F.  W.  Johnsen:  Geometriske  Tegneopgaver.  Hem- 
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Bogen  er  delt  i  2  selvstaendige  Dele,  af  hvilke  den  ferste: 
Plangeometriske  Opgaver   af  Forfatteren   naermest  er  bestemt  til  at 


')  Hvis  en  hel  Raekke  af  disse  Vaegte  ere  negative,  vil  det  selvfelgelig 

•  

kun  sige,  at  det,  der  skal  vejes,  skal  lsegges  paa  den  modsatte  Vaegt- 
skaal  af  den,  vi  oprindelig  gik  ud  fra  var  den,  hvorpaa  det  skulde 
laegges. 
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forberede  til  Projektionstegningen,    der  behandles  i   2den  Del,   hvis 
Titel  er:  Parallel-  og  Gentralprojektion  med  Skyggelaere. 

lste  Del  indeholder  173  Opgaver,  af  hvilke  de  77  ferste  ifelge 
Fortalen  skulle  give  Elever,  der  ikke  have  laert  Mathematik,  det 
nedvendige  Kjendskab  til  saadanne  plangeometriske  Konstruktioner, 
som  maa  forudsaettes  i  Projektionstegningen.  Mange  af  dem  ere 
ledsagede  af  Lesninger  —  dog  uden  Begrundelse  —  og  der  er 
imellem  dem  optaget  nogle  0velser  i  Praecisionstegning  og  Kon- 
struktion  af  Maalestokke.  Elever,  der  have  laert  Mathematik,  ville 
ved  Udferelsen  af  disse  Opgaver  kunne  erhverve  sig  Faerdighed  i 
Brugen  af  Tegneapparaterne  og  have  desuden  i  Opg.  78  —  173  et 
Udvalg  af  Konstruktionsopgaver,  af  hvilke  mange  i  Vanskelighed 
gaa  ud  over,  hvad  man  f.  Ex.  forlanger  til  aim.  Forberedelses- 
examen.      Af  disse  Opgaver   ere  78  —  106  ledsagede  af  Lesninger. 

I  2den  Del  behandles  ferst  i  dobbelt  retvinklet  Projektion 
omtrent  de  saedvanlige  Opgaver  med  Hensyn  til  Planer  og  rette 
Linier,  samt  Flerplanslegemers  Skjaering  og  Udfoldning,  deres 
Skjaering  med  Cylinder-,  Kegle-  og  Kugleflader  og  disse  Fladers 
indbyrdes  Skjaering  og  Udfoldning.  I  dette  Afsnit  findes  87  Op- 
gaver. Dernaest  forklares  Hovedtraekkene  i  Gentralprojektion,  og 
der  udvikles  udferlig,  hvorledes  man,  naar  en  ret  Linies  Stilling 
til  Tegneplanen  er  given  ved  Afstande  og  Vinkler,  kan  bestemme 
dens  Retningspunkt  og  Projektion  og  afsaette  Stykker  af  given 
Laxigde  ud  af  den.  De  givne  Methoder  anvendes  paa  19  Opgaver, 
af  hvilke  enkelte  ere  ledsagede  af  Lesninger.  Endelig  findes  der 
23  Opgaver  i  Konstruktion  af  Slagskygger,  baade  i  retvinklet  og 
perspektivisk  Projektion,  med  korte  Anvisninger,  der  dog  ere  illu- 
strerede  ved  fuldstaendige  Lesninger  af  nogle  af  Opgaverne. 

Begrundelserne  i  Bogens  2den  Del,  der  ere  gode  og  tydelige, 
stette  sig  til  de  i  de  stereometriske  Laerebeger  ssedvanlig  medtagne 
Saetninger.  For  de  Elever  uden  mathematiske  Kundskaber,  hvem 
lste  Del  skulde  forberede  til  Prpjektionstegningen ,  maa  der  natur- 
ligvis  mellem  lste  og  2den  Del  indskydes  en  mundtlig  Meddelelse 
af  Stereometriens  Definitioner  og  simplere  Saetninger,  men  det  er 
jo  ievrigt  en  Erfaring,   at   disse  Saetninger   ved   deres  iejnefaldende 
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Rigtighed  hurtig  binde  sig  til  Hukommelsen ,  saa  at  Mangelen  af 
et  forudgaaende  stereometrisk  Kursus  ikke  virker  saa  haemmende 
ved  Under  visningen  i  Projektionstegning,  som  man  skulde  vente. 
Baade  Ordningen  af  Stoffet  og  Valget  af  Opgaverne  forekommer 
Anm.  i  det  Hele  heldigt.  Det  er  saaledes  utvivlsomt  hensigts- 
maessigt,  at  Indferelsen  af  en  ny  lodret  Projektionsplan,  der  jo  er  et 
af  Projektionstegningens  vigtigste  Hjaelpemidler,  strax  omtales  — 
om  end  noget  kort  — ,  og  at  en  stor  Del  af  de  ferste  Opgaver 
gaa  ud  paa  at  tegne  Projektionerne  af  for  Eleverne  vel  bekjendte 
Legemer  i  simple  Stillinger  til  Projektionsplanerne.  Hvor  Planer 
behandles,  antages  de  hyppigst  givne  ved  Projektionerne  af  Plan- 
figurer  i  dem,  hvorved  opnaas,  at  Eleven  ikke  vaennes  til  at  be- 
tragte  det  som  en  Nedvendighed  at  fremstille  Planer  ved  deres 
Spor,  hvad  ofte  er  en  Omvej  og  i  Projektionstegningens  praktiske 
Anvendelse  kun  spiller  en  ringe  Rolle.  En  Del  af  Opgaverne  gaa 
ud  paa  at  tegne  Gjenstande,  hvis  Dimensioner  og  Beliggenhed  imod 
Projektionsplanerne  ere  givne  ved  Tal,  hvorved  Eleven  eves  i 
Tegning  efter  Opmaaling  og  sikres  mod  de  foregede  Vanskelig- 
heder,  som  et  u  heldigt  Valg  af  Projektionsplaner  ferer  med  sig. 

Man  savner  enkelte  Opgaver,  saasom  Hjernekonstruktionerne, 
der  dog  ikke  sjeldent  faa  Anvendelse,  og  ved  Behandlingen  at 
andre  Opgaver  har  Forf.  vaeret  temmelig  kortfattet.  Bestemmelsen 
af  Punkters  Afstande  fra  Linier  og  Planer  i  Parallelprojektion  og 
Figurernes  Nedlaegning  i  Gentralprojektion  bereres  kun  leselig. 
Ogsaa  ved  Bestemmelsen  af  Fladers  Skjaering  i  Parallelprojektion 
savnes  enkelte  Oplysninger.  Ved  Fig.  19  (Skjaering  mellem  Prisme 
og  Kugle)  er  saaledes  ikke  angivet,  hvorledes  Raringspunkterne 
mellem  Snittets  Projektioner  og  Kuglens  Konturer  findes,  og  ved 
Fig.  18  (Skjaering  mellem  Pyramide  og  Cylinder)  gjeres  der  ikke 
Rede  for,  hvorledes  man  skal  bestemme  de  Punkter  af  Snittet, 
som  ved  den  saedvanlige  Fremgangsmaade  ikke  kunne  findes  med 
Najagtighed  paa  Grund  af  Skjaering  under  altfor  spidse  Vinkler. 

Figurerne,  der  findes  inde  i  Texten,  ere  gode  og  tydelige. 

(G.  Grone). 
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OM  LIGNINGER  I  10ENDE  BOG  AF  EUCLIDS 

ELEMENTEK. 

(af  S.  A.  Christensen). 


Kap.  I.    Kort  Oversigt  over  Bogens  Indhold. 

1 .  Som  bekjendt  angaar  1  Oende  Bog  af  Elementerne  irrationale 
Sterrelser,  men  Euclid  omtaler  aldrig  i  denne  Bog  Storrelser  paa 
anden  Maade  end  som  geometriske,  altsaa  fremstillede  ved  Linier 
og  Arealer,  og  vi  ville  derfor  for  direkte  at  kunne  overfare  hans 
Saetninger  og  Beviser  paa  Tallaeren,  udtrykke  alle  Linier  ved  en 
Linieenhed,  m  —  den  rationale  Linie  1  — ,  saaledes  at  alle 
Arealer  udtrykkes  ved  Fladeenheden  m2.  Man  kan  da  henfere 
alle  hans  Sterrelser  til  disse,  de  tilkomne  Faktorer  blive  da  Tal 
—  rationale  eller  irrationale  — ,  som  vi  udtrykke  ved  smaa  graeske 
Bogstaver. 

De  fremkomne  Udtryk  have  da  for  os  samme  Vserdi,  enten 
der  fmdes  Faktoren  m  eller  m2,  medens  der  for  Euclid  theoretisk 
er  en  Forskjel.  Vi  ville  da  for  at  hplde  os  saa  naer.til  hans 
Fremstilling  som  mulig,  bibeholde  denne  Adskillelse,  idet  vi  tale 
om  2den  Grads  Starrelser  (fordi  m  findes  deri  i  2den  Potens), 
der  da  betyde  det  samme  som  Euclids  Arealer.  For  at  faa  Tal- 
laeren frem,  behove  vi  da  blot  at  udelade  Enhederne  m  og  m2 , 
men  idet  vi  fere  dem  med  i  Regningen,  opnaa  vi,  at  man  af  vore 
Formler  direkte  kan  lsese  Euclids  Udtryk  i  hans  Form. 

Naar  vi  derfor  overalt  beholde  Udtrykket  „Sterrelsetf  og  ikke 
erstatte  det  med  wTal",  er  det  af  denne  Grund.  Hvor  vi  derfor 
tale  om   „Taltt,  maa  man  derved  forstaa  hele  eller  brudne  Tal. 

2.  Bogen  giver  en  udtemmende  Behandling  af  de  irrationale 
Starrelser,  der  kunne  udtrykkes  ved  Kvadratrod  eller  ved  4de  Rod, 
idet  dog  de  enleddede  Kvadratredder  ikke  umiddelbart  for  Euclid 
stille  sig  som  irrationale.  Man  har  kaldt  de  af  ham  behandlede 
Sterrelser  for  Irrationaliteter  af  lste  Art. 

Denne  Bog  er  den,  om  hvilken  man  tor  sige,  at  er  der  nogen, 

Rrekke  V.    Aargang.  6.  11 
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der  skyldes  Euclid  selv,  er  det  denne1).  Indhoidet  var  nyt  og 
kun  lidet  udviklet  paa  hans  Tid.  Selve  Betegnelserne  ere  vanskelige, 
og  kun  det  var  kjendt,  som  stammer  fra  Behandlingen  af  2den 
Grads  Ligningen,  som  man  maa  have  haft  et  neje  Kjendskab  til. 
Naturligst  er  det  ogsaa  at  antage,  at  numeriske  Ligninger  vare 
kjendte,  ellers  vilde  man  vanskeligt  komme  til  en  Diskussion  af 
Redderne,  der  bliver  den  eneste  Vej,  hvorpaa  man  fertes  til  Udtryk 
af  Pormen  a  +  w.  der  tillige  i  1  Oende  Bog  stadig  vender  tilbage 
som  Redder  i  2den  Grads  Ligningen.  Havde  man  ikke  haft  de  nu- 
meriske Ligninger,  som  fere  til  at  angive  Betingelser  for  rationale 
Lesninger,  vilde  i  den  geometriske  Fremstilling  den  ene  Linie  give 
en  lige  saa  god  Lesning  som  den  anden,  naar  det  hele  indskraenkede 
sig  til  en  Fremstilling  ved  Linier,  og  der  vilde  da  ingen  Anledning 
vaere  til  de  Undersogelser,  som  findes  i   1  Oende  Bog. 

Prof.  Zeuthen  haevder  ogsaa  i  sin- wKeglesnitslaere  i  Oldtiden", 
at  Fremstillingen  af  2den  Grads  Ligningen  geometrisk  hos  Euclid 
i  Forbindelse  med  den  algebraiske  2den  Bog  gav  Regneregler  for 
den  numeriske  Losning.  Manglen  af  et  Tegnsprog  nodvendiggjorde 
den  geometriske  Fremstilling,  naar  det  gjaldt  almindelige,  theoretiske, 
Resultater 2),  og  saaledes  maa  ogsaa  den  geometriske  Fremstilling 
i  1  Oende  Bog  opfattes,  og  en  Overforing  i  moderne  Tegnsprog  kan 
da  ikke  staa  i  Modstrid  med  Bogens  oprindelige  Betydning. 

3.  I  de  fire  Definition  er,  der  indlede  Bogen s),  faa  vi  Ster- 
relserne  inddelte  i: 

I)  Storrelser  kommensurable  med  den  rationale  Enhed  —  af 
Form  en  ma. 

II)  Sterrelser  inkommensurable  med  den  rationale  Enhed, 
hvoraf  atter  fremtraeder  to  Arter,  nemlig: 

a)  Storrelser,  hvis  Kvadrater  ere  kommensurable  med  Enhedens 
Kvadrat   —   ml/a  —   og 


M  Se  Tannery  Revue  philosophique  XI  1881  i  Afhandlingen  L'education 
platonnienne  og  samme  Forfatters  Afh.  De  la  solution  geom.  des  pro- 
blemes  du  second  degre  avant  E.  i  Memoires  de  la  society  des  sciences 
phys.  et  naturr.  de  Bordeaux  2.  Ser.  Tom.  4.  1882. 

2)  Nesselrnann:  Die  Algebra  der  Griechen. 

3)  Efter  Dr.  Heibergs  Udgave  Opera  omnia  Euclidis.     Vol.  III. 
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b)  Sterrelser,  hvis  Kvadrater  ere  inkommensurable  med  En- 
hedens  Kvadrat. 

Den  ferste  Klasse  Sterrelser  kaldes  „  rationale,  kommensurable 
i  lste  Potens*,  den  anden  Klasses  Afdeling  a  „ rationale,  kun  i 
2den  Potens  kommensurable*   og  Afdeling  b   „  irrationale". 

Naturligvis  kunne  to  rationale  kun  i  2den  Potens  kommen- 
surable eller  to  irrationale  Sterrelser  vsere  indbyrdes  kommen- 
surable saavel  i   lste  som  i  2den  Potens. 

Denne  Forskjel  fra  Nutiden  i  Begrebet  „Rationalitetu  skyldes 
den  geometriske  Fremstilling,  idet  Kvadratet  paa  en  Sterrelse  frem- 
stillet  af  en  e.nkelt  Kvadratrod  er  rationalt,  hvorfor  det  da  ligger 
naer  at  kalde  Sterrelsen  selv  rational,  men  til  Adskillelse  fra  den 
almindelige  rationale  Sterrelse  tilfejes  „kun  i  2den  Potens  kom- 
mensurabel". 

4.  Ferste  Afsnit  af  Bogen  laerer  os  at  undersege,  hvorvidt  en 
Storrelse  er  rational  kommensurabel  i  lste  eller  kun  i  2den  Potens 
eller  ikke  rational.     Saetningerne  i  dette  Afsnit  gaa  til  Saetn.  21. 

Andet  Afsnit  (Saetn.  21—36)  behandler  den  simpleste  Art  af 
irrationale  Sterrelser,  nemlig  Medial  en,  der  er  udtrykt  ved  en 
enkelt  fjerde  Rod.  Den  dannes  ved  rationale  kun  i  2den  Potens 
kommensurable  Sterrelser,  idet  man  seger  den  Sterrelse,  hvis  Kvadrat 

4 

er  lig  Produktet  af  2  saadanne.     x2  =  mYa  .  ml/ft,  x  =  m  Va^S. 

Tredie  og  fjerde  Afsnit  (Saetn.  36  —  72,  73  —  111)  give  os  Be- 
handlingen  af  de  sammensatte  toleddede  irrationale  Sterrelser,  idet 
tredie  Afsnit  behandler  de  ved  Addition  dannede  og  fjerde  de  ved 
Subtraktion  dannede.  Vi  betragte  dem  under  et,  da  Forskjellen 
helt  igjennem  kun  er  den,  at  naar  der  det  ene  Sted  skal  laeses 
adderes,  skal  der  det  andet  laeses  subtraheres. 

Resten  af  Bogen  er  enkeltstaaende  Saetninger. 

Afsnit  I. 

5.  Euclid    begynder    med    den    bekjendte    Saetning,    hvorpaa 

Oldtiden    har    bygget    Exhaustionsbeviset ,     hvorefter    han     i    mere 

almindelig  Form   gjentager  Saetningerne   fra   7de  Bog  om  to   Ster- 

relsers  sterste  faelles  Maal.     Efter  at  han  har  laert,  hvorledes  dette 

findes,  kommer  den  vigtige  Saetning  5,  der  siger,  at  kommensurable 

11* 
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Star  reiser  forholde  sig  som  Tal,  med  de  omvendte  og  modsatte  i 
Saetn.  6,  7  og  8,  samt  9  med  det  interessante  Gorollarium *)  an- 
gaaende  nedvendige  og  tilstraekkelige  Betingelser  for  Kommen- 
surabilitet  og  tillige  11  —  Theaetets  Ssetning  — ,  at  ere  de  to 
farste  Led  i  en  Proportion  kom mensurable,  ville  de  to  sid?te  ogsaa 
vaere  det. 

Disse  Saetninger  give  ved  Anvendelse  af  Proportioner  Forbin- 
delsen  mellem  den  geometriske  Fremstilling,  som  Euclid  gjennem- 
forer  i  denne  Bog,  og  Tallaeren,  som  er  den  egentlige  Gjenstand 
for  Behandlingen ,  saaledes  at  vi  heraf  i  Almindelighed  kunne  se, 
om  en  Starrelse  er  rational  kommensurabel  i  lste  eller  blot  i  2den 
Potens,  og  hvorledes  vi  kunne  indfere  Nutidens  Formler  i  hans 
Fremstilling. 

Simple  Saetninger  herom  faa  vi  i  Saetn.   12 — 16. 

Saetn.  14  er  af  mere  almindelig  Interesse,  da  den  opstiller 
Starrelser  underkastede  visse  Betingelser,  som  ere  af  vaesentlig 
Betydning  for  de  i  det  fblgende  behandlede  irrationale  Storrelser. 
Den  udsiger  nemlig:  „Dersom  4  Sterrelser  ere  proportionale,  og 
den  forste  potenserer  mere  end  den  anden  et  Kvadrat  paa  en 
Sterrelse  kommensurabel  med  den  farste,  saa  vil  den  tredie  ogsaa 
potensere  mere  end  den  fjerde  et  Kvadrat  paa  en  Sterrelse  kom- 
mensurabel med  den  tredie,  og  hvis  den  ferste  potenserer  mere 
end  den  anden  et  Kvadrat  paa  en  Storrelse  inkommensurabel  med 
den,  saa  vil  den  tredie  ogsaa  potensere  mere  end  den  fjerde  et 
Kvadrat  paa  en  Sterrelse  inkommensurabel  med  dentt. 

En  Storrelses  Kvadrat  er  det,  som  den  „ potenserer ".  Naar 
her   tales   om  det  Kvadrat,    som    en    Starrelse   a    potenserer  mere 


l)  Saetning  9  taler  om  Storrelsernes  Kvadrater,  der  forholde  sig  enten 
som  Kvadrattal  — ,  hvis  Storrelserne  ere  kommensurable  i  lste  Potens, 
—  eller  ikke  som  Kvadrattal  — ,  hvis  Storrelserne  ikke  ere  kommen- 
surable i  lste  Potens,  —  og  omvendt. 

Gorollariet  angiver  da,  at  Storrelser  i  lste  Potens  kommensurable 
altid  ere  kommensurable  i  2den  Potens,  men  at  St0irelser  i  2den 
Potens  kommensurable  ikke  nodvendigvis  ere  kommensurable  i 
lste  Potens. 
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end  en  andeij  Sterrelse  b}  betyder  det  Differensen  mellem  Ster- 
relsernes  Kvadrater  a2  —  b2  sat  lig  et  Kvadrat  c2. 

Er  her  givet  —  =  — j-  og  a2  —  b2  =  e2    og  c2  —  d2  —  f2, 

o         a 

a  c 

saa  vil  —  =  —  efter  Saetningerne  VI  22 ,    V   17,    V    7    corr.   og 

V.  22,  og  da  vil  efter  Theaetets  Saetning,  naar  a  er  kommensurabel 

eller   inkommensurabel   med   e.    ogsaa  c  vaere  kommensurabel  eller 

inkommensurabel  med  f. 

6.     I  Saetning    17  og  18  faa  vi  en  Diskussion  af  Rodderne  i 

b2 
2den  Grads  Ligningen  ax  —  x2  =  — ,  idet  der  underseges  Spergs- 

maalet  ora  rationale  eller  irrationale  Redder,  hvad  der  tydelig  viser 
Rigtigheden  af  den  tidligere  omtalte  Anskuelse,  at  Graekerne  vare 
fortrolige  med  Lasningen  af  2den  Grads  Ligninger  i  Tal,  og  at 
hvad  Euclid  har  givet  herom  i  de  geometriske  Roger  er  en  theo- 
retisk  Fremstilling  af  Losningen. 

Saetning  17  siger: 

„Er  der  givet  to  uligestore  Storrelser  og  Pjerdedelen  af  Kva- 
dratet  paa  den  mindste  anlaegges  til  den  storste,  saa  der  bliver  et 
Kvadrat  til  Rest,  og  denne  derved  deles  i  to  kommensurable  Dele, 
saa  vil  den  sterste  af  de  givne  Sterrelser  potensere  mere  end  den 
mindste  et  Kvadrat  paa  en  Sterrelse  i  lste  Potens  kommensurabel 
med  den.  Og  omvendt,  hvis  den  starste  potenserer  mere  end  den 
mindste  et  Kvadrat  paa  en  Sterrelse  med  den  i  lste  Potens  kom- 
mensurabel, saa  ville  Delene  vaere  kommensurable." 

b2 
De  givne  Sterrelser  ere  a  og  b  (a  >  b).     Skal  da  —  anlaegges 

b2 
til  a,  saa  der  bliver  et  Kvadrat  til  Rest,  maa  (a  —  x)  x  =  — ,  hvis 

a  —  x         a  .,    Ya2  —  b2         fi  .      .    . 

nu    =  -7T,    saa   vil =  — ,    og    omvendt,    hvis 

x  /r  a  v 


\a2  —  b2        u  ..  a  —  x        a 

=  — ,  saa  vil =  -5-:  1 ) 

a  v  x  p 


l)  Vi  se  her  tillige,  at  Euclid  betragter  begge  Rodder,  vel  ikke  paa  den 
Maade,   hvorpaa    vi    betragte   dem,    idet  han  anser  Ligningen  for  to 
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Efter  II  5  vil  (a  —  x)  x  +  (—  —  x)    =  (— j    og  4  (a  —  x);r  + 


4  (t  ~  ^)2=  4  •  (t)2  eller  ft2  +  (a  ~~  2*)2  =  a2y 


altsaa 


(a  —  2a?)2  =a2  —  i*. 


a  — #        a,  a  a  +  tf  Va2  — 62 

Nu  er =  -£-,  altsaa -r—  = ^,  hvoraf 

x  P  a  —  %x      a  —  (T  a 

a  —  %x a  —  ft fx 

a  a  -f-  /?        v  ' 


Va2   __  £2  n  a 

Omvendt   vil   man,    naar   =  — ,   have 


a  v  a  —  %x 

v      a  v  a  2v       .         -  0  —  x  ■     v -\- /u        a 

— ,  —  — og  —  = ,  hvoraf  = =  -5-. 

ju     %x       v  —  ju         x        v  —  ju,  x  v  —  fi        p 

Dette  er  Euclids  Fremgangsmaade,  kun  anferer  han  ikke  Tal- 
sterrelserne;  men  af  hans  hele  Kjendskab  til  Proportioner  ved  man, 
at  det  ikke  er,  fordi  han  ikke  kan  manevrere  dermed,  men  fordi 
det  ikke  er  nedvendigt;  thi  i  det  foregaaende  har  han  vist  For- 
bindelsen  mellem  Proportionslaeren  og  Laeren  om  Kommensurabilitet. 

Saetn.  18  har  samme  Indhold  som  17,  kun  maa  overalt  kom- 
mensurabel  erstattes  med  inkommensurabel. 

Til  Slutning  indferes  i  dette  Afsnit  endnu  rationale  2den  Grads 
Sterrelser. 

Saetn.  19.  „Produktet  af  to  rationale  i  lste  Potens  kommen- 
surable  Sterrelser  er  rationalt/      Hvis   a  og  b  ere  rationale  i    lste 

Potens   kommensurable ,   vil  ab  ogsaa  vaere  rational ;  thi  — -  =  — , 

*  a*        a 

men  ved  disse  2den  Grads  Sterrelser  kan  der  efter  den  geometriske 
Betydning  ikke  blive  Tale  om  rationale  i  2den  Potens  kom- 
mensurable. 

Saetn.  20.  „Dersom  en  rational  2den  Grads  Sterrelse  deles 
i  to  Faktorer,  hvoraf  den  ene  er  rational,  vil  den  and  en  ogsaa 
vaere  rational  og  kommensurabel  i   lste  Potens  med  denne." 


62 
Ligninger  med  to  ubekjendte,  nemlig  x  -+-  y  =  a,  xy  =  —,  hvor  altsaa 

hver  ubekjendt  har  sin  Vrerdi. 
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Ssettes  A  =  ab,  hvor  a  er  rational,  vil  — -  =  — ,  men  — 

a1     .   a  a2 

a  b         a 

altsaa  —  = 


fi'  ~~   a        /T 

Afsnit  II. 

7.  Disse  Saetninger  danne  Overgangen  til  dette  nye  Afsnit; 
hvor  han  indferer  den  simpleste  irrationale  Starrelse  —  Medialen  — 
clarinet  gjennem  „  Produktet  af  to  rationale  kun  i  2den  Potens 
kommensurable  Sterrelser"  i  Saetning  21,  der  siger,  at  dette  Produkt 
er  irrationalt,  og  at  den  Starrelse,  hvis  Kvadrat  er  lig  Produktet. 
er  irrational  og  kaldes  en   „ Medial". 

Formen    for    en  Medial  faas  efter  ovenstaaende   saaledes.      To 

rationale  kun  i  2den  Potens  kommensurable  Sterrelser  have  Formen 

maY(j  og  mylti,  deres  Produkt  er  da  m2ayYf£&f  hvoraf  Medialen 

/ =  4_ 

faar    Formen    m\ayyf}ft    eller    simplere    ml  a.      Selve    Produktet 

m2  ay  V '/?#  eller  m2  Va  er  irrationalt  og  kaldes  et  medialt  Produkt.   ' 

Saetn.  22  indeholder  Spaltningen  af  et  medialt  Produkt  i  2 
Faktorer  paa  samme  Maade  som  Saetn.  20  af  det  rationale  Produkt. 
I  samme  Betydning  som  vi  kunde  tale  om,  at  rationale  Stor- 
relser  indbyrdes  vare  i  lste  Potens  eller  kun  i  2den  Potens  kom- 
mensurable, kan  man  her  foretage  en  lignende  Inddeling  af  Medi- 
alerne.      To    i    lste  Potens   kommensurable  Medialer  have  Formen 

4 4_ 

ma  V/?  og  my  V/?,    medens   to    kun    i    2den  Potens   kommensurable 

4 4 4 

Medialer  have  Formen  maVfi  (eller  m  Va  Mfi)  og  ml/y^fi. 

Medens  Produktet  af  to  rationale,  i  lste  Potens  kommen- 
surable Starrelser  er  rationalt,  og  af  to  kun  i  2 den  Potens  kommen- 
surable,  rationale  Storrelser  er  medialt,   vil  Produktet   af  to  i   lste 

Potens  kommensurable  Medialer  blive  medialt  (P=maVp  .  my  V/?  = 
m2  ay  Yji),    og   af  to   kun   i    2den  Potens  kommensurable  Medialer 


enten  medialt  eller  rationalt  (P  =  m  Va  V/?  .  m  V^  V/3  =  m2  Va/fy, 
der  bliver  rationalt,  naar  afiy  er  et  Kvadrattal). 

I  Saetning  27  og  28  finder  Euclid  Formen  for  saadanne  Medialer. 

8,  Vi  ere  nu  naaede  til  Saetn.  26,  der  viser,  at  Differensen 
mellem  to  mediale  Produkter  ikke  kan  vaere  rational. 

De   to  mediale  Produkter  kunne  skrives  som  cp  og  cq,    hvor 
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c  og  p  samt  c  og  q  ere  rationale,  kun  i  2den  Potens  kommen- 
surable.  Differensen  er  da  c  (p  —  q).  Skal  denne  vaere  rational, 
maa  p  —  q  vaere  rational  i  lste  Potens  kommensurabel  med  c, 
medens  p  og  q  selv  ere  kun  i  2den  Potens  kommensurable  med  c. 

Opgaven  bliver  da  at  bevise,  at  Differensen  mellem  to  Kvadrat- 
redder  ikke  er  rational.  Saette  vi  p'  =  cMa  og  q  =  c  V/J,  skal  man 
vise,  at 

cVa  —  cMp  ikke  kan  vaere  lig  cy  (eller  c Vy) 

Uden  at  fravige  Aanden  i  Euclids  Bevis  kan  man  opstille  det 
under  felgende  Form. 

Hvis  Va  —  fji  =  y,  vil  man  have  Va  =  y  +  V/J  og  a  =  y2  + 
/?+2yV/8,   hvor   y2  +  /?  er   rational   og  2 y  V/8  irrational.      Heraf 

faas  -r — ; — -^  = ^    , — ^ — — ,   her  kan   det  fgrste  Forhold  ud- 

Y2  +  P  y2  +  P 

trykkes  ved  Tal,  men  det  sidste  ikke,  derfor  kan  man  ikke  have 
y  =  Va  —  Yp      Naar  undtages  den  sidste  Division ,   som   felger  af 

a 

Euclids  saeregne  Udtryksmaade,  er  Beviset  fuldstaendig  det  samme, 
som  man  vilde  bruge  i  en  moderne  Mathematik. 

9.  Efter  som  allerede  naevnt  i  Saetn.  27  og  28  at  have 
fundet  Formerne  for  2  kun  i  2den  Potens  kommensurable  Medialer, 
hvis  Produkt  er  rationalt  eller  medialt,  bliver  Spergsmaalet  for  det 
felgende  at  finde  Formen  for  Kvadrattal,  hvis  Sum  er  kvadratisk 
eller  ikke  kvadratisk,  hvilket  sker  i  Lemma   1  og  2  efter  Saetn.  28. 

Euclid  benytter  Saetn.  6  af  2denBog,  der  udsiger  aA  +  l — ^ — )  — 

(a  _|_  J\2 

( — - — )  .     Det  gjaelder  da  at  vaelge  a  og  b  saaledes,   at  ab  er  et 

__     _        .  a  +  b  _    .    _  , 

Kvadrattal,  og  at      "~~      er  et  belt  Tal. 

Betingelsen   bliver   da,    at   a   og  b   ere  ligedannede  plane  Tal 

{?'  skulle  forholde  sig  som  Kvadrattal)  og  desuden  at  a  og  b  sam- 
tidig  skulle  vaere  lige  eller  ulige. 

Udtrykkes  a  og  b  ved  vilkaarlige  Tal  faas 
I  for  a  og  J  lige,  a  =  2am2 

£  =  2an2,  hvorafde  sogte  Tal  x,  y,  z  (x2  +y2  =z2) 

x  =  %amn,  y  =  a  (m2  —  n2),  z  =  a  (m2  +  n2),  og 
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II  tor  a  og  b  ulige,  a  =  a(2w  +  l)2 

i  =  a(2w  +  l)2,  hvoraf 

x  =  a  (2w  4-  1)  (2w  +1),   y  =  2a  (m  —  »)  (w  +  n  +  1)   og 

z  =  2a  (w2  -f  w2  +  w  +  w)  +  a. 

Dette  sidste  Saet  Vaerdier  er  indbefattet  i  det  forste,    naar  man  for 

m  —  n  saetter  n  og  for  m  -\-  n -\-  \  saetter  m. 

Skjent  disse  Formler  saaledes  kunne  samles  til  en,  er  det  dog 

naturligt,  at  de  ere  skilte  ad.      Vi   have,  nemlig  fra  Pythagoras  og 

Platon  faaet  overleveret  to  saadanne,  nemlig  fra  Pythagoras  Vaerdierne 

rt      ,    «     (2rc+l)2-l           (2w+l)2  +  l  „       ,r     J# 

2  n  +  1 , ^ og L— - — ! — ,    et   Saet   Vaerdier, 

som  han  gjennem  en  enkelt  Gnomon  let  erholdt,  og  fra  Platon 
felgende  2w,  n2  —  1,  n2  -\-  1,  som  han  ogsaa  kunde  faa  gjennem 
en  Gnomon,  men  en  dobbelt.  ,  Begge  Raekker  ere  indbefattede  i 
Euclids. 

Ved  Benyttelse  af  de  samme  Vaerdier  for  x,  y  og  z  faas  to 
Kvadrattal.  hvis  Differens  er  et  Kvadrattal. 

Naar  Euclid  dernaest  i  Lemma  2  opstiller  Opgaven  at  fmde  to 
Kvadrater,  hvis  Sum  eller  Differens  ikke  er  kvadratisk,  er  det  kun 
hans  Hensigt  at  paavise  en  Form  for  saadanne,  som  han  kan 
benytte  i  det  folgende. 

10.  Vi  komme  nu  til  en  Raekke  Saetninger,  der  forberede 
Lesningen  af  4de  Grads  Ligningen ,  som  det  er  Formaalet  at  naa 
i  denne  Bog. 

Saetn.  29.  At  finde  to  rationale  kun  i  2den  Potens  kommen- 
surable  Storrelser,  saaledes  at  Differensen  mellem  deres  Kvadrater 
er  lig  Kvadratet  paa  en  med  den  storste  i  lste  Potens  kommen- 
surabel  Storrelse. 

Det,  som  Euclid  vil  i  denne  Saetning  og  de  felgende  af  samme 
Art,  er  at  finde  et  Udtryk  for  den  ene  ved  den  anden,  saaledes  at 
den  opstillede  Betingelse  er  tilfredsstillet. 

Han   soger  Starrelser   af  Formen   x  —  ml/a   og  y  =  m  V^S, 

rp  2      ___      /fj  2 

saaledes  at  -^—  —  u2. 

x2 

.  a2 
Antage   vi   den  ene  Starrelse   at  vaere  a,    og  antage  vi  — -  — 

xl 


a2 
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,  hvor  a2   og  /?2   ere  Kvadrattal,  hvis  Differens  ikke  er  et 


a2  -  p2 

Kvadrattal,  vil  a  og  x  vaere  kun  i  2den  Potens  kommensurable  og 


a2  a2 


2  2  =  #7>  saaledes  at  den  anden  Betingelse  ogsaa  er  opfyldt. 

-i/a2  _  82 
Man    kan    da   udtrykke   x   ved   a  saaledes :    x  =  a  1/ = 


•IMS? 


eller  kortere  x  =  a  Vl  —  a2,    hvor*  1  —  a2    ikke 


er  kvadratisk. 

Man  kan  naturligvis  ogsaa  faa  Udtrykket,  som  Nesselmann  har 
det  i  Algebra  der  Griechen  ved  Linier  b  og  c  i  Stedet  for  Tal 
a  og  ft,  uden  at  det  gjar  nogen  Forskjel,  men  Euclid  selv  benytter 
Tal  hentede  fra  det  ovennaevnte  Lemma  2. 

Erstatte  vi  i  den  opstillede  Betingelsesligning  ju2  med  jn,   faas 


•m 


Saetn.  30,  der  giver  Formen  x  =  „  M/     _    ,    no 

|r  a2  -\-  p2 

Sporge  vi  nu,  hvorledes  Euclid  har  faaet  sin  Lasning.  behave 

vi    blot    at    vende  Fremstillingen    om.      Han    maa  da  begynde  med 

at  opstille  Ligningen  Q^_  ^  =  jj,  hvoraf  ^  =  q2  °_  ^.      Skal 

her  a  og  x  vaere  kun  i  2den  Potens  kommensurable,  maa  a2  —  (i2 
ikke  vaere  kvadratisk,  derfor  begynder  han  sin  Fremstilling  med  at 
vaelge  to  saadanne  Kvadrattal  og  da  gaa  frem  som  oven  for. 

I  Saetning  31  a  og  31  b  fmdes  Medialer  med  rationalt  Produkt, 
underkastede   samme  Betingelser,    og   man    faar   i    31a   Formerne 


x=a-< og  y  =  aVl  —  a2  Vl  —a2  og  i  31b  x—a\l      ,     „ 


og  y  =  a 


^  1  +a2  ^  1  +<r 


Endvidere    gjentages    det    samme    i   Saetn.    32  a    og    32  b    for 
Medialer  med  medialt  Produkt,  hvilket  farer  til 

4 4  

x  =  aVp  og  y  =  aijH  —a2  i  32a  og 

4_  4_  /  J  4  

x==a^  0g  y  =  alp  1/  -  (eller  a  VJ8  Vl  —  a)  i  32  b. 
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11.     I  de  felgende  3  Saetninger  komme  vi  nu  til  Ligningerne 

%2  -\~  y2  =  A, 

xy  =  B, 
hvor  A  og  B  ere  underkastede  visse  Betingelser,  nemlig 

1)  i  Saetn.  33  A  =  a2 

a2  V\  -  a 


B  = 


2 


2)  i  Saetn.  34  A  =  a2  Vl  _  a 


Vi_a 


B  =  a2V1_a___  og 


3)  i  Saetn.  35  A  =  a2  V/J 


Til  Hjaelp  til  Lesningen  af  disse  Ligninger  har  Euclid  opstillet 
de  bekjendte  Saetninger  om  Sty k  kerne  i  den  retvinklede  Trekant  i 
et  Lemma  for  Saetn.  33. 

Vi  kunne  da  give  Opgaven  den  geometriske  Form:  „At  finde 
Katheterne  i  en  retvinklet  Trekant,  naar  man  kjender  Hypothenusen 
og  Arealet." 

Kalde   vi    Hypothenusen   c   og  Hejden  A,    samt    Stykkerne   af 

Hypothenusen  p  og  q,  have  vi 

x2  _|_  yi  —  c2  =  a 

xy  =  ch  =  B, 
af    den    sidste    faas    h,    hvorefter    p    og    q   findes   af  Ligningerne 
P  "f"  2  ==  c>  pq=-h2t    der  give  p  og  q  gjennem  2den  Grads  Lig- 
ningen  i  Saetning  21,  VI  Bog.     Deraf  findes  x  og  y,  idet  x2  =  cp 
og  y2  =  cy. 

Vi  kunne  nu  let  se,  af  hvilken  tleskaffenhed  x  og  y  maa 
blive,  da  vi  i  Saetn.  17  og  18  have  set  Diskussionen  af  den  be- 
nyttede  2den  Grads  Ligning. 

Euclid  faar  da,  for  at  x  og  y  skulle  vaere  inkommensurable 
(i  2den  Potens),  at  a  og  ft  ogsaa  maa  vsere  inkommensurable, 
men  derved  faas  gjennem  Saetn.  18  de  Betingelser,  som  de  givne 
Starrelser  A  og  B  maa  vaere  underkastede,  saaledes  at  man  faar 
de  ovennaevnte  Former. 
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Disse  fare  til  felgende  Udtryk  for  x  og  y: 


1  +V« 
1)  i  Seem.  33  x^a  "     ^ 


2 


y=a  y- 


1  -  Va 

2 


?/ l/T+Va 

2)  i  Ssetn.  34  x  =  a  Vl  _  a  |/  — ±- 


-.yi 


-Va 


y  =  a  Vl  _  a  |/ og 


4  -l/l         I       Vq 

3)  i  Saetn.  35  a;  =  a^^-T 


2 

y  =  al^r — 2 — 

12.  Vi  have  gjennem  dette  Afsnit  faaet  en  Samling  forskjellige 
irrationale  Former,  som  nu  skulle  underkastes  en  naermere  Under- 
segelse,  hvilket  sker  i  3die  og  4de  Afsnit,  hvorved  tillige  naas  en 
Diskussion  af  Ligningerne 

#2     _^_    yi    =    £ 

xy  =  B, 

af  hvilken  dog  kun  de  Tilfaelde,    der   give  irrationals  Redder,  have 
Interesse  i  denne  Bog. 

.Som  alt  nsevnt  er  Forskjellen  mellem  3die  og  4de  Afsnit 
kun  den,  at  hvor  der  i  3die  Afsnit  adderes,  der  subtraheres  i  4de 
Afsnit,  vi  betragte  dem  derfor  samtidig,  idet  endvidere  Afsnittene 
deles  i  en  Raekke  Underafdelinger,  hver  paa  6  Saetninger  —  Hexader. 

Afsnit  III  og  IV. 

13.  lste  Hexade  (S*tn.  36  —  42,  73  —  79)  definerer  de  6 
Hovedarter  af  sammensatte  irrationale  toleddede  Sterrelser,    neralig 

1)  Binomial  (A potom  ved  Subtraktion)  af  to  rationale  kun  i 
2den  Potens  kommensurable  Starrelser.    Formen  btiver  m  (Va  +  ^/?). 

i)  lste  Bimedial  (lste  Medialapotom)  af  to  Medialer 
kun  i  2den  Potens  kommensurable,  med  rationalt  Produkt. 


m 


\/JL{\fi±\a). 
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3)  2den  Bimedial  (2det  Medialapotom)   faas,    naar  Pro- 

~zr  OP  i  *  >')• 

4)  Storst  irrational  (mindst  irrational)  dannet  af  to  i 
2den  Potens  inkommensurable  Sterrelser,  hvis  Kvadraters  Sum  er 
rational,  og  hvis  Produkt  er  medialt.  Det  er  Starrelser  af  Formen 
i  Ssetn.  33,  de  to  naevnte  Arter  ere  paa  samme  Maade  dannede 
ved  Hjaelp  af  Saetn.  34  og  35.     Formen  Bliver 


.  r^  ±  k^4 


5)  Den    rationalt   og   medialt    potenserende   (den    med 
rationalt  medialt  dannende)  af  Formen 

Navnet   fremgaar   af,    at  Kvadratet  (det,  som  Storrelsen  potenserer) 
er  en  Sum  (Differens)  af  et  medialt  og  rationalt  Kvadrat. 

6)  ^Den    to    mediale    potenserende    (den    med    medialt 
medialt  dannende)  af  Formen 


MV^^H1)- 


14.  I  anden  Hexade  (Saetn.  42  —  48,  79  —  85)  paavises,  at 
ingen  af  disse  irrationale  Sterrelser  paa  mere  end  en  Maade  kan 
betragtes  som  dannet  af  to  Led,  altsaa  at  m  (l'a  +  ^/?)  ==  wt  (fy  +  ^  <J) 
er  umulig.  I  Forbindelse  hermed  staar  6te  Hexade  (Saetn.  66  —  71, 
103 — 108),  hvor  der  paavises,  at  en  Sterrelse  kommensurabel  med 
en  af  disse  Arter  selv  er  af  denne  Art. 

15.  Binomialernes  og  Apotomernes  Led  kunne  nu  underkastes 
visse  Betingelser,  hvorved  faas  6  forskjellige  Binomialer  og  Apotomer. 

Disse  Betingelser  hidrere  fra  Diskussionen  af  2den  Grads 
Ligningen,  idet  Binomialer  og  Apotomer  fremkomme  som  Redder 
i  denne,  medens  Radderne  i  de  naevnte  4de  Grads  Ligninger  frem- 
komme som  Kvadratredder  af  disse. 


Betragte   vi    et  Binomial  (Apotom)  af  Formen  a +  ^ a2  —b2, 
bliver  Spergsmaalet  om  a's  og  i's  Beskaffenhed. 
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Faelles  for  de  3  ferste  Binomialer  (Apotomer)  er,  at  b  er 
kommensurabel  med  a,  medens  i  de  3  sidste  b  er  inkommen- 
surabel  med  a. 

Dernaest  er  i  det   lste  og  4de  a  rational  kommensurabel  med 

Enheden, 
i  2det  og  4de  er  V  a2  —  i2,  men  ikke  a,  kom- 
mensurabel  med  Enheden,    og 
i  3die   og   6te  er  intet   af  Leddene  kommen- 

surabelt  med  Enheden. 

Vi  se  her  tillige  Betydningen  af  Saetn.  29  og  30. 

Man  har  da  felgende  Former: 


lste  Binomial  (Apotom)  m  (a±Va2  —  /T2), 


2det  m  y^y  _^i.„  +  i  j  f 


1 


3die  m*y(a±Va2  -  02)r 


4de  m(a±Va2  —  p)t 


5te  ^(y_£^±1jf 

6te  f»V7(VcT+ V^Z"^)  eller 


wVy(a  +  Va2  -p). 

Disse  Former  findes  af  Euclid  i  3die  Hexade  (Saetn.  48  —  54, 
86  —  91). 

16.  I  4de  Hexade  (Saetn.  54  —  60,  91—97)  laeres  Kvadrat- 
rodsuddragning  af  Binomialer  (Apotomer).  Naturligvis  udtrykker 
Euclid  ikke  Saetningerne  saaledes,  men  det  er  berettiget  at  kalde 
det  saaledes,  da  Saetningerne  overferte  i  vort  algebraiske  Sprog 
virkelig  give  en  saadan,  og  af  den  hele  Sammenhaeng  med  Ligningen 
af  4de  Grad  fremgaar  det,  at  disse  Saetninger  ogsaa  for  Euclid  har 
denne  Betydning.  Vi  erindre,  at  i  Saetn.  33,  34,  35  fandt  han 
x2  =  rp,  hvor  p  er  et  Binomial.  Saetningerne  fremkomme  under 
den  Form,  at  der  seges  Siden  i  et  Kvadrat  lig  Rektanglet  dannet 
af  et  Binomial  (Apotom)  og  en  rational  Sterrelse. 

I  Saetn.  54   seges  x,  naar  x2  =  my  .  m  (a  +  Va2  —  fi2). 
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Ved  Lesningen   taenker  Euclid    sig  x   delt   i    to  Dele   y  og  z, 
saaledes  at  x  =  y  +  z,  da  er 

x2  —  yi  _|_  z2  _|_  2y^=«  m2ay  -\-  m2y  Va2  —  /?2. 

Da   nu   y   og  z  maa  vaere  rationale,    men   inkommensurable, 

kunne   vi   ssette  Kvadraternes    Sum   lig   det  rationale  Led   og  Pro- 

duktet   lig   det   irrationalc,    da  Kvadraternes  Sum  maa  vaere  sterst, 

altsaa 

1 


y2  -f-  z2  =  m2ayy  yz  =  —  m2y  l a2  —  /?2. 

For    at    lase    disse    Ligninger   gaar    han    frem    som    vist    ved 
Saetn.  33,  hvorved  faas 


,  1/     <*-P    ,        l/    «-£ 

Under  selve  Lesningen  at'  Ligningerne  kunne  vi  se,  at  Resul- 
tatet  bliver  et  Binomial,  thi  saettes  y2  =  m2yu  og  z2=m2y(a —  w), 

vil  u  (a  —  u)  =  I—  Va2  —  /S2  J  ,  hvilket  giver  at  u  og  a  —  w  ere 

rationale  og  kommensurable  (efter  Saetn.  17),  hvorved  y  og  z  ogsaa 
maa  vaere  rationale,  men  inkommensurable. 

Paa  samme  Maade  gjennem fares  Regningerne  for  de  avrige 
Binomialer  (Apotomer),  og  ligesom  her  ses  der  under  Regningerne 
Resultaternes  Art. 

Vi  skulle  blot  anfare  disse  Resultater.  Kvadratroden  af  lste  — 
6te  Binomial  er  henholdsvis  et  Binomial,  lste  og  2den  Bimedial, 
sterst  irrational,  den  rationalt  og  medialt  potenserende  og  den  to 
mediale  potenserende,  og  for  Apotomerne  de  tilsvarende. 

Resultaterne  fremstilles  i  felgende  Ligninger: 


m y  .  m  (a  +_) a2  —  ft2  =    m 


(f'^^f1)}'- 


-fi' 


"-(l^.---')--}?^^ 


+  PJ1  ' 


2 


my  .  hi  (a  —_  1  a2  —  ft)  ^-      in 
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md .  my 


a2 


a2  -  /? 


m  I  a2 


+  1  - 


wi*.mVy(Va  +  Va  — /J)  = 


2        —  f         2 


2 


+y>«->* 


17.  Na?ste  Afsnit  —  ote  Hexade  (Saetn.  60—66,  97-103) 
—  bliver  en  Omvending  af  disse  Resultater,  og  det  laerer,  at  Kva- 
dratet  paa  en  af  de  6  Arter  af  sammensatte  irrationale  Sterrelser 
bliver  et  af  Binomialerne  (Apotomerne) 1). 

Selve  Bevisferelsen  ved  disse  omvendte  Saetninger  er  der  ingen 
Anledning  til  at  gaa  videre  ind  paa.  Kun  skal  endnu  bemaerkes 
om  disse  to  Afsnit,  at  den  rationale  Faktor  m2y  (m2  d)  kunde  ude- 
lades,  og  man  flk  da  Kvadratrodsuddragning  af  Tal  i  Stedet,  men 
den  er  bibeholdt  for  at  kunne  laese  Euclids  Udtryk  af  Formlerne, 
som  de  ere  opstillede. 

18.  I  sidste  Afsnit  —  7de  Hexade  —  gives  en  samlet  Oversigt 
over  Frembringelsen  af  disse  forskjellige  irrationale  Sterrelser. 

Saetn.  71.  wDersom  et  rationalt  og  medialt  2den  Grads  Produkt 
adderes,  vil  Sterrelsen,  hvis  Kvadrat  er  lig  Summen,  vaere  en  af 
de  4  irrationale  Starrelser,  nemlig  Binomial,  lste  Bimedial,-  sterst 
irrational  eller  den  rationalt  og  medialt  potenserende",  hvilket 
fremgaar  af  4de  Hexade. 

Saetn.  72  fortsaetter  dette  saaledes:  „  Adderes  to  mediale 
2den  Grads  Produkter,  vil  Sterrelsen,  hvis  Kvadrat  er  lig  Summen, 
vaere  enten  2den  Bimedial  eller  den  to  mediale  potenserende. 

I  Saetn.  108,  109  og  110  udsiges  det  samme  for  de  ved 
Subtraktion  dannede  Sterrelser,  idet  det  for  disse  bbVer  nedvendigt 
at  tage  3  Saetninger,  da  der  maa  skjelnes  mellem  de  to  Tilfaelde, 
om  det  mediale  er  mindre  eller  sterre  end  det  rationale  Led. 

For    at    afslutte   Paavisningen    fra    2den  og    6te   Hexade  om 


*)  Saetningerne  maa  da  fremtraede  under  den  Form,  at  Evadratet  paa  en 
af  de  irrationale  Storrelser  er  lig  Rektanglet  paa  en  rational  Sterrelse 
og  paa  et  Binomial  (Apotom). 
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clisse  irrationale  Sterrelsers  Berettigelse  ved  Siden  af  hinanden, 
staar  der  kun  tilbage  at  paavise,  at  de  ved  Addition  dannede 
Starrelser  ikke  kunne  vaere  sammenfaldende  med  de  ved  Subtraktion 
dannede,  dette  sker  i  Saetn.   111. 

19.  Resten  af  Bogen,  soni  Dr.  Heiberg  vel  liar  ladet  felge 
efter  de  evrige  Saetninger,  men  om  hvis  ^Egthed  han  nserer  Tvivl 
(Se  Vol.  V  af  bans  Udgave),  ere  spredte  Saetninger,  som  gaa  ud 
paa  at  vise,  at  Produktet  af  to  sammensatte  irrationale  Sterrelser 
kan  vaere  rationalt,  nemlig  Produktet  af  et  Binomial  og  et  Apotom 
med  kommensurable  proportionale  Led.  Her  skal  ikke  tales 
naermere  om  disse  Saetninger,  om  hvilke  dog  maa  siges,  at  de 
selvfalgelig  ikke  ligge  udenfor,  hvad  Euclid  kunde  praestere  og 
maaske  ogsaa  har  kjendt,  men  de  ligge  lidt  udenfor  Formaalet 
med  denne  Bog,  der  er  knyttet  til  4de  Grads  Ligningen  og  dens 
Diskussion. 

Hermed  er  altsaa  denne  Bog  afsluttet,  efter  at  Behandlingen 
af  disse  irrationale  Starrelser,  som  Euclid  har  foresat  sig,  er  af- 
sluttet; men  der  er  ingen  Tvivl  om,  at  ban  kunde  have  fortsat 
med  Sterrelser  af  naeste  Art  dannede  af  flere  og  af  nye  Led,  der 
rimeligvis  har  vaeret  Gjenstand  for  Apollonius  algebra iske  Arbejder 
(Se  Woepcke:  Restitution  des  travaux  d' Apollonius.  M6moires  de 
Tacad.  pres.  par  divers  savants  XIV,    1856  Paris). 


Kap.  II.    Forbindelsen  mellem  Euclids  irrationale  Sterrelser 

og  Ligningernes  Theori. 

30.  Paa  Euclids  Tid  og  tidligere  endnu  beskjaeftigede  Mathe- 
matikerne  sig  med  Lesning  af  Ligninger,  vel  simplere,  hovedsagentlig 
2den  Grads  Ligninger,  men  de  allerede  omtalte  Ligninger  af  hejere 
Grad,  som  Euclid  betragter  her  i  lOende  Bog,  fore  til  mere 
sammensatte  irrationale  Udtryk,  saa  det  bliver  enskeligt  at  faa  en 
samlet  Oversigt  over  de  Former,  der  kunne  opstaa,  og  tillige  en 
Undersagelse  af  deres  E^genskaber,  og  det  er  det,  som  Euclid  liar 
foresat  sig  her  i  denne  Bog.  Han  var  godt  bevandret  i  Lignin- 
gernes  Theori,  som  man  let  overbeviser  sig  om.     Han  har  saaledes 

Ratkke  V.    Aargang  6,  \% 
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i  2den  og  6te  Bog  2den  Grads  Ligningen  og  i  Data  desuden  Lig- 

ningerne  ocy  ===  A,  x2  =  my2  +  B,  samt  her  i  lOende  Bog 
xy  **  A,  x2  -f-  y2  =  If. 

21.      Fremstille     vi    Ligningen    af    2den    Grad  paa    Formen 

x  (a  —  x)  =  b,    faa    Redderne  Formen  —  +  [/—  —  b,   hvis  Be- 

skaffenhed  undersoges  i  Saetn.  17,  18.  Blive  de  irrationale,  faa 
vi  Binomialet  og  Apotomet,  der  saaledes  dannes  af  2  rationale, 
kun  i  anden  Potens  kommensurable  Sterrelser. 

Vi  kunne  her  endnu  tilfaje,  at  Medialen  er  disses  Mellem- 
proportional. 

lnddelingen  af  Binomialer  og  Apotomer  i  6  Arter  hidrorer  fra 

2den  Grads  Ligningens  forskjellige  Former    samt   fra    Spargsraaalet 

om  Beskaffenheden  af  a  og  b  og  er  ikke,  som  Nesselmann  mener, 

aldeles   vilkaarlig   kun    retfaerdiggjort   ved    Sammenhaengen    med  de 

evrige  Arter  af  irrationale  Sterrelser. 

cl        ~\  la 2 
Betragte  vi  nu  Sterrelsen  —  +  1/  —  —  b,  se  vi,    at  dens  to 

Lecls  Kvadraters  Differens  er  b.  Det  er  derfor  naturligt,  at  Euclid 
ferst  underseger  Storrelser,  hvis  Kvadraters  Differens  er  underkastet 

visse  Betingelser,  og  finder  disses  Former. 

x2  —  if2 

Opstille  vi  Betingelsen  fra  Saetn.  29  ^—  =  ju2   og  sparge 

JO 

om  Formerne  for  x  og  y,  naar  de  skulle  vaere  rationale,  kun  i 
2den  Potens  kommensurable,  farer  dette  til 

1)  x=ma,  y=m^a2  —  /?*,  hvis  den  storste  skal  vaere 
rational  i    lste  Potens  kommensurabel  med  Enheden. 

2)  x  =  m  — ,  v=  /wff.  hvis  den  mindste  skal  vaere  det1). 

\a2-P^ 


l)  At  der  bliver  Anledning  til  dette  Tilfaelde  ligger  dels  i,  at  i  den  naevnte 
Form    for    2den    Grads  Ligningen   kan    —    vaere    irrational,    medens 

1  '</* 

V  — —  b  kan  vaere  rational  (i  vor  Forstand),   og  dels  i  at  Ligningen 

af  2den  Grad  fremtraeder  under  Formen  x(a-\-x)  —  b,  eller  x(x— a)=&> 
(disse  Former  ere   i  Virkeligheden  den  samme),   der  har  til  positive 

Rodder   I ,  —  +  b  +  -~-  (de  negative  kjender  Euclid  ikke). 
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3)  a,=  maVyj  y  =  VyVa2  —/J*,  hvis  ingen  af  dem  skal 
vaere  det1). 

Endvidere  faa  vi  i  Saetn.  30  samme  Sporgsmaal,  hvor  /i* 
erstattes  med  ju.     Dette  ferer  til  falgende  3  Former. 

1)  #=ma,  y  =  m^a2  —  /J. 

3)  a:  =  m  a  Vyt  y=m  VyVa2  —  /?. 

Vi  faa  derved  de  6  Binomialer  og  Apotomer  frem  ved  at 
danne  x  +  y,  eller  de  6  forskjellige  Former  for  irrationale  Redder 
i    2den  Grads  Ligningen  efter  a's  og  A's  Beskaffenhed. 

Her  skal  blot  bemaerkes,  at  dette  er  det  samme  Raesonnement, 
som  Tannery  (M6m.  Bordeaux,  2.  Ser.,  Tom.  IV.)  og  Woepcke 
(Mem.  de  TAcad.  Paris  1856.  Tom.  XIV)  have  benyttet,  dog  maa 
det  siges,  at  den  sidste  ikke  lader  Forbindelsen  med  2den  Grads 
Ligningen  trsede  frem,  hos  ham  er  Grundlaget  som  hos  Nesselmann 
vilkaarligt. 

22.  Vi  gaa  nu  over  til  de  andre  Arter  irrationale  SterreUer 
og  faa  da  her  igjen  Binomialet  og  Apotomet  med  og  ville  begynde 
med  at  benytte  os  af  de  af  Euclid  opstillede  Ligninger  x2  -f-  y2  =  A, 
xy  =  B  (Saetn.  33 — 35)  for  deraf  at  faa  Formen  for  A  og  B  og 
derigjennem  Reddernes  Former. 

Her  optraeder  under  disse  Betingelser  to  Grupper  Sterrelser, 
nemlig 

I)  x  og  y  i  2den  Potens  koramensurable,  og  II)  x  og  y 
inkommensurable,  og  indenfor  hver  Gruppe  falder  3  Tilfelde. 

a)  A  rational,  B  medial,  b)  A  medial.  B  rational,  c)  A  og 
B  mediale.  men  inkommensurable. 

I.     \i  have  — -  =  — ,    hvoraf - = og  —  = 

y2        v  x*  fi  xy 

}  jbi         ft      x2  -^  y1       P~_Z. 


n         i  a* 
l)  Dette  TilfaeWe  indtrseder.  naar   —  og  I  ~r~h  ere  irrational*  i    vor 

ForstancL 

12* 
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Heraf  faa  vi  de  tre  TilfaBlde, 

a)  idet  x2  +  y2  =  A  rational,  og  xy  =  B  medial, 

Formen  for  A  =  ju  -\-  v,  B==^ juv. 

b)  A  medial,  B  rational, 

Formen  A  =  (ju  -f-  v)  1  juv,  B  =  juv. 

c)  A  og  B  mediale,  men  inkommensurable, 


Formen  A^-=1  ju  -\-  v}   B  =  1/ 


' juv 


p-X-v 
II.     Skal  x2   og  y2   vaere  inkommensurable,   faas 

a)  idet  A  rational,  B  medial,   Formen  A==  a.  'B  =  ^b, 

b)  A  medial,  B  rational.  Formen  A  =  ^a,  B  —  b, 

c)  A  og  B  mediale,  men  inkommensurable,   Formen  A  =  W(, 

Heraf  opstaar  nu  ved  Danuelsen  af  •  x  +  y  under  de  forskjellige 
Betingelser,  som  A  og  #  ere  underkastede,  de  6  Arter  irrationale 
Sterrelser,  nemlig 

1)  I  a)  I  m  +  ^w   med  Navn  Binomial,  Apotom. 


2)  b)  }  m  *  ww  i  |  w  */mw,  lste  Bimedial,  lste  Medialapotom. 

3)  e)     /  -==  +     /  r=-=. 

r    »  m  -f-  n        r   *  m  —  n 

2den  Bimedial,   2det  Medialapotom. 

r 


4)  II  a)  |/« +  *«*-**  +  1/  fl-^g' 

f  2  '  —  r  2 


4ft 

2  —  r  2 

den  starste  irrationale,  mindste  irrationale. 


5)   b)y!}°  +  *«~-***±y']<L 


:']a  -M</  -  4ft2    .   l/Va  — U  — 4ft2 


2  —  f  2 

den  rationalt  og  medialt  potenserende.  den  med  rationalt 
medialt  dannende. 


6) 


0  |,  »«+*«-*&  ±  1 


*  a  —  1  a  —  4  ft 


2 

den  to  mediale  potenserende,  den  med  medialt  medialt 
dannende. 
23.     Efter  nu  at  bave  set  Danuelsen  af  de  forskjellige  Former 
for  irrationale  Sterrelser,    skulle  vi  blot  vise,    hvorledes  Euclid  ved 
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et     simpelt     Raisonnement     kommer    til    Kvadratrodsuddragningens 
Resultater. 

Af  Ligningerne  x2  -f~  y2  —  A  og  xy  =  B  dannedes  af  x~+  y 
de  6  Arter  irrationale  Sterrelser,  men  x  +  y  eller  rettere  (x +.  y)2 
—  Arealet,  som  potenseres  af  x  +  y  —  kunne  vi  ogsaa  faa  ad 
anden   Vej ,    idet   (x  +  y) 2  =  A  +  %B,    eller   x  +  y  potenserer   et 

■ 

Areal  lig  et  Binomial  eller  Apotom.  Sages  nu  Siden  i  det  Kvadrat, 
hvis  Areal  er  lig  et  Binomial  eller  Apotom,  faas  #  +  y,  som  er 
vist  at  vsere  de  ovenfor  fundne  irrationale  Storrelser,  hvilken  af  dem 
det  er,  afhsenger  af  de  Betingelser,  som  A  og  B  ere  underkastede. 
Ogsaa  Navnene  for  x  +  y  vise,  at  Euclid  har  lagt  en  saadan 
Betragtning  til  Grund,  II  b  hedder  den  rationalt  og  medialt  poten- 
serende,  thi  A-\-%B  er  medial  -4-  rational,  og  A  — -  %B  er  i 
dette  Til fselde  den,  der  foreget  med  rationalt  (2  B)  giver  et  medialt 
Led  (A).  For  II  c  er  Navnet  af  samme  Art,  medens  Grunden  til 
Navnet  for  II  a  er  uklar.     Navnene  for  I  a,  b,  c  ligge  lige  for. 

24.  Tilbage  staar  nu  at  vise,  hvorledes  Euclids  Lesning  af 
Ligningerne  x2  +  y2  =  Alf  xy  =  B  viser  sig  i  vore  Tegn.  Vi 
have  allerede  haft  Lejlighed  til  at  nsevne  og  anvende  hans  Leaning 
geometrisk,  men  skulle  nu  opstille  den  i  algebraisk  Form. 

Vi  aendre  de  bekjendte  Led  A  og  B,  saaledes  at  de  faa 
Formen  ab  og  ad.     Ligningerne  blive  da 

x2  +  y2  =  ab, 
xy  =  ad. 
Da  x2  4"  y2    skal    vajre    lig  Rektanglet  ab,    lapgges   x2   hen  ad 
a    og    faar  Bredden    u,    og    y2    faar    paa    samme   Maade  Bredden 
b  —  v.     •>: 

Man  saetter  x2  —  au,  y2  —  a  (b  —  m),  da  vil 

u(b  -  u)  =  d2. 
den  saedvanlige  Form  for  2den  Grads  Ligningen,    hvor  u  bliver  et 
Binomial  og  b  —  u  et  Apotom,  hvis  Nummer  i  Rsekken  bestemmes 
af  b  og  d.     x  og  y  fremkomme  da  ved  Kvadratrodsuddragning  netop 
under  den  Form,   hvori  Euclid  har  dem    i   Saetn.  54 —  60,  01—97. 

25.  Vi  have  saaledes  faaet  daimet  en  Sammenhaeng  mellem 
de    forskjellige   Arter    irrationale  Starrelser   og   de   Ligninger,    «om 
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Euclid  behandler,  og  set,  at  hans  i  denne  Bog  behandlede  irrationale 
Sterrelser  ikke  ere  vilkaarlige,  men  bestemte  ved  den  Brug,  som 
han  bar  for  dem,  idet  de  give  alt,  hvad  der  er  nadvendigt  og  til- 
straekkeligt  til  en  omhyggelig  Undersogelse  af  de  Ligninger,  som 
ban  har  foresat  sig  at  behandle. 

Er  man  farst  saa  vidt  i  Behandlingen  af  irrationale  Sterrelser 
som  Euclid,  ligger  det  naer  at  fortsaette  med  en  saerlig  Behandling 
af  andre  irrationale  Sterrelser,  hvis  Existens  ikke  er  bam  ubekjendt 
—  Saetn.  115  — ,  og  som  Apollonius  har  gjort  det  i  et  tabt 
Arbejde  (Woepcke). 

26.  Vi  have  her  set,  hvilket  beundringsvaerdigt  Arbejde  Euclid 
har  udfort  i  denne  Bog,  udelukkende  stottet  paa  Spergsmaalet  om 
Kommensurabilitet  og  idet  han  kun  har  rette  Linier  at  se  paa, 
hvor  den  ene  synes  lige  saa  god  som  den  anden,  medens  vi  have 
vore  Formler,  men  ganske  vist  ikke  hans  exakte  geometriske 
Raesonnementer,  der  ved  den  Lethed,  hvormed  han  udforer  Arbejdet, 
viser  os  den  geometriske  Fremstillings  Overlegenhed  over  den 
algebraiske,  skjent  denne  viser  Egenskaberne  frem  ved  ferste 
0jekast  paa  vore  Udtryk.  Ved  denne  mesterlige  Fremstilling 
kommer  Euclids  lOendeBogtil  at  staa  som  et  af  de  bedste  Exempler 
paa,  hvor  vidt  de  graeske  Mathematikere  kunde  bringe  det  uden  vort 
Tegnsprog1). 


OM  PLANEKS   BED^KNING  VED   HJMLP  AF 
ET  SYSTEM  AF  REGULJERE  n-KANTER. 

(at  Aage  Wiuff-Petbesen). 


Taenker  man  sig  i  en  Plan  konstrueret  en  regulaer  n-Kant, 
paa  hver  af  dennes  Sider  konstrueret  en  dermed  kongruent,  paa 
hver  af  disse  Sider  igjen  nye  o.  s.  v.  i  det  uendelige,  vil  Planen 
som  bekjendt  vare  daekket  af  et  enkelt  Lag  Polygoner,    naar  man 


*)  Det  behover  naeppe  at  bemserkes,  at  naervserende  Artikel  ikke  er  en 
umiddelbar  Gjengivelse  af  Forf/s  af  Universitetet  prisbelonnede  Arbejde 
om  samme  Emne,  hvad  den  da  heller  ikke  giver  sig  ud  for  at  va*e. 

Red. 
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har  n  =  3,  4  og  6,  altsaa  naar  Polygonvinklen  gaar  et  belt  Antal 
Gange  op'  i  4  R. 

Gaa  Polygonvinklerne  derimod  kun  et  helt  Antal  Gauge  op  i 
4fljR,  ville  Polygonerne  falde  ind  i  hinanden  og  da&kke  hinanden. 
Det  kunde  derfor  vaere  af  Interesse  at  undersege,  om  Polygonerne, 
hvis  man  tanker  sig  dem  gaaende  ind  under  hinanden  i  et  Lag  af 
Planer,  og  den  sidste  Polygonkant  faldende  sammen  med  den  ferste 
—  ligesom  ved  de  Riemann'ske  Flader  —  om  de  da  for  andre 
Sideantal  end  de  ovenfor  naevnte  kunne  daekke,  med  deres  Arealer, 
■et  endeligt  Antal  Lag  af  Planer. 

Tsenke  vi  os  saaledes  en  regular  Ottekant  lagt  til  tirund  for 
et  saadant  System,  kan  man,  da  Polygonvinklen  er  |  if.,  leegge 
S  Ottekanter  om  et  Hjorne  i  3  Lag.  Er  Polygonen  en  ft -Kant 
kan  man  paa  samme  Maade  laegge  2ft  w-Kanter  i  n-2  Lag. 

Undersogelsen  falder  lettest,  naar  vi  hetragte  Gentreme  for 
Polygonerne. 

Gaa  vi  ud  fra  Centrum  for  en  Polygon,  ville  Gentrerne  for 
Polygoner  med  en  Side  faelles  med  denne,  ligge  i  Kndepunkterne 
af  n  lige  lange  Linier,  udgaaende  fra  det  ferste  Centrum,  og  som 
dele  Omdrejningen  i  n  lige  store  Dele. 

Hvert  af  disse  ft  Centrer  bestemmer  igjen  paa  samme  Maade 
n  —  1   nye  o.  s.  v. 

Den  stillede  Opgave  kan  nu  formuleres  saaledes: 

BKan  man  i  et  saadant  Straalesystem  altid  finde  en  Vej,  saa 
at  man  fra  et  Centrum  kan  komme  til  et  andet,  uendelig  naert  ved 
det  ferste?*   (Heraf  folger  nemlig  at  Planernes  Antal  bliver  uendeligt), 

Laegger  man  #-Axen  lodret  paa  Midten  af  en  Polygonside  og 
Begyndelsespunktet  i  et  af  Centrerne,  ville  de  n  Retninger,  *orn 
danne  Vejene  i  Systemet,  danne  Vinklerne 

0.  —  R,  2.—  R,  ...in  -  \).  —  R 
n  n  n 

med  Axen. 

Kalder  man  nu  Antal  let  af  Veje.  gjeufj^rijlobrje  i  de  n  \\*A- 
ninger  for  lJ.  l2,  lz  o.  s.  v.,  hvor  altsaa  /1#  (t  .  .  .  *»re  hele  Tal. 
vil  en  Vej,  projioeret  paa  de  to  Axer,  have  St0rre]*en 
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'i  +  h  cos  a  +  h  C08  %a  •  •  •  H"~  K  cos  i.n  —  1)  a  0) 

og  l2  sin  a  +  l8  sin  2a.  .  .  -\-  ln  sin  (n  —  1)  a  (2) 

Det  gjaelder  nu  om  at  undersege,  i  hvilke  Tilfaelde  disse  to  Star- 
reiser  kunne  saettes  lig  e  og  ely  hvor  e  og  sx  ere  uendelig  smaa 
Sterrelser. 

Som  bekjendt  kan  (1)  og  (2)  altid  skrives  som  hele,  rationale 
Funktioner  af  cos  a  og  sin  a  x)  og  kunne  derfor  udtrykkes  ved 
en  rational  -f-  en  irrational  Sterrelse,  men  en  saadan  kan  altid 
ved  et  passende  Valg  af  de  hele  Tal  llf  l2  o.  s.  v.  saettes  lig  en 
lille  Starrelse  e. 

Saaledes  har  man  for  Ottekanten 

Vg  _ 

hvilken  Ligning  er  tilfredsstillet,  naar  man  seetter 

Va  — -J-  +  *,  ^2  =  2?  og  i1  =  -i>, 

og  hvor  —  er  en  passende  Konvergent  til  V2,  udviklet  i  Kaedebrak. 

Den  eneste  Undtagelse  er  altsaa  det  Tilfaelde,  hvor  cos  a  er  rational, 
og  hvor  paa  samme  Tid  a  gaar  et  helt  Antal  Gange  op  i  inR. 

Dette  finder  kun  Sted  for  a  =  120°,  a  =  90°  og  a  =  60°. 
Man  kan  altsaa  kun  med  3,  4  og  6  sidede  regulsere  Polygoner  paa 
den  anfarte  Maade  bedaekke  en  Plan  eller  et  endeligt  Antal  Lag 
af  Planer.  Ethvert  andet  regulsert  Polygonsystem  vil  bedaekke 
Planerne  med  deres  Kanter. 


TILING  TIL  AFHANDLINGEN  OM  MIDDELFEJL 
PAA  V^EDIEN  AF  LIVSFORSIKRINGEE. 

(af  J.  P.  Gram). 


I  min  ovennaevnte  Artikel  har  jeg  S.   101   benyttet  en  Formel 

II,  om  hvilket  er  angivet,  at  den  strengt  taget  kun  er   rigtig,  naar 

■  de   deri  indgaaende  Sterrelser  w  ere  indbyrdes  uafhaengige.     Dette 

sidste   er   imidlertid   i  Almindelighed  ikke  Tilfaeldet,    da  deres  Suni 


*)  (2)  kan  ogsaa  skrives  som  sin  a  .  f  (cos  a). 


185 

er  lig  L,  og  de  desuden  alle  maa  vaere  positive.  Det  samme  gjaelder 
ogsaa  om  den  afledede  Formel  II'.  For  den  Anvendelse,  jeg  har 
gjort  af  Formlen,  faar  denne  Omstaendighed  vel  ingen  Indflydelse, 
da  tfl'erne  blive  tbrsvindende  smaa,  men  jeg  vil  dog,  efterat 
Hr.  Direkter  Bing  har  gjort  mig  opmaerksom  paa,  at  det  ikke  er 
forbunden  med  nogen  saerlig  Vanskelighed  at  finde  den  exakte 
Formel,  som  skal  saettes  i  Stedet  for  II,  vise,  hvorledes  denne  kan 
udledes. 

Jeg  skal  forst  betragte  et  analogt  Exempel  som  umiddelbart 
lader  sig  anvende  paa  det  foreliggende  Tilfaelde. 

En  Urne   antages   at  indeholde  rede,   sorte  og  hvide  Kugler 
Forholdet  xx  :  x2  :  x3;    xx  +  x2  -f-  #3  =  1.      Der    foretages    n 
Udtraek  af  1  Kugle,    hver  Gang  med  Nedlaegning  af  den   udtrukne 
Kugle. 

Den  aprioriske  Sandsynlighed  for  r  rede,  8  sorte  og  t  hvide 
Kugler  er  da  bestemt  ved  det  Led  i  Udviklingen  di  {x1-\-x2-\-xz)n, 
som  indeholder  Exponenterne  r,  s,  t.  Den  tilsvarende  numeriske 
Koefificient  betegnes  for  Kortheds  Skyld  ved  ar8t  og  selve  Leddet  ved 

Arst  =  arst  x\  x\  x**-     (V  +  S+t  =  n). 
Man  har  nu,  idet  xx  -{-  x2  -]-  x3  =  1,  at  2Argt  =  1,  naar  r,  s,  t 
gjennemlebe    alle    mulige    Vaerdier,    som    de    ifalge   Sagens   Natur 
kunne  antage.     Selve  .4'erne  angive  de  relative  Hyppigheder  af  de 
enkelte  mulige  Fordelinger  af  Kuglerne. 

Der  vsere  nu  forelagt  en  lineser  Funktion  af  (x) 

G1X1   +  G2X2  +  ^3^3» 

hvis   Vaerdi    antages   at   vsere   lig   0.      Ssetter  man   i  Stedet  for  de 

f      s  t 

aprioriske  Sandsynligheder  (x)  Forholdene  — ,  —  og  —  faar  Funk- 

n     n  n 

tionen    en    anden    Vaerdi,    hvis   Afvigelse    fra    Normalvaerdien    Nul 

udtrykkes  ved 

Vi  ville  nu  sege  Middelvaerdien  M  af  denne  Sterrelses  Kvadrat, 
idet  r,  s,  t  gjennemlebe  alle  hele  positive  Vaerdier,  for  hvilke  r  -\-  s  -\- 
t  =  n.     Da  2  Arst  =  1 ,  faas  M  ved  simpel  Summation.     Altsaa  er 
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r2  A„*  =  [xi  ~— I  A„<*  o.  s.  v. 


d  \2 


Men  da  Arst  =  ar8t  xrtx\a?„  saa  haves 

lr*  ~  r1  ^7  ^ 

Falgelig  bliver 
Altsaa  er  ogsaa 

=  —  (#1*1  ^-  +  ---)(^1+^2+*s)M_1   (#1*1  +^2*2+^3) 

=  !L^-!-(*i  +  *2  +  *,)*-*  (fl'1*1  +  <?2*2  +  ©,«,)t  +   . 

-i-  (*!   +  *2  +  ^8)n_1  (»!*!  +  G>2  +  «:  *|). 

som,  da  xt  -{- x2 -\- x3  =  1  og  #!#!  -|-  G2x2  +  ^3^3  ===  0, 
reducerer  sig  til 

M~ji-(G\xl-\-G\xa  +  G\xa). 

Udtraekkes  kun  en  enkelt  Kugle  faas  for  n  =  1  Middelfejlskvadratet 

fi'  =  G\xx  +  (?^2  +  G\xt.  (A) 

Det  samme  faas  ogsaa  ved  falgende  Betragtning.     Er  den  ud- 
trukne  Kugle  rod,  bliver  Afvigelsen  fra  Middelvaerdien 

G1(X1    —   1)  +  Gr2X2  +  #3^3  =  —  @1' 

Udtraekkes  en  sort  eller  hvid  Kugle,  faas  henholdsvis  —  G2  og 
—  G3.  Disse  Afvigelsers  Kvadrater,  multiplicerede  hver  med 
Sandsynligheden  for  de  respektive  Tilfaeldes  Indtraeden  give  netop  /*2. 
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Det  er  aabenbart,  at  Formlen  (A)  kan  udvides  ved  Tilfejelse 
af  analoge  Led,  hvis  Urnen  indeholder  flere  Slags  Kugler. 

Anvendelsen  paa  Dadelighedsforhold  er  umiddelbart  indlysende. 
Her  svare  Sandsynlighederne  w^  for,  at  en  #-aarig  Person  skal  da 
om  i  Aar  til  de  ovenanferte  Sandsynligheder  x^  og  i  Stedet  for 
Formel  II'  vil  altsaa  nu  erholdes 

/*«  =  0\w1  +  G>2  +  fl>,  +  . . .  (B) 

som  vil  stemme  desto  bedre  overens  med 

p*  =  G\wt  (1  ~W;])4-6?>2(1  _«,,)  +  ...  II' 

jo  mindre  w'erne  ere.  I  Graensetilfaeldet,  hvor  ttf'erne  betragtes 
som  svarende  til  uendelig  smaa  Tidsintervaller  falde  de  to  Formler 
sammen,  hvilket  viser,  at  Sandsynlighederne  w  da  kunne  betragtes 
som  indbyrdes  uafhsengige. 


NAGRA  ANMARKN1NGAR  RORANDE  KROPPAR 

AF  HOGEE  D1MENSIONEK. 

(af  G.  D.  H.) 


En  (m — l)-dimensionskropp  i  m-dimensionen  representeras  af 
1  eqvation,  en  (m  — 2)-dimensionskropp  i  w-dimensionen  af  2,  o.  s.  v., 
i  allmanhet  en  (m  —  r)-dimensionskropp  af  r,  och*  sal.  punkten  i 
w-dimensionen  af  m  eqvationer.  Denna  sats  kan  man  anse  sasom 
den  analytiska  defmitionen  pa  iw-dimensionen.  Med  gradtalet  af 
(m  -^-r)-dimensionskroppen  forstas  produkten  af  gradtalen  af  de 
representerande  r  eqvationerna. 

En    homogen     eqvation    i    (m  +  1)     variabla    af   n\e    grad 

innehaller 

(n  +  1)  (n  +  2) (n  +  m) 

i termer. 

\m 

Haraf  foljer  omedelbart,   att  en  (m  —  l)-dimensionskropp   af   nte 

grad  i  w-dimensionen  bestemmes  af 

(tt+l)(n  +  2)  ....(n  +  m)  ... 

— i —    1    vilkor.   — 
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Genom  att  anvanda  dualitetsprincipen  kan  man  finna  ett  stort 
antal  satser  om  kroppar  af  hogre  dimensioner.  —  Enligt  denna 
princip  blir  da  i  w-dimensionen : 

O-dim.  kroppen  svarande  mot  (/»  —  l)-dim.  kroppen, 
1-dim.  kroppen        —  —    (m  —  2) -dim.  kroppen, 


r-dim  kroppen  —  —    (m  —  r  —  l)-dim.  kroppen, 

oeh  sal.  antalet  eqvationer  far  r-dim. -kroppen  i  m - dimensionen, 
uttryckte  i  homogena  (m —  l)-dimensions-koordinater1),  =  1  -f-  r 
d.  v.  s.  oberoende  af  m.     Mellanformen  for  ofvergangen  frdn  punkt- 

till  (m  —  l)-dimensions-koordinater  ar      2      f,-  xt-  =  0. 

/=1 

Sammanbindningslinien  mellan  tva  punkter  svarar  dualistiskt 
motskarningen  mellan  tvd  (m  —  l)-dimensionskroppar  af  forsta 
graden.  Denna  skarning  ar  sal.  en  (m  —  2)  -  dimensionskropp  af 
forsta  graden,  o.  s.  v.  Alia  projektiviska  egenskaper  hos  punkter, 
kurvor,  ytor  har  sin  motsvarighet  hos  kroppar  af  (m  —  l)sta, 
(m  —  2)dra,  (m  —  3)die  grad. 


L0SNING  AF  OPGAVE  500,  567  OG  547 


500.  Givet  en  Girkel  og  to  Punkter  P  og  Q.  Gjennem 
Q  skal  drages  en  ret  Linie,  som  skjserer  Girklen  i  X  og 
Y.  saaledes  at  PX~\-  PY=  a  .  XY,  hvor  a  er  et  givet  Tal. 

(G.  Juel). 

Lad  R  betegne  Kordens  Skjseringspunkt   med  Halveringslinien 

af  /_  XPY,  C  den  givne  Girkels  Centrum.     Da  man  har 

PX  ^PY       PX+PY  = 

RX       BY  XY  a* 

vil    en  Girkel,    der   har   sit   Centrum  S  paa  PR   og  gaar  gjennem 

X  og   Yf    dele  Linien  PR   harmonisk   i  Forholdet  a.      Forholdene 
— -  =  b  og  -75-5  =  c  ere  altsaa  ogsaa  bekjendte.      S  (og  dermed 


l)  Motsvarande  linie-plan-koordinater  i  planet  och  rymden  resp. 


189 

Cirklen)    kan    nu    bestemmes   ved    2  geometriske  Steder:    En  Linie 

gjennem  8  parallel    med  XY  skjserer  PQ  i  et  Punkt   T,    der    let 

PQ 

bestemmes,  da    p^,  =  b.      S   ligger    i    en    Cirkel    over    CT  som 

Diameter.  Da  man  endvidere  kjender  Q's  Potens  med  Hensyn  til 
den  segte  Cirkel,  maa  denne  skjaere  en  bekjendt  Cirkel  om  Q 
orthogonalt,  og  Forholdet  mellem  Tangenterne  Ira  S  til  denne 
Cirkel  og  til  Punktet  P  (uendelig  lille  Cirkel)  er  c.  Det  andet 
geometriske  Sted  for  S  er  altsaa  en  Cirkel,  der  let  konstrueres. 

(N.  Madsen). 


567.  Haves  3  Keglesnit  i  et  Bundt  og  drages  fra  et 
labende  Punkt  i  det  ene  en  Tangent  til  hvert  af  de  andre, 
vil  Forbindelseslinien  mellem  Reringspunkterne  indhylles 
af  et  nyt  Keglesnit. 

Det  er  ligegyldigt,  hvilken  Tangent  der  benyttes; 
drages  nemlig  fra  et  vilkaarligt  Punkt  i  Planen  Tangen- 
terne til  2  Keglesnit  i  samme  Plan,  ville  disses  4  fselles 
Tangenter  og  de  4  Forbindelseslinier  mellem  et  Rarings- 
punkt  med  det  ene  og  med  det  andet  Keglesnit  vaere 
8  Tangenter  til  samme  nye  Keglesnit. 

(C.  Juel). 

Laegges  2  af  de  4  faste  Punkter,   hvorigjennem   alle  Bundtets 

Keglesnit    gaa,    i    Cirkelpunkterne ,    saa    de    3   Keglesnit    blive    til 

3  Cirkler  Cl9  C2  og  C3,  kan  Saetningen  bevises  saaledes:  Traekkes 

fra    et   vilkaarligt  Punkt  P  paa  C3    en   Tangent  til   hver   af  de    2 

andre  Cirkler,  og  betegnes  Reringspunkterne  ved  A  og  B,  er  For- 

PA 
holdet  -pjr  konstant.      Kaldes  Cx   og  C2's  Radier  Bx   og  R2,   ere 

de  Korder,  de  afskjaere  paa  AB,  =  2  Bx  sin  PAB  og  2i22  sin  PBA} 

%RtsinPAB       R.     PB 

os  disses  Forhold   _      * — : — r>T>  .  =  -~-  .  777   er    konstant.       Men 
0  2  R2  sin  PBA       R2     PA 

at  Indhyllingskurven  for  en  Linie,  hvoraf  Cx  og  C2  afskjaere  Korder 

med  et  givet  Forhold  Kf    er   et  Keglesnit,    kan   ses    paa    felgende 
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Maade.  Skjaerer  Linien  Cirklerne  i  Punkterne  CXD  og  EXFV 
saaledes  at  CD  =  K .  EF,  og  er  M  et  Punkt  paa  Linien,  bestemt 
saaledes,  at  MD  =  K .  ME  og  MC  =  K .  M F,  vil  den  Vinkelrette 
paa  Linien  i  M  gaa  gjennem  et  fast  Punkt  F,  der  deler  denter- 
linien  i  Forholdet  K.      Da   man   tillige  har  Forholdet  mellem  if  s 

Potenser  med  Hensyn  til  Cl   og  C2  =  M'  MJfl  =  K2,    vil   M 

til  geometrisk  Sted  have  en  Girkel  i  det  ved  Cx  og  C2  bestemte 
Bundt,  og  Linien  altsaa  stadig  vaere  Tangent  til  et  Keglesnit  med 
Braendpunkt  i  F  og  Toppunkter  i  Genterliniens  Skjaeringspunkter 
med  M's  geometriske  Sted.  Det  er  let  at  se,  at  Keglesnittet  maa 
rare  Cl   og  C2's  Faellestangenter. 

(G.  Grone). 

547.      Hvor  mange  forskjellige  Cifre  findes  der  gjen- 
nemsnitlig  i  et  w-cifret  Tal? 

(S.  Hertzsprung). 

Sandsynligheden  for,  at  et  vist  Giffer  ikke  findes  i  det  w-cifrede 

/9V 
Tal,  er   1  —  1   ,    og   altsaa    for,    at    det    findes    der    een    eller  flere 

/  9  W 
Gange:    1  —  1  —  1    ;  af  de   10m  existerende  m-cifrede  Tal  vil  altsaa 

10w  —  9m  indeholde  dette  Giffer.  Men  da  dette  gjaelder  almindelig. 
faas  heraf  Middelantallet  af  forskjellige  Gifre  i  Tallet  at  vaere: 


-l-£J 


am 
.  10=  10  -  - 


10m-r 


Exempelvis  bliver  for  m  =  2,  3,  4,  5,  10,  100,  oo  henholdsvis 
G  =  1.9,    2.71,  3.439,  4.0951,  6.513215599,  9.99973454,   10. 

0nskes  den  samme  Opgave  lest,  idet  kun  de  i  snsevrere  For- 
stand  m-cifrede  Tal  betragtes.  saa  at  altsaa  alle  saadanne,  hvis 
farste  Giffer  er  0,  bortfalde,  saa  faas  Middelantallet  G'm  at  vaere 
Gm—\  plus  Sandsynligheden  for,  at  et  af  Tallene  1 ,  2,  3  ...  9 
ikke  forekommer  i  de  m  —  1    sidste  Gifre   men    derimod  som  det 

1       /  9 \ w~ 1 
farste  o*-  9  .  —  .  (  — 1         .     Man  finder  felgelig: 
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(q  \  m — 1  qm 

JL       _  10  -  — —  =  omy 
10/  \0m~* 

noget,    som   ievrigt   ogsaa  er  umiddelbart   indlysende,    idet   alle   de 

10  Cifre  ere  lige  sandsynlige   og  maa  indgaa  paa  samme  Maade  i 

de   10m  m-cifrede  Tal. 

(P.  Vedel). 

Anden  Oplesning. 

Der   findes   9  .  10m""1  w-cifrede  Tal.      Indeholde  ap  af  disse 
p  forskjellige  Cifre,  bliver  det  segte  Gjennemsnitsantal 
a1  +2a2  +3a3  +  . .  .  9a9       #        A 


9  .  10m-1  9  .  10m_1 

Lad    nu    et    af    de  m-cifrede  Tal,    som   indeholder  p   forskjellige 

Cifre,  vsere 

aab  .  .  .  r. 

Idet   man   da   bagved  Tallet  tilfejer  et  af  de  p  Cifre,  som  findes  i 

Tallet,  faar  man  felgende  p  (n  -f-  l)-cifrede  Tal 

aab  .  .  .  ra 

aab  .  .  .  rb 

m 

aab  .  .  .  rr, 
og   baerer   man    sig    lige   saadan    ad   med  alle  de  0vrige  /H-cifrede 
Tal,  faar  man  herved  en  Rsekke  Tal,  hvis  Antal  er  A. 

A  kan  altsaa  bestemmes  som  Antallet  af  alle  de  (n  -f-  l)-cifrede 
Tal,  hvis  sidste  Cififer  findes  mindst  2  Gange  i  Tallet,  og  idet  B 
er  Antallet  af  (n  +  l)-eifrede  Tal,  hvis  sidste  Ciffer  kun  findes  en 
Gang  i  Tallet,  bliver 

A+  B=  9  .  10m. 
For  at  bestemme  B,   tages   ferst   de  Tal,    hvis   sidste  Cififer   er   0. 
Antallet  af  disse  er  9m.     Antallet  af  de  Tal,  hvis  sidste  Ciffer  er  1 
(eller  2,  3  .  .)  er  9m  -  9W~1,  saa  at 

B  =  9m  +  9  (9W  -  9W_1)  =  9m+x ; 

felgelig  bliver  A  =  9  .  10m  -#  9m+1; 

A  10m  -  9W 


det  segte  Gjennemsnitsantal  er  da 


9  .  10m_1  10m_1 

(A.  S.  Bang). 
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Anm.  Skjent  begge  de  meddelte  Lesninger  have  fort  til  det 
rigtige  Resultat,  vil  det  dog  ikke  vaere  overflodigt  at  antyde,  hvorledes 
Opgaven  loses  ved  den  af  Opgavestilleren  angivne  almindelige 
Methode,  som  findes  udviklet  i  Tidsskriftets  Aargang  1886,  S.  154. 

Der  er  af  w-cifrede  Tal,  som  skrives  med 
hejst  p       Gifre   1 ,  2  .  .  .  p        ,    et  Antal  af  .  . .  pm, 

p—  1 2.../>-l      - -  (p—  iyv 

altsaa 

med Gifret  1  og  indtil  (p—  1)  andre,  pm  ,—  {p -  1)M=  Vpm, 

1 (p— 1) (P-  Dm-  (p-»m— F(p-ir, 

altsaa 

med  Gifrene  1  og  2  og  indtil  (p— 2)  andre,  Fpm— F(p— l)m=F2  .pm 

osv.  osv. ; 

med  p  bestemte  Gifre,  som  skulle  fmdes  i  alle  Tallene,  V* .  pm, 

og  med  p  forskjellige  vilkaarlig  valgte  blandt  n  Cifre: 

np  V*.pm  =  np  (pm  -  px  (p  -  l)m  +  p2  (p  -  2)m  +  •  •  •). 
hvor  i%i  og  j?t-  betegne  Binomialkoefficienter. 

Beregningen  af  den  segte  Middelvaerdi  frembyder  herefter  ingen 
Vanskelighed. 

,      (J.  P.  G.) 


OPGAVE  TIL  L0SNING. 


568.     Hvilken  Tvaersum  har  et  w-cifret  Tal  gjennemsnitlig? 

(A.  S.  Bang). 
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OM  UNIKUESALKURVOR  AF  SM  KLASSEN.1) 

(af  g.  d.  h.). 


Hvarje  tmikursalkurva  utmarkes  derigenom,  att  dess  koordinater 
kunna  uttryckas  som  rationela  algebraiska  funktioner  af  en  variabel 
parameter,  vare  sig  man  anvander  punkt-  eller  linie-koordinater. 

Om  till  en  unikursalkurva,  uttryckt  i  liniekoordinater  efter 
parametermetoden, 

£,  =  /",•(»»),     »— 1,  2,  3.  (1) 

tangenter  dragas  if  ran  en  punkt, 

«ifi+*ifi+*8f»— °.  (*) 

«rhallas  koordinaterna  for  dessa  tangenter  genom  elimination  af  ft- 

mellan  de  4  eqvationerna  (1)  och  (2),  losning  af  eliminationsresultatet 

<*ifi  W  +  a2f2  (m)  +  asf3  (m)  =  0 

a   afseende   pa   m    och  insattning  af  de  funna  w-vardena  i  (1).   — 

Unikursalkurvans    klass    ar    saledes    lika    med    det   hogsta   gradtal 

{lat  vare  n),  i  hvilket  m  ingar  i  eqvationerna  (1). 

Koordinaterna  for  de  gemensamma  tangenterna  till  en  kurva 

F(£1J2J3)  =  0,  (3) 

•och    den    gifna    unikursalkurvan    (1)    fas    pji    analogt    satt    genom 

elimination  af  ft-,  upplosning  af  eqvationen 

^,W,AW,AW]  =  o  (4) 

i  afseende  pa  m,  samt  insattning  i  eqvationssystemet  (1).  Ar 
-eqvationen  (3)  af  graden  r,  fay  harigenom  de  nr  gemensamma 
tangenterna- 

Alldenstund  de  tre  expressionerna  fj(m)  iiro  algebraiska  rationela 
funktioner  af  parametern  m,  kan  unikursalkurvan  tfinkas  alstrad  af 
en  tangent,  som  ror  sig  kontinuerligt.  Finnes  en  dubbeltangent 
hos  unikursalkurvan,  sa  maste  de  tva  olika  parametervardena  for 
denna    tangent  ge  samma  varde  pa  tangentens  liniekoordinater  och 

saledes  ock  pa  forhallandeiia 


fi  f. 


£.'  h' 


*)  Med  anslutning  till  Lektor  Johansons  afhandling:  Xagra  tillampningar 
af  det  Abelska  teoremet  a  unicursala  kurvor,  som  ega  en  dubbelpunkt 
eller  en  spets.     GSteborg  18*5. 

tlcekke  V.     Aarganf  6.  «.> 
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Betecknar  man  med  p  och  q  de  tvenne  varden  pa  parameteni 
m,  som  motsvara  dubbeltangenten,  fas 

fi(p)  _  AM.  _  UpI  _ ,  «v 

fx(3)         A  (2)         A  (2)  (> 

Lat  nu  kurvorna  (1)  och  (3)  vara  af  resp.  w'te  och  r'te  klass. 

De  gemensamma   tangenterna    fas    genom   losnmg  i  afseende  pa  w 

af    eqvation    (4),    hvilken    ar    af    graden    nr.      Lat   rotterna  vara 

ml9    m2,    m3   .  .  .  mnr,    och    eqvation    (4)    kan   skrifvas    under 

foljande  form 

(m  —  m^  {m  —  m2)  (w  —  m3) .  .  .  (m  —  mHr)  =  0.        (6) 

Haraf  inses,  att  produkten: 

nr 

77  (p  —  m,)  kan  skrifvas:  F[fx(p),  f2(p),  f3(p}], 
i=l 

nr 

och  produkten  77  {q  —  m^:  F[f1(q),  f2(q),  fs(q)l 

i=l 
och  saledes 

%  />-"**__  Fif^pi  f2(P),  f3{pn 

i=l  q-Wi       F[fx(q),  f2{q\   f3(qy\' 
men    alldenstund    eqvationen    (3)    ar    homogen   och    relationen  (5} 

galler,  fas 

nr    p  —  m; 

77 %  _  ^. 

Denna  vigtiga  eqvation  innehaller  Abelska  teoremet,  tillampadt 
pa  unikursala  n\e  klass  kurvor. 


Tillampning  af  det  Abelska  teoremet  pa  unikursal- 
kurvor  af  tredje  klass. 

De  3  slag  af  Cs ,  som  finnas,  utmarkas  af  foljande  Pluckerska 
karakterer : 


p 

V 

d 

X 

T 

I 

p 

1)     3 

3 

0 

1 

0 

1 

0 

2)     4 

3 

0 

3 

1 

0 

0 

3)     6 

3 

0 

9 

0 

0 

1. 

Endast   de   tva   forra    kunna    sasom   unikursala  har  komma  i 
fraga  till  behandling.     Vi  begynna  med  2) 
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C\  med  dubbeltangent. 

Vi  sarskilja  tvenne  fall: 

1)  Dubbeltangentens  kontaktspunkter  aro  reela,  p  och  q  reela. 

2)  Dubbeltangentens  kontaktspunkter  imaginara,  p  och  q 
konj.  qvant. 

I  forra  fallet  bestar  kurvan  af  en  sluten  gren  med  en  reel 
spets  och  en  reel  dubbeltangent,  i  senare  fallet  af  en  sluten  gren. 
med  3  reela  spetsar  och  en  dubbeltangent,  som  icke  rakar  kurvan 
i  nagon  reel  punkt. 

For    tangenternas    parametervarden    fran   en   godtycklig   punkt 

till  C\  galler  enligt  Abels  teorem  -relationen 

mx  — p    m2  — p    m3  —  p 

mx  —  q    m2  —  q    m3  —  q 

Vi  skrifva  [mt]  [m2]  [m3]  =  c. 

Man  bevisar  latt  indirekt,  att  satsens  omvandning  galler:  Om 
parametervardena  for  tre.  tangenter  aro  forbundna  genom  ofvan- 
stdende  relation,  ga  dessa  tangenter  genom  en  punkt. 

For  att  tangenten  skall  vara  spetstangent  fordras  m1==m2=m3^ 
kallas  spetstangentens  parametervarde  k>  fas 

'k-pV_c 
\k  —  ql 

Haraf  3  i-varden.     Angaende  deras  realitet,  se  nedan. 

Sattes  k  =  oo  fas  c  =-  1 ,  och  da  vi  i  det  foljande  utga  fran 
en  af  spetsarne  med  parametervardet  =  oc,  satta  vi  hadan  efter 
konstanten  =   1. 

De  tre  spetstangenterna  ga  genom  en  punkt. 

Bevis:    De   tre   spetstangenternas    parametervarden   erhallas  ur 

(k—P\*       « 
eqvationen  I- —I  =  1. 

La*t  rotterna  vara  kXf  k2,  k3.     Da  fas 

K-V  _  j    k2  -  P  =  e~T   ks  -P  =  e~Tt 
kx  —  q  }  k2  —  q  '  k3  —  q 

De  satisfiera  ofvan  anforda  vilkor 

K  -  P  .  k2  -  P   ks  -  P  =  j 
ki  —  2    k2  —  9  ks  —  9. 
och  tangenterna  ga  sal.  genom  en  punkt.     h.  s.  b. 

13* 
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1  Lektor  Johansons  afhandling  bevises  foljande  sats:  Om 

m  —  Af* 


m  —  Ae 


-tt 


BeV\ 


sa  ar  m  reelt  eller  imagin&rt,  allt  eftersom  B  ar  lika  eller  ^  1. 

Men  anvandning  af  denna  sats  finnes  latt,  att  da  p  och  q 
aro  reela,  endast  en  af  spetstangenterna  ar  reel,  deremot  alia  tre 
spetstangenterna  reela,  om  p  och  q  aro  imaginara. 

Fran  en  punkt  pa  kurvan  kan  utom  tangenten  i  punkten 
dragas  annu  en  tangent,  da  kurvans  klass  ar  3  och  tangenten  i 
punkten  raknas  dubbel. 

Betecknas  parametervardet  for  tangenten  i  punkten  i  fraga 
med  a  och  parametervardet  for  den  andra  tangenten  fran  punkten 
med  ($,  ar  enl.  Abels  teorem 

w»  [fi]  =  l. 

Mot  ett  a-varde  svarar  ett  /?-varde  (kurvan  af  klassen  3). 

Mott  ett  /?-varde  svarar  tva  a-varden  (kurvan  skares  af  tan- 
genten  i  tva  punkter  utom  kontaktspunkten :  kurvans  ordning  =  4). 

Vi  vilja  undersoka  realiteten  af  de  a-varden,  som  svara  mot 
-ett  visst  /?-varde. 

1)  p  och  q  reela. 

M2  [fi]  =  l 


a- q       - y I 


^Uer  "       r  —  +-  ii$        2 


Nar  ft  ligger  mellan  p  och  q,  d.  v.  s,  nar  /J-tangenten  tan- 
gerar  i  en  punkt  utanfor  dubbeltangentens  kontaktspunkter  (obs. 
parametern  i  spetsen  =  oo),  blir  a-vardena  imaginara.  Tangenten 
i  sadana  punkter  skar  ej  kurvan  i  nagon  reel  punkt.  Af  var 
erhallna  formel  foljer  ock,  att,  da  ft  ej  ligger  mellan  p  och  q, 
d.  v.  s.  da  tangentens  kontaktspunkt  ligger  innanfor  dubbeltangentens 
kontaktspunkter,  tangenten  traffar  kurvan'  i  annu  tva  reela  punkter. 

I  detta  fall  ar  det  ena  vardet  a  braket 

a  —  p 

positivt,  det  andra  negativt,  d.  v.  s.  det  ena  a-vardet  ligger  mellan 
p  och  q,  det  andra  icke.      Af  de   tva   reela  punkter,  i  hvilka  tan- 
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genten    traffar    kurvan,    ligger    den    ena    utanfor    dubbeitangentens 
kontaktspunkter,  den  andra  mellan  dem. 

,2)  p  och  q  imaginara  konjugatqvantiteter. 
Genom  insatlningen 

p  =  Ae*   q  =  AT*, 
8  —  A  cos  9  .  —  A  sin  # 


fit  +^2  -  2fi A  cos  &        T        /J2+^*-2/8^cas# 
fas  efter  nagra  enkla  reduktioner 


A 


a  —  Aem         ,     y>  —  y>±  . 


hv-¥)' 


e 

Alldenstund  modylen  —  1,  aro  bada  vardena  reela.    Tangenten 

skar  sal.  kurvan  alltid  i  tva  reela  punkter  utom  kontaktspunkterna. 

Vi  vilja  nu  behandla  problemet:   Tangenten  i  en  gifven  punkt 

pa    kurvan    dragas.      I    den    eller   de  punkter,    i  hvilka  tangenten 

skar  kurvan,  dragas  tangenterna  etc. 

Fragas    efter    de    konsekutiva    tangenternas    parametervarden* 
1)  p  och  q  imaginara. 

[a]*  [/?]  —  1. 

S&tt  (I  =  el*,  f4s  [a]*  —  «-*•»,  hvaraf 

v  I      *p\  • 

[a1]  =  rT*,  [a,]  — «V ""2/* . 

Utga  vi  nu  fran  spetstangenten  der  [/?]=  1  eller  #>  =  0,  fas  ax  =  e 

a  2  =  eF*,   den  ena  af  de  tva  punkterna,    i   hvilka   tangenten   skar 

kurvan  ar  spetsen ,  den  andra  har  q>  =  n.      Tager  man  nu  denna 

3  n 

tangent  till  utgangspunkt  far  q>  vardena  —  n  och  — .     Man  finner 

sal.  foljande  tabell  f5r  successiva  varden  a  <p~ 

0 
1 

n 
1 


3  n 

2  2 


5  n  7  3 

—  n       •  —  —  n  —  n  etc. 

4  4  4  4 
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och    analoga    skemata    om    man    utgar    frdn    nagon    af    de  andra 
spetstangenterna. 

2)  p  .och  q  reela. 

[a2]  [fl]  =  1. 
Om  vi  utga  fran  den  enda  reela  spetsen,  der  [/?]  =1   fas  [ax]  =  1 
[oe^]  ==  —  1 ;    i   ena   fallet  aterkommer  man  till  spetsen,    i  andra 
fallet    kommer  man   till  en  kontaktspunkt  utanfor  dubbeltangentens 
kontaktspunkter,  fran  hvilken  man  sal.  ej  kommer  vidare. 

Antages  deremot,  att  vi  utga  fr&n  nagon  annan  kand  tangent, 
hvars  parametervarde  md  vara  t,  fas 

r     i  {      r     i  l 


Frdn  det  senare  parametervardet  komma  vi  ej  vidare,  men  utgar 
man  fran  det  forra  parameter.vardet,  finner  man  pa  samma  satt  som 
nyss  tvd  kontaktspunkter.     Skema  for  [a]-varden: 

t 


1 

VT 

1 
~V7 

vt 

-Vt 

i 

8 

Vt 

l 

8 

n 

( 

man  Pinner,  narmer  sig 

4.VT. 

Vt 

i 

8          *     * 

Vt 

.  indefinit   1 

-  4.  _  .V. 

]f 

1 

8 

M 

.  .  indefinit 

-  i. 

etc. 


och 


saledes  narmar  man  sig  genom  upprepad  tangentdragning  dels  den 
reela  spetsen.  dels  en  punkt  utanfar  dubbeltangentens  kontaktspunkter. 
Vi  ofverga  nu  till 

C]  med  inflexion, 

det  granslage,  hvartill  C3  med  dubbel tangent  narmar  sig  deri- 
genom  att  dubbeltanjreuten  blir  inflexionstangent  och  den  utanfor 
dubbeltangentens  kontaktspunkter  liggande  delen  af  kurvan  ffirsvinner. 
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Da    dubbeltangenten    ofverg&r   till   inflexionstangent   modilieras 
Abels  teorem  pa  foljande  salt: 

i=nr  m,-  —  p 

n    -i -  =  c. 

i  =  l    *•  -  2 

Vid  inflexionstangenten  blir  p  =  y.     Sattes  j>  =  (^  -(-  e  (e  en  oand- 

ligt  liten  qvantitet),  fas 

nr  tm  —  a  —  £  nr    /  ,       \ 

17  — — - =  n    1  -  — —  —  r, 

eller  da  man  tar  logaritmen  for  bada  membra: 


nr 


S  log 
1 

Nu  ar  om  x  <.  1 

log  (1  —  a?) 


1 


»»t  -  2J 


=  Zfl<7  .  £. 


x         x2        x* 


•     •     • 


1  2  3 

=  &><7  c,  eller  vid  ofvergang  till  limes 


.^8  log  (l  -— — )  =  -  -'-Is— —--4-  « 


nr  1  c 

S     =  A:,  savida <  1,   d.  v.  s.  ej  m^  -=  7. 

,=1   Mi  -  p  m{-  q 

Teoremet  galler  ej  for  sjelfva  inflexionstangenten. 

For   att   tangenten  fran  en  viss  punkt  skall  vara  gpelstangent, 

maste  tre  parametervarden  vara  lika.     An  tag  detta  varde  a,  fax 

3 

=  k,  sal.  en  reel  spets.     Om  man  utgar  fran  gpetawi  rncd 

parameterrardet  =  00.    blir  k  =  0.    och   man    kari    akrifVa    Abels 

teorem  tillampadt  pa  6', 

1 
-T  -  -        -  —  0. 
1  md—p 

Om  man  i  en  punkt  pa  kurvan  L'i^ger  en  Undent  med  pa;  a* 

meterrardet    a.    traffar   derma   tar^ent    kurv*:,    i    en    pji.kl.  /.ram 

tangent    mo^rarar    p^rame^erv^.-'if-i    /l       M*r.,*f.    a    'y;,'j    ,5  g-*„^r 

relationen : 

a  —  />       ^  -  /, 


'*•+ 
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Mot  ett  £-varde  svarar  ett  a-varde  (Tangenten  skar  kurvan  * 
annu  en  punkt:  kurvans  ordning  =  3). 

Genom  upprepad  tangentdragning  narmar  man  .sig  spetsen.. 
Tag  /?  till  utgangspunkt  fas 

1        =  _  JT_       1 
ax  -p~        2   /?  — y 

1  11  (—  1)«       I 


O.  S.  V. 


a2  —  p  2   ax  —  p  22      P  —  p' 

«n—  P  2n       0— *' 

saledes   Km  =  0    eller    a~  =  oo ,    men    detta    var   just 

an-P 

spetsens    parametervarde ,     hvilket    man    saledes    indefmit    narmar 
sig.     h.  s.  b. 


OM  IKKATIONALITETEN  AF  TALLET  e. 

(af  Axel  Thtte)* 


Liouville  var  som  bekjendt  den  forste,  hvem  det  lykkedes  at 
bevise,  at  Grundtallet  i  det  naturlige  Logarithmesystem  ikke  ec 
nogen  rational  Storrelse,  ja  ikke  engang  Rod  i  nogen  Ligning  af 
anden  Grad  med  rationale  Koefficienter. 

I  det  efterfolgende  skal  vi  gjennem  en  Generalisation  af  hans 
Methode  godtgjore,  at  heller  ikke  e*  kan  vaere  Rod  i  nogen  saadau 
Ligning. 

Vi  paastaar  altsaa,  at  der  ikke  kan  existere  nogen  Ligning  at 
Formen 

ae*  +  pe2  +  y  =  0 

eller  ae2  +  ye~<l  =  —  p, 

naar  a,  /?,  y  er  hele  Tal,  positive  eller  negative. 

Var  nemlig  saa  Tilfaeldet,  fik  man: 
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a 


1+T  +  r72  +  ,"  +  (m-  1)! 


2m 


+ 


•-■f+rt— •+<■ 


i) 


m — 1 


2 


w — 1 


+  ( 


m!  J 


(m  — 1)! 

=  -/?. 
1  >  #  >  0.  1  >  A  >  0. 

Alle  de  her  optraedende  Broker  kan  nu  forkortes,  til  ingen  af 
Naevnerne  indeholder  nogen  Faktor  2.  medens  Taellerne  selv  for 
110k  saa  store  Vaerdier  af  m  kan  synke  helt  ned  til  Tallet  2. 

Man   har,    at   den   hajeste   Potens   af  et  Primtal  p,    der  kan-. 

gaa  op  i 

1  .  2  .  3  .  .  .  m 

har  en  Exponent  k,  bestemt  ved  Ligningen: 

*-*(?)+*£)+••• 

Er  p  =  2,  saa  faar  man 

(m\  <  m 


vS*/  =  2X 


£ 


hvor  2^  er  den  hajeste  Potens  af  2,  der  er  mindre  end  m. 
Vi  faar        k  <  m 


L  2   ^   4   ^   8   ^  *  *  * 


eller  k  <  m. 

Taellerne   i   vore   Broker  indeholde   altsaa   Primtallet   2   i   em 
hejere  Potens  end  de  tilsvarende  Naevnere. 

Er  m  =  2n,  bbver 

E 


(?)  -  -. 
;(s)-*-s. 
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eller  k  =  2W  —  1. 

Man  har  folgelig 

%&")  2 

1  .  2  .  3  .  .  .  2W         *  ' 

hvor  h  er  et  helt  Tal. 

Har  nu  a  pg  y  modsat  Tegn,  saetter  man 

m  =  2n  +  1, 

har  de  samme  Tegn,  saettes 

m  =  2n  +  2. 

Koefficienterne  for  £2     og   £~~2     bliver  i  de  to  Tilfaelde  forkortede 
respektive  lig 

4  4 

eller 


P.  (2n+  1)  $.(2M~1  +  1) 

Multiplicerer  man  i  f0rste  Tilfaelde  over  hele  Ligningen  med 
P,  i  andet  med  Q,  saa  faar  man,  ifald  a  og  y  har  modsat  Tegn,  at 

2n  +  1 

uafhaengig  af  n  skal  vaere  et  helt  Tal  eller  0,  og  ifald  a  og  ft  har 
samme  Tegn,  at 

iaeW  +  lye-^ 
2«-l  +  ! 

skal  vaere  lig  et  helt  Tal  eller  Nul. 

Da  n  kan  vaelges  saa  stor,  man  vil,  kan  ovenstaaende  ikke 
finde  Sted;  herved  er  Satsen  bevist. 

Ovenstaaende  Raisonnement  kan  ogsaa  anvendes  paa  andre 
Starrelsesudtryk.  Man  vil  saaledes  til  Exempel  kunne  bevise, 
at  baade 


sin2 


(i)  og  cos2(i) 


er  irrationale,  naar  x  er  et  vilkaarligt  helt  Tal. 
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BE1LERKNINGER  OVER  LIGNINGEN 

(af  Alf.  Guldberg). 


I  Tidsskriftets  Aargang  1881  er  f0lgende  Opgave  stillet,  (Nr.  452) : 
at  finde  det  almindelige  Integral  i  Differentialligningen : 


d2y 
dx2 

_1 

naar  y  = 

xlx 

er 

et 

partikulaert 

i  samme. 

Setter  man 

e*  ■ 

—  t, 

saa  faas 

y  = 

-  xlt, 

dx     x  t   +  *• 


t^-m*      m     _«. 


d2y  '  dx2       \d±l      ,    „  \dx)         ~  *         1 


dx2  t2  '  t  t 

Ligningen  gaar  altsaa  over  i  felgende: 

dH^  _      /dt\2  d^  _     _ 

dx2  \dxl  dx  ' 

der  er  en  homogen  Differentialligning  af  2den  Orden.     Ssetter  man 

derfor 

x  =  «*,    t  =  e*.z, 

dt  dz 

faaS  dx  =  d&  +  Z> 

d2t  _£  ld2z        dz 

dx~2  =  e       te  +  d&\ 

dt         d2t 
Indsaettes  disse  Vaerdier  for  x,  t,  3-  og  -y-r,   gaar  Ligningen  over 

ax        ax* 

i  felgende: 

hvor  e     kan  bortdivideres. 
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SeetteS  videre 


dz  ,  .d2z       du  du 

erholdes  felgende  Ligning: 

du    ,  •    i      • 

zu  —  +  us  —  u2  +  #*  —  2?  =  (X 
as 

Substitueres  u  ==  ay, 

altsaa  3-  =  2?  -~  +  y, 

dz  dz        * 


erholdes     z2y  \z  -~  -\-  y\  -f-  z2y  —  s2y 

dy 
eller  z2y  -f-  -\-  zy  -\-  z  —  1=0, 


-f-  z*  —  z  =  0, 


der  ogsaa  kan  skrives: 

dy    ,     1  1  —  z 

en  Ligning,  der  fremgaar  som  et  specielt  Tilfelde  af  felgende: 

hvor  P  og  Q  ere  bvilkesomhelst  Funktioner  af  0.  Denne  Ligning- 
er  i  sin  Tid  underssgt  og  lest  af  Abel  i  et  Par  specielle  Tilfelde, 
(dr.  Abel:  Oeuvres  completes,  tome  II). 

Geometrisk  betragtet,  fremstiller  den  Ligningen  for  en  Kurve, 
hris  Subnormal  er  en  linear  Funktion  af  dens  Ordinal  (y)  med 
Funktioner  af  Abscissen  til  Koefficienter. 

Vi  vil  se  lidt  paa  den  abnindebge  Ligning 

^2  +  ^-* 

ligningen  er  i  denne  Form  i  folgende  to  Tilfelde  integrabel. 

1.    Xaar  P  og  Q  er  bomogene  Funktioner,  respektrte  af  Gradea 

n  —  1 

— - —  og  «;  Ligningen  er  nemlig  i  saa  Fald  serf  homogen. 

Setter  vi        y  =  jcr,  »•  rfy  =  jrc/r  +  «*£** 
saa  faas  r*  (jrrfr  +  r*W  -*-  vl1^***™  Oi 

n-fl 

P*   :   —Q 
hvor  y  [r\  =  — - —  - 
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Ved  Separation  af  de  Variable  og  Reduktion  til  Kvadratur  erholdes : 


f t^ 

J  vn+l  . 


***+'     --+v(,)-° 


som  Lasning  af  Ligningen. 

2.     Naar   Q  =  m  .  P,   m  en   vilkaarlig  Konstant.      Skrives 

Ligningen : 

n+1 

-      Q 


"JM* 


P .  =  o, 


saa  antager  den  ved  Reduktion  til  Kvadratur  felgende  Form: 

Pdx  =  0. 

m 

I  flere  end  de  to  naevnte  Tilfaelde  kan  Ligningen  i  sin  fulde 
Almindelighed  ikke  integreres.  Partikulaere  Integraler  kan  derimod 
paa  forskjellig  Vis,  med  stgrre  eller  mindre  Lethed  findes.  At  et 
almindeligt  Integral  ikke  algebraisk  kan  udtrykkes  ved  de  parti- 
kulaere  i  en  Ligning  af  ovenstaaende  Form  er  imidlertid  vist  af 
L.  Konigsberger. 

Til  Slutning  et  Par  Tilfeelde,  hvor  partikulaere  Integraler 
ligetil  fremgaar  af  Ligningen;  vi  saetter  for  Simpelheds  Skyld  n  =  1. 
Ligningen  lyder  altsaa: 

I  Tilfaelde  af,  at 

Q  =  x  -  jpdx, 

vil  y  =  Q 

vaere   et   partikulaert   Integral,    idet    Ligningen   i    saa   Fald   tilfreds- 

stilles  ved  at  ^saette  y  =  Q. 

Ligeledes  vil  y  =  P 

vaere  et  Integral,  hvis  felgende  Betingelse  finder  Sted  mellem  Pog  Q: 


\P  =  2  e~**  j  j£*  Qdx  +  C\. 


-Man    kunde   paa    lignende  Maade  finde  en  Raekke  partikulaere  Inte- 
graler  i  Ligningen;    Frem.stillirigeri    af  di.sse    vil    specielt    have   .sin 
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Betydning,  naar  Ligningen  er  fremkommen  som  i  ovenfor  anfarte 
Exempel  ved  Reduktion  af  en  homogen  Differentialligning  af  2den 
Orden;  thi  man  kan  derved  atter  opnaa  et  Integral  i  Grundligningen. 


EXAMENSOPGAVER. 


Polyteknisk  Examen.    Januar  1889. 

K  e  m  i  k  e  r  e. 

Ligningen    for    en  Kurve  i  retvinklede  Koordinater  x  og  y  til- 
fredsstiller  Differentialligningen 

(ix2y2  +  x*  —  y4)  (-£  =  Ixy3. 

Man  skal  finde  Kurvens  Ligning  baade  i  retvinklede  og  i  polaere 
Koordinater,  naar  Kurven  skal  gaa  gjennem  Punktet  x  =  0t 
y  =  —  1.  Endvidere  seges  Kurvens  Figur  og  Arealet  af  dens 
lukkede  Del. 

Opl.     Dififerentialligningen  er  homogen  og  vil,    naar  den  inte- 
greres  paa  saedvanlig  Maade,  give 

y(x2  +  y2)  =  x2  —  y2. 
Ligningen  i  polaere  Koordinater  er 

cos  2# 

f  = 

sin  & 
Kurven  er  symmetrisk  med  Hensyn  til  Y-Axen;  Begyndelsespunktet 
er  et  et  Dobbeltpunkt  med  Tangenterne 

y  =  ±x. 
Fra  Dobbeltpunktet  udgaa  over  X-Axen  to  Grene  med  Asymptoten 

Under  X-Axen  udskyder  der  fra  Begyndelsespunktet  et  lukket  Blad 
med  Arealet 


1_  /       cos2  2ft 
2    /         sin2  & 


rfft  =  ^^ 
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Ingenierer. 

1 .  Find  x,  y,  z  som  Funktioner  af  t  af  Differentialligningerne 

dz  .  .     ^  , 

Opl.  Den  ferste  Ligning  differentieres.  Ved  at  kombinere 
Resultatet  med  de  to  andre  faas  da 

d2x        dx        „  n  t    .    A 

Denne   Differentialligning   har    det   partikulaere   Integral   x  =   —  t. 
Man  finder  da  let  det  fuldstaendige 

x=-t  +  C1e*t  +  C2e-t. 

Subtraktion  af  de  to  farste  givne  Differentialligninger  giver 

x  —  y  =  C3  e~l, 
y=  -t  +  C^  +  iCt  -C^e-K 
z  kan  nu  findes  uden  Integration: 

*  —  —  *  J-  c\**  -  rac,  -  c8)  «-*. 

2.  En  Konoide  frembririges  af  en  ret  Linie,  som  i  et  ret- 
vinklet  Koordinatsystem  bevaeger  sig  parallel!  raed  #y-Plarien, 
skjaerende  Linien 

ar  =  J?,  y  =  0, 
og  rerende  Kuglen       x2  -~-  y1  —  z2  =  R2. 

Man  skal 

1)  finde  Konoidens  Ligning. 

2j  vise,  at  Reriugskurveri  mellem  Konoiden  og  Kuglen  projj- 
ceres  paa  xy-Planen  som  to  ^arnmeLfaideride  Cirkler.  pa-a  zzA*Wuwi 
som  to  sammenfal  deride  Parabler. 

3j  finde  Volume*  af  det  iLOei.for  KugJer;  Jl^geride  &.?kk'; 
af  Raringskurven*  projicerer.'ie  Cy'L'.der  paa  xy-Vjiii&i.  'Integra- 
tioneri  lettes  ved  Irjdf<*re!se  af  po'«rre  Koorc-.\fcter  i  xy-Pjarjer.,'. 

Opl.     Fremiirif-ger***  h'/jr:.'::/&r  ere: 

z  =*  y.    y  =  a  x  —  H  . 
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Betingelsen  for  dens  Raring  med  Kuglen  er: 

Fladens  Ligning  faas,    naar  man  mellem  disse  tre  Ligninger  elimi- 
nerer  a  og  y: 

(x-R)2(R2  -z2)  =  z2y2. 
Raringskurvens  Projektioner  ere: 

{x2  +  y2  -  Rx)2  =  0, 

(z2  +  Rx  -  R2)2  =  0. 

Det  sagte  Volumen  er: 

~*     ~Bcos& 
4     d&  /Vi?2  _r2.rdr  =  (y-y)i?3. 

3.  En  tung  Partikel  kan  uden  Modstand  bevaege  sig  indeni 
et  uendelig  snaevert  og  uendelig  langt  retlinet  Rer.  Raret  drejer 
sig  med  konstant  Vinkelhastighed  k  i  en  lodret  Plan  om  et  af  sine 
Punkter.  Ved  Bevaegelsens  Begyndelse  er  Reret  vandret,  og  Par- 
tiklen  er  i  Hvile  i  Afstanden  a  fra  Rarets  faste  Punkt.  Rorets 
farste  Bevaegelse  er  saadan,  at  Partiklen  synker.  Man  skal  finde 
Partiklens  Sted  til  en  hvilkensomhelst  Tid. 

0 

Opl.     Akcelerationens  Komposant  i  Retning  af  radius  vector  er 

d2r 

-—  __  k2r  =  g  sin  kt. 

iSe  Kinematik  Opg.  26). 

Denne  Differentialligning  har  til  partikulaert  Integral 

~  2^  dn  kL 
Det  fuldstaendige  Integral  er  da 

r  —  -  -^  sin  H  +  C.  ekt  +  C2  e~u. 
%k2  1 

dr 
Konstanterne  bestemmes  ved,  at  t  =  0  skal  give  r  =  a,  —  =  0: 

(Jvv 


Adgangsexamen  til  polyteknisk  Laereanstalt.    Juni  1889. 

1.     a)  To  Trekanter  ABC  og  AB'O   samt    en   ret    Linie  L 
ere  tegnede  i  samme  Plan  saaledes,   at  AB  er  parallel  med  A'B'. 
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Man  skal  finde  to  Punkter  D  og  D1  saaledes,  at  D  lfgger  paa  L, 
og  saaledes,  at  DA,  DB,  DC  ere  parallele  med  henholdsvis 
BA',  D'B,  D'C. 

b)  To  Cirkler  med  Radius  a  og  b  ere  afsatte  paa  Tegnepapiret. 
Parallelt  med  Gentrilinien  skal  man  trsekke  en  Linie,  af  hvilken  Cirk- 
lerne  afskjaere  Korder  med  givet  Forhold.  Mellem  hvilke  Grsenser 
maa  Kordernes  Forhold  ligge,  for  at  Opgaven  skal  vsere  mulig? 

Oplesning.  «a)  Naar  man  gjennem  B  og  A  tegner  Linier 
BC  og  AC"  parallele  med  BC  og  AC,  saa  er  Figuren  ACBD 
ligedannet  med  Figuren  ACBD.  Punktet  D  kommer  da  til  at 
ligge  paa  Linien  CC".     Derved  kan  Opgaven  let  l0ses. 

b)  Den  ene  Girkel  forskydes  parallelt  med  Gentrilinien,  til  den 
bliver  koncentrisk  med  den  anden.  Man  vil  da  let  kunne  tegne 
•en  Figur,  som  er  ligedannet  med  den,  der  dannes  af  de  nu  oven 
paa  hinanden  liggende  Korder  og  Radierne  til  deres  Skjaeringspunkter 
med  Girklerne.  Derved  vil  Opgaven  i  det  vsesentlige  vaere  lest.  — 
Antages  a  <C  fe,  maa  Kordernes  Forhold  f  tilfredsstille  Betingelsen 

—  <f<oo. 
a  = 

2.  a)  I  en  spidsvinklet  Trekant  ABC  er  indskrevet  en  Tre- 
kant  A1B1C1  saaledes,  at  Alt  Bl7  CY  henholdsvis  ligge  paa 
Siderne  AB}  BC,  CAf  og  at  Siderne  A1Blf  B1C1,  C1A1  hen- 
holdsvis ere  vinkelrette  paa  ABf  BC,  CA.  Find  Siderne  i 
A1B1C1  udtrykte  ved  Siderne  a,  b,  c  i  ABC. 
b)  I  en  spidsvinklet  Trekant  ere  Siderne 

a,  b,  c, 
deres  modstaaende  Vinkler  henholdsvis 

A,  B,  C, 
Man  tegner  en  ny  Trekant  med  Sider 

a  cos  A,    b  cos  B,    c  cos  C. 
Vis,  hvorledes  disse  Siders  modstaaende  Vinkler  kunne  udtrykkes,  den 
ferste  alene  ved  A,  den  anden  alene  ved  B,  og  den  tredie  alene  ved  C 

Oplesning.     a)  Af  en  Figur  faas: 

a  b  c 


at        b{        cx 

Raekke  V.    Aargang  6.  <i 


(i) 
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a  =  -r-1^  +  «i  «*  &  (2) 

sw  B         x 

Af  (2)  kan  cx  bortskaffes  ved  Hjselp  af  (1).     Da  faas: 

c  sin  C  -f-  a  cos  C  .  sin  B 


1  a  sin  B  sin  C 

c2  -\-  ab  cos  C 

1  "       ab  sin  C 

4T 


al  =  a 


*  a2  +  b2  +  c2 
Analoge  Udtryk  for  de  andre  Sider. 
b)  Den  overfor  a  cos  A  liggende  Vinkel  kaldes  cr;  da  er 

b2  cos2  B  +  c2  cos2  C  —  a2  cos2  A 


cos  a  = 

2  be  cos  B  cos  C 

sin2  B  cos2  B  +  sin2  C  cos2  C  —  cos2  A  sin2  A 

cos  a  = — : — - — ; — — — — J 

2  sin  B  sxn  C  cos  B  cos  C 

sin2  2B  +  sin2  2C  —  sin2  %A 

COS  CL  i 

ZsinZBsinZC 

Naar  man  her  bortskaffer  A,  faas  ved  Reduktion: 

cos  a  =  —  cos  2  (B  +  C)  -=  —  cos  2  A,  a  =  180°  —  2  A 
Analoge  Udtryk    for   de    andre  Vinkler.     —    Resultatet    kan    ogsaa 
faas  af  en  Figur;    thi   hvis   man  forbinder  Hojdernes  Fodpunkter  i 
den  Trekant,    hvis  Sider   ere   a,    b,   c,    da    faas    en   Trekant  med 
Sider  a  cos  A,  b  cos  B,  c  cos  C. 

3.     I   en  Storcirkel  i  en  Kugle  med  Radius  R  =  10,138  er 
indskreven  en  Trekant  med  Vinklerne  ^4=52°  40'  8"  og  5=59°  25'. 
Gjennem  Trekantens  Sider  og  vinkelret  paa  Storcirklens  Plan  laegges 
tre  Planer.     Man  skal  finde  Rumfangene  af  de  fire  Dele,  hvori  disse 
tre  Planer    dele  Kuglen,    og  Arealerne   af  de  fem  Dele,    hvori  Pla- 
nerne  dele   Kuglens   Overflade.      Endelig   sages  Rumfanget    af   det 
tresidede    Prisme,    som    til    Sideflader    har    tre    Tangentplaner   til 
Kuglen   med  Raringspunkter  i  Vinkelspidserne  af  den  ovennaevnte  i 
Storcirklen  indskrevne  Trekant,    medens  Grundfladerne  ere  to  Tan- 
gentplaner til  Kuglen  parallele  med  den  omtalte  Storcirkels  Plan. 
Oplesning.     Hejderne  i  de  tre  Segmenter  ere: 
ht  =  3.9901,    A2  =  4.9799,    h3  =  6.3261. 
Rumfangene  af  Segmenterne  ere: 
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Fx  =  440.54,    F2  =  660.51,    F3  =  1009.47. 
Kuglens  Rumfang  er: 

K=  4364.6. 
Det  mellem  Planerne  liggende  Rum  er 

F4  =  2254.1. 
Kalotternes  Arealer  ere: 

^  =  254.16,    K2=  317.21,    Ks  =  402.96. 
Kuglefladens  Areal  er: 

1291.55. 
De  to  symmetriske  Arealer  blive  hvert  isaer: 

158.61. 
Prismets  Rumfang  er: 

P=  2jB3  tg  Atg  B  tg  C=  11394.2. 
4.     a)    Man   har   givet  Ligningerne   i   retvinklede   Koordinater 
for  en  Parabel 

y2  =  ix, 
og  for  en  ret  Linie 

y  =  x  —  1.- 
Man    skal    finde    Ligningen    for    en    Girkel,    som   rerer   Parablens 
Ledelinie  og  gaar  gjennem  Skjaeringspunkterne  mellem  Parablen  og 
den  givne,   rette  Linie.      Hvorledes    findes    denne  Girkels   to    andre 
(reelle  eller  imaginaere)  Skjaeringspunkter  med  Parablen? 

b)  Hvorledes   beviser   man    (uden  Regning,    ved   Benyttelse   af 
bekjendte    Saetninger),     at    naar    man    tegner    en    Korde    gjennem 

■ 

Braendpunktet    af    en    Parabel    og    over   Korden    som  Diameter   en 
Girkel,  da  vil  denne  Girkel  rere  Parablens  Ledelinie. 

Opl0sning.     a)  Girklens  Ligning  tages  paa  Formen: 
#2  +y2  —  2a#  ~  2iy  +  c  =  0. 
Da  Girklen  skal  rare  Ledelinien,  kan  c  udtrykkes  ved  a  og  ft: 

x2  +y2  —  %ax  —  Zby  +  b2  —  1  —  2a  =  0. 
a    og   ft   bestemmes  ved  at  erindre,    at  Girklen   skal   gaa   gjennem 
Skjaeringspunkterne    mellem    den    rette   Linie   og  Parablen.      Disse 
Skjaeringspunkter  ere: 

x  =  3  +  2  V2",    y  =  2  +  2  V2. 
Man  faar  to  Girkler: 

14* 
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#2  +  y2  —  6#  —  4y  —  3  =  0, 

a2  +  y2  —  22#  +  12y  +13  =  0. 

Ordinaterne    til   Skjaeringspunkterne   mellem   den    ferste   Girkel    og 

Parablen   bestemmes   ved   en  Ligning  af  fjerde  Grad,    i  hvilken  to 

Redder  ere  bekjendte.     De  andre  to  ere. 

y  =  —  2  +  2V—  2,  hvoraf  x  =  —  1  4:2V—  2. 
Paa  lignende  Maade  giver  den  anden  Girkel: 

y= 2  +  2VTI,    tf=15  +  2V!I. 

b)  Naar  man  fra  Kordens  Endepunkter  faelder  vinkelrette 
Linier  paa  Ledelinien,  faas  et  Trapez  med  to  rette  Vinkler.  De 
1io  parallele  Sider  i  dette  ere  lig  med  de  to  Stykker,  hvori  Korden 
•deles  af  Braendpunktet,  og  Midterlinien  er  lig  Girklens  Radius. 
Deraf  folger  Beviset  med  Lethed. 

Almindelig  Forberedelsesexamen  og  4de  Klasses  Hovedexamen. 

Juni  1889. 

Arithmetik. 

1.  A.  udsaetter  9000  Kr.  til  2  pCt.  halvaarlig;  efter  4  Aars 
Forlab  anbringer  han  \  af  det,  som  Kapitalen  er  voxet  til,  til 
2£  pCt.  halvaarlig,  medens  Resten  bliver  staaende  til  2  pCt. 
halvaarlig.  Hvor  meget  vil  A.  kunne  haeve  efter  8  Aars  ForLab? 
Der  forudsaettes  stadig  Rente  og  Rentes  Rente. 

2.  Find  x  af  Ligningen 

Vx  —  a*  +  1x  -  b2  =  a  -  b; 
specielt  antages  a  =  b. 

3.  Hvorledes  bestemmes  de  tocifrede  Tal,  der  have  den 
Egenskab,  at  Forskjellen  mellem  Tallet  og  det  Tal,  der  faas  ved 
Ombytning  af  Gifrene,  er  et  Tal  med  eet  Ciffer?  (dog  ikke  Nul). 

Praktisk   Regning. 

1.  1080  Tdr.  Hvede  ere  kjobte  for  11,21  Kr.  pr.  Td.  og 
saelges  efter  Vaegt.  1  Td.  vejede  ved  Kjebet  215  Pd.,  der  ved  at 
ligge  svandt  If  pCt.  Ved  Salget  vindes  8^  pCt.  paa  Indkjabs- 
prisen.     Find  Salgsprisen  for   100  Pd. 
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Hvis  der  var  indkjebt  det  dobbelte  Antal  Tdr.,  medens  de 
avrige  Forhold  vare  som  ovenfor,  hvilken  blev  da  Salgsprisen? 

2.  En  cylinderformet  Beholder,  hvis  Grundflades  Radius  r  er 
9,7538  Fod,  er  fyldt  til  en  Hejde  h  =  3,4769  Fod  med  Saltvand, 
hvis  Vaegtfylde  er  1,1407  og  som  indeholder  7  pGt.  Salt;  hvor 
mange  Pd.  Salt  er  der  i  Oplosningen?  Hvor  mange  pCt.  Salt  vil 
der  blive,  hvis  der  afdampes  55107,3  Pd.  Vand?  Cylinderens 
Kubikindhold  er  nr2h;  n  =  3,1416.  1  Kubikfod  Vand  vejer 
61,987  Pd.     (Logarithmer  anvendes). 

Geometri. 

1.  I  en  retvinklet .  Trekant  er  Hypotenusen  2  a  og  den  ene* 
Vinkel  30°.  Tre  Cirkler  have  deres  Centrer  i  de  tre  Vinkelspidser 
og  enhver  af  dem  rerer  de  to  andre  udvendig.  Beregn  Radierne 
og  beregn  det  Areal,  der  ligger  imellem  de  tre  Cirkler. 

2.  En  Trekant  skal  konstruere_s ;  man  kjender  den  ene  Sides 
tilsvarende  Hejde  og  Median  og  ved,  at  denne  Side  er  dobbelt  saa 
stor  som  en  af  de  andre  Sider. 

Aim.  Forberedelsesexamen.    Oktober  1889. 

Arithmetik. 

1.  Find  x,  y  og  z  af  Ligningerne 

5  xy  +  7  yz  —  9  xz  =  42 ; 
ixy  —  14  yz  -J-  \%xz  =  0; 
—  3  xy  +  yz  +  7  xz  =  50. 

2.  Find  x  af  Ligningen 

52~*  +  5X+2  =  626. 

Praktisk  Regning. 
1.  A.  skylder  B.  for  520  Kilo  Varer  til  2  Rmk.  20  PL 
pr.  Kilo.  Gjselden  betales  med  Klsede,  der  er  indkjobt  for  15  fr~ 
75  ct.  pr.  Meter,  men  leveres  B.  til  en  Pris,  der  er  5f  pCL 
hajere  end  Indkjabsprisen.  Hvor  mange  danske  Alen  skal  A, 
Jevere?  1  Rmk.  =  100  Pf.  =  88£  0re;  1  fr.  =  100  ct.  =  72  0re; 
1   Meter  =  3|  Fod. 
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2.  En  Metalcylinder  raed  et  indvendigt  hult  Rum  har  Vaegt- 
fylden  1,  medens  Metallets  Vaegtfylde  er  9,275.  Hvor  stort  er  del 
indre  Ram,  naar  for  Cylindren 

h  =  16,615";  r  =  4,124";  n  =  3,1416? 
Cylindrens  Volumen  er  nr*h.     Logarithmer  anvendes. 

Geometri. 

1.  I  en  regulser  Femkant  er  Siden  1'.  Hvor  lang  er  Radius 
til  den  omskrevne  Cirkel,  og  hvor  lang  er  en  af  Diagonalerne? 
Roduddragningerne  foretages  ikke,  men  Resultaterne  skulle  bringes 
til  den  simplest  mulige  Form. 

2.  I  en  regul&r  Femkant  traekkes  to  Diagonaler,  der  skjaere 
hinanden;  bevis,  at  det  storste  Stykke  af  den  ene  Diagonal  er  lig 
Femkantsiden,  og  udled  af  Figuren  (uden  Hjselpelinier)  en  Proportion, 
hvis  Led  ere  en  af  Diagonalerne  og  dens  Stykker. 

3.  En  retvinklet  Trekant  skal  konstrueres,  idet  Hajden  paa 
Hypotenusen  og  den  omskrevne  Girkels  Radius  ere  givne. 

De  laerde  Skolers  Afgangsexamen.    Juni  1889. 

Arithmetik. 
1.      F0rst   bevises   f0lgende   Ssetninger,    hvor    p    betegner    et 
Primtal.: 

a)  Starste  faelles  Maal  for  x&  —  1  og  a?n  —  1  (n  positiv,  hel 
og  <  p)  er  x  —  1 . 

b)  Er  a  en  af  Redderne  (Roden   1  undtagen)  i  x?  —  1=0, 

•da  ere 

a,  a2,  aB aP 

alle  Redderne. 

Derpaa  sages  Summen  af  alle  Raddernes  m'te  Potenser  (m 
positiv,  hel). 

Opl.  la)  Soger  man  paa  saedvanlig  Maade  st.  f.  F.,  blive 
Divisorerne  alle  af  samme  Form  som  de  givne  Udtryk,  og  Expo- 
nenterne  blive  netop  de  Divisorer,  som  man  faar,  naar  man  S0ger 
st.  f.  Maal  for  n  og  p.  Da  nu  p  og  n  ere  indbyrdes  primiske, 
raaa  x  —  1  blive  den  sidst  brugte  Divisor. 
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Saetningen  bevises  ogsaa  let  ved  Betragtning  af  de  to  Stor- 
relsers  komplexe  Faktorer. 

b)  Er  a  Rod,  da  er  aP  =  1,  altsaa  ogsaa  cf?  =  1  eller 
(aTjP  =  1,  der  viser,  at  ar  er  Rod.  a,  a2  .  .  .  dP  ere  altsaa 
Redder,  og  man  bar  derved  alle  Radderne,  hvis  de  alle  ere  for- 
skjellige ;  dette  maa  de  v«re,  thi  af  ar  =  a8  vilde  folge  (r  taenkes 
>  s)  ar~~*  —  1=0,  (r  —  s  <C  p),  hvad  der  strider  mod  den 
forste  Saetning. 

For  den  segte  Sum  faarman 

am    .    a2m  +  a3m  + +  apm  =  am  i ^_ 

1  ~am 

Da  nu  amP  =  1,  er  Summen  Nul  i  alle  Tilfaelde,  hvor  ikke 
tillige  am=  1,  o:  i  alle  Tilfaelde,  hvor  m  ikke  er  et  Multiplum 
af  p.  Er  m  et  MuKiplum  af  p,  bliver  ethvert  Led  i  Raekken  lig  1 
og  Summen  derfor  jp, 

2.  I  et  Spil,  hvor  der  traekkes  Radt  eller  Sort,  holder  en 
Spiller  stadig  paa  Sort;  hans  ferste  Indsats  er  1,  og  han  gjer  sin 
Indsats  1  storre,  hver  Gang  han  taber,  1  mindre,  hver  Gang  han 
vinder.  Redt  er  hvert  0jeblik  under  hele  Spillet  kommet  hyppigst, 
og  naar  Spilleren  standser,  er  Radt  kommet  m  Gange,  Sort  n 
Gange  (hvor  m  >  n).  Bevis,  at  Spillerens  Gevinst  eller  Tab  er 
uafhaengig  af  den  Orden,  i  hvilken  de  to  Farver  ere  udtrukne  (dog 
med  den  ovenfor  angivne  Indskraenkning)  og  angiv  Storrelsen  af 
Gevinsten  eller  Tabet. 

Opl.     Har  Spilleren   i   et  Spil   vundet  w,    bliver    hans    naeste 

Indsats  n  —  1,  og  taber  han  denne,  er  Resultatet  af  de  to  Spil  en 

Gevinst   af   1.      Havde   han   i  det  ferste  af  Spillene    tabt    w,    blev 

hans  naeste  Indsats  n  +   1    og,    hvis  han  nu  vinder,    den  samlede 

Gevinst  ogsaa  1.     Da  saaledes   for  to  paa  hinanden  felgende  Spil, 

ved   hvilkc  der   traekkes  en  Gang  redt  og  en  Gang  sort,   Farvernes 

Orden  er  ligegyldig,  maa  den  i  det  hele  taget  vaere  ligegyldig.     Vi 

kunne  derfor  antage,    at   der  forst  traekkes   m  Gange   redt,    derpaa 

n  Gange  Sort;  der  tabes  da 

.    .    ~    ,    ~  m  (m  4-  1) 

1  +2  +  3.  ,.m=         n 
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og  vindes 

.    .  i         •    ~  (2  m  4-  3  —  n)  n 

2 

Gevinsten  er  altsaa 

3  n  —  w  —  (m  —  *)' 


Beregningsopgave. 

1.  En  Person  betaler  i  21  Aar  ved  Begyndelsen  af  hvert 
Aar  en  Sum  x  og  opnaar  derved,  at  han  i  de  felgende  10  Aar, 
ved  Slutningen  af  hvert  Aar,  kan  haeve  1200  Er.  Renten  er 
3f  pCt.  p.  a.     Find  x. 

2.  Bevis,  at  man  for  en  hvilken  som  heist  Trekant  har 

b  —  %aco$C   >a  —  2c«w  J?   .    c  —  2b  cos  A 

a  sinC  csinB  bsin  A 

Op  I.     Udtrykket  omskrives  til 

$inB—2sinAcosC  .  sinA  —  ZsinCcosB  ,  sinC—%sinBcosA 

_♦_ —j—  * 

sin  A  sin  C  sin  CsinB  sin  Bsin  A 

de  to  forste  have  Summen 

sin  *  B  -«»  sin*  A  -  2  sin  A  sin  (B  -f  O        sin*  B  -  sin2  A 
#im  u4  #in  £  siw  0  sin  u4  sw  B  sin  C 

Den  dobbelte  Sum  af  alle  Ire  Udtrrk  er  derfor 

sin*  B  -  sin*  A  -f  sin*  C  —  sin*B  +  sin*  A  -  sin*  C 


sin  A  sin  B  sin  C 


0. 


Geometri. 

1.  To  Cirkler  med  Radierne  B  ogr  r  skjaere  hinanden  under 
Vinklen  r  ^Tangenternes  Yinkel  i  et  af  Skjaeringspunkterne).     Hvor 
stor  er  den  krumme  Overflade.  som  det  Strkke  af  Girkleraes  faelles 
Tangent,   der  ligger  mellem  Rsringspunkterne.   beskriver,   naar  den 
hele  Figur  drejer  sig  en  Gang  rundt  om  Centerlinien? 

2.  Ved  hvilken  Ligning  bestemmes  Remingskoefficienterne  for 
Xorni&lerne  til  de  to  Tangenter,  som  kunne  trskkes  fra  et  givet 
Punkt  til  en  Ellipse,  og  hvilket  blirer  dette  Punkts  geometriske 
Sted,  naar  de  to  Tangenter  skulle  nere  paraUele  med  et  Par 
konjugerede  Diametre? 
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Opl.     Tangentens  Ligning  er 


x  cos  a  +  y  sin  a  =  +  Va2  cos2  a  +  b2  sin2  a, 

der,  naar  (x,  y)  er  et  givet  Punkt,  bestemmer  Retningskoefficienterne- 
for  Normalerne  til  de  to  derfra  dragne  Tangenter  ved 
(y2  __  j2)  tg2  a  +  Zxy  tg  a  +  x2  —  a2  =  0. 

Skulle    de   to    Normaler    vaere    parallele    med    et   Par    konjugerede- 

Diametre,  maa  man  have 

x2  —  a2  b2 

y2  —  b2  a2 

saa  at  det  segte  geometriske  Sted  er  Ellipsen 

a2x2  +ft2y2  =a4  +  i4. ' 

3.  I  en  spidsvinklet  Trekant  deler  en  Hejde  Siden  a  i  Styk- 
kerne  ax  og  a2,  Vinklen  A  i  Ax  og  ^42.  Hvorledes  konstrueres 
Trekanten,  naar  H0jden,  a±  -—  a2  og  ^  —  A2  ere  givne. 

Opl.  Bojes  den  ene  lille  Trekant  om  Hejden,  faar  man  en< 
Trekant,  i  hvilken  man  kjender  Siden  ax  —  a2,  den  modstaaende- 
Vinkel  Ax  —  A2  og  Hejden,  som  let  konstrueres. 


Projektionstegning. 

Fire  lige  store  Kugler  ligge  saaledes,  at  enhver  af  dem  rerer- 
de  tre  andre,  de  tre  hvile  paa  den  vandrette  Plan,  medens  de 
forovrigt  ikke  indtage  nogen  saerlig  simpel  Stiljmg  i  Forhold  tit 
Projektionsplanerne.  Tegn  Projektionerne  og  bestem  den  everste 
Kugles  Raringspunkt  med  en  af  de  Planer,  som  rere  denne  og  to 
andre  af  Kuglerne. 


L0SNING  AF  OPGAVEKNE  413,  567,  552  OG  568.. 


413.    Bestem  den  mest  almindelige  Femkant,  hvis  Dia- 
gonaler   begraense   en   anden  dermed  ligedannet  Femkant. 

(Julius  Petersen). 
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Lad  Femkant  ABCDE  v.ere  ligedannel  med  den  Femkant, 
«om  dannes  af  dens  Diagonaler.  Ere  Femkanterne  ligedannede  i 
sararac  Omlebsretnmg,  ere  5  Tilfelde  mulige,  hvilke  maa  betragtes 
hver  for  sig. 

L     ABCDE ~ 
MNOPQ.    IdelteTil- 
IVelde  er 
£ABQ  = 

£ANQ  =  ait 
siia  at  Firkant  ABNQ 
er    indskrivelig;    man 
I'aar  da  af 
/  MAQ  =  MBN 

0i-0» 
og  at  de  analoge  Ud- 
tryk 
0i-0|-0i- 


af  Z  MQN '—  Z  -WJiJ  falger  j>3  =  ]»,,  saa  at 

J1!  "  J1!  =  7a  =  r+  =  75  —  7; 

endridere  er  Z  BMC  =  at  +  j>,  =  /Js  +  /?S(  altsaa 


saa  at  at  =  a3  =  ag  =  a4  =  a5. 

Heraf  felger  alter,  at  A  ABC  ~  A  BCD  . .  .  ~  A  #^A    hwrtf 

AB=BC        =EA  =  AB+  •  ■  _^  = 
BC       CZ>    "       ^B       "BC  +  .  .  .  ^Zf 
Da  altsaa  saavel  Femkantens  Sider  som  Vinkler  ere  ligeslore, 
er  Femkanten  regular. 

II.    ABCDE  ~  NOPQM. 

Man  faar  af  Z  OiV3f  =  Z  MM  +  Z  BAN 
"l  +  ^+7i=«*  +0i+7i. 
altsaa  ved  de  analoge  Udlrjk 

«i  +  0i  -  «>  +  f,  - ».  +  />•  -  °.  +  /i.  -  «•  +  ft. 

og,    da    ^ff.1,+11,,    blirer  /_NQP—  /1NBA,    saa  at 
Firkant  ABNQ  er  indskrivelig.     Da  er 
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hvorpaa  som  far  bevises,  at  Femkanten  er  regulaer. 
III.    ABCDE  ~  OPQMN. 
Af  Z  MOP=  Z  OCM+  Z  CMO  folger 

0i  +  Yi=0s  +  ?4> 
og  af  dette  og  de  analoge  Udtryk  faar  man 

7i  —  0*  =r2  -Pi  =  y8  -^5  =  ^4  -01  =  7$  - 02=*; 

af  Z  0OJV  =  Z  O0Z>  +  Z  OD<?  felger 

ai  +  0i  =  «8  +  04> 
hvorpaa  udledes 

Ql  —  01   =  «2  —  05  =  a3  -  01  =  a4  -  02  =  a5  —  08  =  S^ 

endvidere  er        Z  J5JfC  =  a2  +  Pi  =  03  -f-  /?5, 
altsaa  /?5  +  y  +  /Js  +  a:  =  fi9  +  /?5, 

y  —  —  x. 
Vi  ville  nu  antage,    at   x   er   positiv.     Den   fjerde  Vinkelspids 
Bx    i  Parallelogrammet  ABCBX    vil   da   falde   i   Trekanten   CPD. 
Skjaerer  en  Parallel  med  BM  gjennem  Bx  Linien  PN  i  J52,   maa 
dette  Punkt  falde  i  Forlaengelsen  af  PN,  idet 

Z  PNO  =  75   er  starre  end  Z  PJ320  =  02, 
hvoraf  atter   felger,    at  BtB2    skjaerer  AC  i   et  Punkt  Mx    belig- 
gende  i  NC,  og  da  CM1  =  ASf,  folger  heraf 

CN  >  AJf 
Var  x  negativ,  fik  man 

A¥  >  CN. 

BC       sinas    CD      sinai        AB      sina2 

■■■       —  j      *  ■  ■  ■  —  ■  ■      *  —      .  -.  ..   •    •    •  '      *  *      ■  ■  ■■  —  • 

AB      sin  yt'  BC       sin  y2        CA       sin  yb 

Multipliceres  disse  Ligninger,  faar  man  ved  lndforelse  af 

sin  a2       BM 

=  —pr,  og  de  analoge 


Nu  er 


sin  yt       AM 
CN     DO     EP     AQ     BM 


=  1. 


AM    BN.    CO     DP     EQ 

Er  x   positiv   eller  negativ,    bliver   imidlertid,    som   bevist,    hver  af 
Brekerne  henholdsvis  storre  eller  mindre  end  1,  hvilket  er  umuligt, 
da  Produktet  af  Brokerne  er  1.     Man  haf  altsaa  x  =  0. 
Heraf  felger  BC  ^  MO  ^  AD,  saa  at 
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MO  BC 

AP       BC  +  AQ' 

og  da  MO  =  PD  og  BC  =  AP,  faar  man- 

AP=  PD  .  AD, 

saa  at  PQ  deler  ./tD  i  Stykker  med   samme  Forhold  som  de  til- 

svarende  Stykker  i  en  regulaer  Femkant.     Heraf  folger,  at  naar  A  ED' 

er   en  Parallelprojektion   af  den    tilsvarende   Trekant   i   en   regulaer 

Femkant,  vil  denne  netop  projiceres  i  Femkanten  ABODE. 

Femkanten   ABODE  er   altsaa   Parallelprojektion    af   en 

regular  Femkant. 

IV.  ABODE  ~  PQMNO. 

Da  Z  0PM =  Z  EAM=  ax+pifm  bliver  Firkant  AEPM 
indskrivelig,  hvoraf  folger 

Som  i  I.  indses  da,  at  Femkanten  er  regulaer. 

V.  ABODE  ~  QMNOP. 

Da  Z  NQM  =  Z  J/-4J5  =  y,  bliver  Firkant  AQNB  ind- 
skrivelig, hvorpaa  som  i  I.  indses,  at  Femkanten  er  regulaer. 

Tilbage  haves  det  Tilfaelde,  at  Femkanterne  ere  ligedannede 
i  mods  at  Omlebsretning,  altsaa 

VI.  ABODE  ~  MQPON. 

Da  Z  ABQ  =  Z  BQN  =  a2,  faar  man  AB  =£  NQ  og 
endvidere 

Z  BAN=  Z  -4N&  saa  at  yx  =  y5.~ 
Heraf  felger  atter  .41?  ^  MP,  og  da  faar  man  af 

Z  JE4P  =  Z  APM,  at  ax  =  a3. 
Nu  bliver  5C  ^=  M),  og,  da  CD  =£  NP,   faar  man   endelig 
DE  =£  OQ. 

Da  /_BAM=  Z.AEB,  er 


45  =  &¥ .  #2?  og  analogt 


CD=C0  .  CE, 

,    ^     BE       MB  „      „     ,  „     , 

hvoraf,   da  77=7  =  -7^77,     og    paa    Grund    af   Femkanternes   Lige- 

dannethed 

CD        OP1 
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MQ       BM 

man  faar  OP  ^  W 

saa  at  BC  z£  MO  :jfc  QP. 

Af  Parallelismen  felger  nu  AP  —  QD  og 

Z  MAP  =  Z  ACB  =  Z  MPA, 
saa  at  AM=MP  og  analogt  QO  =  OD. 

Trekanterne  AMP  og  QOD  ere  da  kongruente,  hvoraf  atter  f0lger 
AC^QO^  DE  og  BD^MP^  AE, 

og,  idet  A  AMP  ~  A  ^JED,  ^  —  ##• 

Man  faar  nu  let 

AB  z£  OP,  CD  :jfc  MQ,  sarat  AB  =  CD. 
Femkanten    er,    som  i  III.,    Parallelprojektion   af  en   regulser 
Femkant,    kuri   at  specielt   to    paa   hinanden    felgende    Sider 
ere  ligestore. 

Den  mest  almindelige  Femkant,  hvis  Diagonaler  begraense 
•en  anden  dermed  ligedannet  Femkant,  er  altsaa  en  Parallelprojektion 
af  en  regulser  Femkant. 

(A.  S.  Bang). 

567  (51 7  bis) 1).  Lad  de  3  Keglesnits  Ligninger  vaere  A=0y  J5=0 

ogaJ.-f-6B=0,  hvorA(x)=    2    aa^ixv  B&)=    ^    ^>ijxi^j\ 

V  =  1,2,3  hj=l,%* 

lad  Aa  betegne  A's  Diskriminant  og  A^  B's,  samt,  idet  f1?  f2>  £3 

an    a12    ais    Si 

®\2      ^22      ^23      ^2 
#13      #28      #33      *3 

fi     fi     &     o 

'Og  /?  den  tilsvarende  Funkfion  for  J5;  da  ville  Reringspunkterne  for 
Tangenterne  fra  et  Purikt  (y)  til  Keglesnittet  A  have  Tangentligningen 
<a.A(y)  =  Aa.  (f  x  yj  +^2^2  +  f  3  ^/s)2  °8  Raringspunkterne  for 
Tangeriterne  fra  {y)  til  j8  have  Ligningen 

fi  .  B{y)  =  4,  (f !  yi  +  £f y,  +  f,  ys)2 ; 

•disse  Ligninger  findes  ved  at  udtrykke,  at  de  Tangenter,  der  gaa 
igjennem  Skjaeringspunktet  for  Polaren  til  iy)  og  Linien  (f)  og  som 


•betegne  Liniekoordinater ,    a  betyde 


l)  Anden  L0snmg,  jfr.  S.  189. 
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altsaa  have  Liniekoordinater  af  Formen  rjt  -\-A£lf  *)2  4~^2>  *7s  ~\~^zr 
hvor  (tj)  er  Polaren,  falde  sammen,  eller  hvad  der  er  det  samme, 
at  den  Ligning,  man  faar  til  Bestemmelse  af  A,  naar  q  -(-  IS  ind- 
ssettes  for  f  i  a  eller  /?,  har  lige  Redder;  af  disse  to  Ligninger  i 
Forening  med  aA{y)  -\-bB(y)  =  0  udledes,  at  Linier,  der  gaa 
gjennem  et  Punkt  af  hver  af  disse  Par  Fteringspunkter,  tilfredsstille 
Ligningen  b  .  aA^  -{-  a(i .  Aa  =  0,  hvorved  Ssetningen  er  bevist. 
Havde  man  for  Punktparrene  sat  dobbeltrerende  Keglesnit 
a.A(y)  =  nAa{Ziyx  +f2y2  +f8y3)2 

og  P.B{y)  =  vAhtfiyx+l;ty2+^rs)\ 

u 

saa  var  man,   hvis  Forholdet  —  var  konstant,   kommen  til  en  lig- 

nende  Saetning;  ju  og  v  ville  her  vaere  visse  absolute  Invarianter; 
Betydningen  af  jll  f.  Ex.  vil  vaere,  at  /*'s  Vaerdi  bestemmer  Dobbelt- 
forholdet  mellem  de  4  Punkter,  hvori  en  vilkaarlig  Linie  gjennem 
(y)  skjaerer  (A)  og  dets  dobbeltrerende  Keglesnit;  hvis  f.  Ex.  dette 
og  det  tilsvarende  Forhold  ved  (B)  ere  lige  store,  ville  de  to  Kegle- 
snit, der  bestemmes  ved  ovenstaaende  Ligninger,  have  Faelles- 
tangenter,  der  berere  Keglesnittet  b  .  a  .  Ab  +  a  .  /?  .  Aa  =  0. 

(E.  G.  Valentiner). 

552.     At  konstruere  en  Trekant  afenVinkel,  Suramen 
af  de  indesluttende  Sider  og  Hejden  paa  den  tredie. 

(S.  A.  Christensen). 

Afsaettes  den  givne  Vinkels  Toppunkt  A  og  den  Linie,  hvorpaa 
den  modstaaende  Side  BC  ligger,  og  drejes  Linien  den  bekjendte 
Vinkel  A  om  Punktet,  kommer  den  i  Stillingen  Bx  Cx ,  hvor  Bx 
ligger  i  Forlsengelsen  af  AC.  Lad  0  vaere  Skjaeringspunkt  mellem 
BC  og  B1C1.  Afstanden  fra  A  til  Midtpunktet  D  af  BXC  er  da 
lig  den  halve  givne  Sum,  og  D  er  altsaa  Skjaeringspunkt  mellem 
en  bekjendt  Girkel  om  A  og  den  Hyperbel,  der  indeholder  Midt- 
punkterne  af  de  Stykker,  Linierne  OB  og  OBt  afskjaere  paa  Linier 
gjennem  A.  Denne  Hyperbel  har  Toppunkterne  0  og  Af  Asymp- 
toter  parallele  med  OB  og  OBv  For  at  bestemme  D  seges 
Skjaeringspunktet  Dx  mellem  en  Asymptote  og  en  Linie  gjennem 
D  vinkelret  paa  Axen  OA.     Skjaerer  denne  Axen  i  P,  har  man 
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AD\  =  AD*  +  PD\  -PD2=AD2-fi2, 
hvor  b  er  Hyperblens  anden  Halvaxe.     D±  og  D  bestemmes  altsaa 
let,  og  den  sogte  Trekant  kan  da  tegnes. 

Den  bekjendte  Opgave:  Gjennem  et  Punkt  af  en  given  Vinkels 
Halveringslinie  at  dr,age  en  Linie,  hvoraf  Vinklens  Ben  (L  og  My 
afskjaere  et  givet  Stykke,  leses  paa  en  b'gnende  Maade.  Drejes 
nemlig  L  180°  om  Punktet  hen  i  Stillingen  Ll9  vil  Midtpunktet 
af  det  Stykke,  der  afskjaeres  mellem  Lx  og  M,  have  en  bekjendt 
Afstand  fra  det  givne  Punkt.  (N.  Mad  sen). 


568.  Hvilken  Tversum  har  et  m-cifret  Tal  gjennem- 
snitlig?  (A.  S.  Bang). 

Antallet  af  existerende  m-cifrede  Tal  er  10m— 1  .  9.  Det 
laengst  tilvenstre  staaende  Ziflfer  i  Tallene  antager  efterhaanden  alle 
Vaerdier  fra  1  ...  9,  hvis  Sum  er  45,  og  Summen  af  de  laengst 
tilvenstre  staaende  Gifre  i  alle  m-cifrede  Tal  bliver  altsaa  10m— 1  .  45. 
De  paa  naeste  Plads  staaende  Gifre  gjennemlobe  alle  Vaerdier  fra 
0  ...  9,  hvis  Sum  atter  er  45,  og  Summen  af  de  paa  denne  Plads 
staaende  Gifre  i  alle  m-cifrede  Tal  er  10m— 2  .  9  .  45,  ligeledes  de 
paa  3die  Plads  staaende  Gifre  o.  s.  v.  (m  —  1)  Gange. 

Summen  (s)  af  alle  m-cifrede  Tals  Tversum: 
s  =  45. lO™-1  (1  +  (m  —  1)  10—1  .  9)    og    den    gjennemsnitlige 
Tversum  (S) 

fl-45,io^i(i+(m"i)ir1-9)-1^- 

9  .  lO1*-1  2 

Ex.    m=  1,  2,  3,  4  o.  s.  v.  give  S=  5,  9.5,  14,  18.5  o.  s.  v. 

(A.  Vedel). 


LITEEATUE. 


Poul  la  Cour:  Historisk  Mathematik.  Kjebenhavn. 
1888,  P.  G.  Philipsens  Forlag. 

Det  er  mig  kjaert  at  kunne  udtale  mig  om  denne  Bog,  og  jeg 
maa  da  ferst  bringe  Forfatteren  en  Tak  for  det  store  Arbejde,  som 
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han  har  nedlagt  deri.  Der  er  imidlertid  en  Mangel  ved  Bogen, 
som  den  ikke  kan  andet  end  lide  under,  den  har  villet  give  for 
meget  paa  en  Gang.  Forfatteren  vil  nemlig  samtidig  give  en 
Haandbog  for  Laerere  og  for  Elever. 

Det,  at  den  tager  Sigte  paa  Elever  uden  Foruddannelse  i 
Mathematik,  gj0r,  at  det  betydelige  historiske  Stof  overvaelder  det 
mathematiske  Stof,  som  dog  for  Eleven  maa  vaere  det  vigtigste. 
Det  vil  let  gaa  Eleven  saaledes,  at  hans  Viden  bliver  for  usikker, 
saa  det  vil  vaere  uhyre  vanskeligt  at  anvende  Saetningerne  paa 
Opgaver,  hvor  det  dog  kommer  an  paa,  at  han  kan  Saetningerne 
korrekt  og  gjennem  den  exakte  Bevisferelse  faar  en  fuldstaendig 
Forstaaelse  af  Saetningernes  Betydning.  Eleven  vil  let  fristes  til  at 
f0lge  den  famlende  Vej  i  Anvendelsen  og  deraf  folgende  ukorrekte 
Bevisferelse,  som  er  nedvendig,  naar  han  skal  laere  Mathematiken 
ad  historisk  Vej,  hvor  de  famlende  Forsog  ere  meget  vigtige, 
maaske  de  vigtigste. 

Det,  som  Forfatteren  omtaler,  at  lade  Eleven  laere  noget  af 
'Opfinderens  Glaede,  er  baade  meget  smukt  og  tiltalende,  men  er 
for  den  dygtige  Laerer  ikke  noget  nyt.  Desuden  synes  mig  Bogen 
ikke  ret  at  faa  dette  frem,  thi  Indholdet  maa  naermest  gjennemgaas 
som  Foredrag,  da  der  ikke  kan  vaere  Tale  om  at  paalaegge  Eleven 
den  Udgift  at  anskaffe  en  saa  kostbar  Bog  foruden  de  saedvanlige 
Laerebeger,  og  da  vil  let  Eleven  nejes  med  at  vaere  den  modtagende 
og  ikke  den  ydende.  Dette  kan  godt  opnaas  gjennem  de  saed- 
vanlige Laerebeger,  det  vil  vist  nemlig  vaere  gaaet  de  fleste  Laerere 
saaledes,  at  de  ved  simplere  Saetninger  selv  lade  Eleverne  finde 
dem  og  udvikle  dem,  hvor  Tiden  tillader  det;  desuden  have  Ele- 
verne ogsaa  denne  Glaede  ved  Lesningen  af  Opgaver. 

En  Fordel  vilde  Eleven  naturligvis  have  ved  den  historiske 
Methode,  nemlig  den,  at  han  i  Geometrien  laerer  at  se  paa  en 
Figur,  men  det  kan  ganske  vist  naas  ad  kortere  Vej,  og  jeg  tror  med 
samme  Udbytte  i  Henseende  til  at  give  Eleven  Ihteresse  for  Geo- 
metrien. Naegtes  kan  det  jo  ikke,  at  Prof.  Jul.  Petersens  Plan- 
•geometri  med  al  dens  Fortrinlighed  savner  en  passende  Indledning. 
Det    har    derfor    vaeret  Skik   ved   den  Skole,    hvor   jeg  underviser, 
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forud  at  give  en  Oversigt  over  Hovedformerne  i  Rummet  i  en  Time 
ugentlig,  det  ferste  Aar  efter  Figurer  tilh0rende  Skolen,  jeg  har 
imidlertid  forandret  det  derhen,  at  Eleven  selv  kommer  til  at  eje 
og  lave  disse  Figurer  efter  et  af  mig  udgivet  BHjaelpemiddel  til 
den  ferste  Geometriundervisning,  Plan  I,  II*.  Ved  at  Eleverne  nu  selv 
i  Timerne  sammensaette  disse  Figurer  og  i  en  Stilebog  nedskrive 
Kjendemaerkerne  for  dem  efter,  hvad  de  selv  se,  faa  Eleverne  Interesse 
for  Faget  og  en  Evne  til  at  se,  som  kommer  dem  meget  til  Gode  i 
2den  Klasse,  hvilket  har  vist  sig  derved,  at  jeg  med  Lethed  naar, 
hvad  jeg  tidligere  kun  med  Vanskelighed  naaede  i  den  Klasse. 

Det  kan  ikke  naegtes,  at  jeg  har  stor  Lyst  til  at  faa  Lejlighed 
til  at  gjere  et  Forseg  med  denne  Bog  i  lste  Klasse,  men  jeg 
nserer  kun  ringe  Haab  om  et  heldigt  Udfald  af  et  saadant  Fors0g. 
At  naturligvis  aeldre  Begyndere  kunne  have  mere  Udbytte  deraf, 
skal  jeg  ikke  naegte,  men  ogsaa  hos  dem  tror  jeg,  at  Exaktheden 
vil  mangle,  og  selv  om  man  senere  benyttede  en  almindelig 
Lserebog,  vilde  det  ferst  laerte  vist  sidde  for  godt  fast,  ikke  at  tale 
om,  at  forskjellige  Bevisferelser  vilde  virke  generende,  men  natur- 
ligvis mest  for  Skoleelever. 

Med  Hensyn  til  den  anden  Side  af  Bogen,  nemlig  Bogen 
betragtet  som  Haandbog  for  Lserere,  er  det  meget  heldigt,  at  den 
er  fremkommen.  Det  er  nemlig  saa,  at  mange  Lserere  kun  kjende 
ganske  lidt  til  Mathematikens  Historie,  og  af  Erfaring  ved  jeg, 
hvor  megen  Glaede  Eleverne  have  af  at  erfare  et  og  andet  om 
dette  Punkt,  og  at  der  er  Tid  til  at  give  en  Del  temmelig  fuld- 
stsendige  Oplysninger  derom,  og  lettere  vil  dette  opnaas,  naar  man 
har  en  god  samlet  Fremstilling  som  her.  Vi  Mathematiklaerere  bar 
derfor  vsere  Forfatteren  taknemlige  for  Bogen. 

Dens  ferste  Afsnit  om  Tal  og  Regning  er  noget  sserdeles 
smukt  og  fornojeligt,  kun  maaske  noget  for  udferligt,  og  sikkert  er 
det,  at  det  vil  more  Eleven,  og  at  Lsereren  i  de  tilfejede  Exempler 
vil  have  en  hensigtsmsessig  lille  Samling  Opgaver,  hvorved  han 
kan  preve,  om  Eleven  nu  har  forstaaet  hans  Fortsellinger  og  For- 
klaringer,  og  selv  vil  han  deri  have  en  Vejledning  til  at  oplyse 
det  forklarede  med  passende  Exempler;    men    dog  tror  jeg,    at  det 

Raekke  V.     Aargaug  6.  15 
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er  et  Afsnit,    som    man    bor   gjemme   til   den  mere  modne  Alder, 
for  at  Eleven  kan  faa  det  fulde  Udbytte  deraf. 

I  Laeren  om  Tal  og  Talsystemer  viser  Forfatteren  os,  hvor- 
ledes  Talsystemerne  opbygges  hos  de  forskjellige  af  Oldtidens 
Folkeslag,  og  det  er  paa  dette  Punkt,  at  Vidtleftigheden  og  Uover- 
skueligheden  for  Eleven  fremkommer.  Derpaa  laerer  han  Regninger 
med  hele  Tal  og  Broker,  saerlig  naturligvis  Decimalbreker,  bvis 
Fremstilling  er  anlagt  for  Eleverne  som  i  en  Laerebog. 

I  den  anden  Del,  den  geometriske,  holder  han  sig  til  Grae- 
kerne,  naturligvis  med  en  Indledning  om  iEgypterne  som  det  Folk, 
hvarfra  Graekerne  fik  Begyndelsesgrundene  til  deres  Viden,  og  dette 
indledende  Afsnit  —  indtil  Pythagoras  —  giver  en  Raekke  spredte 
Saetninger  hentede  fra  de  forskjellige  Afsnit  af  Geometrien,  Saet- 
ninger,  som  kunde  v«re  kjendte  uden  noget  egentlig  mathematisk 
*Grundlag,  og  som  rimeligvis  tor  siges  at  vaere  det  ferste  Grundlag 
for  Mathematiken. 

Pythagoras  bliver  nu  den  fiarste  sterre  Personlighed,  der 
fcommer  til  at  beskjaeftige  Historikeren ,  og  Skildringen  af  hans 
Person  og  Betydning  er  af  stor  Interesse,  navnlig  da  saa  meget 
kan  feres  tilbage  til  Pythagoraeerne ,  nemlig  den  pythagoraeiske 
Laeresaetning,  de  regelmaessige  Legemer,  Begyndelsen  til  de  irrationale 
St»rrelser  og  Proportionslaeren,  der  ^ver  Anledning  til  Behandlingen 
af  geometrisk  Regning.  Af  megen  Interesse,  men  liggende  udenfor 
«det  mathematiske  Begyndelsespensum,  er  Afsnittet  om  Perspektiv, 
ligesom  ogsaa  den  samlede  Oversigt  over  Behandlingen  af  Opgaven 
om  Girklens  Kvadratur,  der  sikkert  vil  interessere  Eleverne,  naar 
•de  efter  de  almindelige  Laereboger  naa  saa  vidt.  Det  er  jo  ind- 
lysende,  at  Forfatteren  ikke  kan  felge  den  saedvanlige  Ordning  af 
Stoffet.  Dette  er  en  af  Grundene  til,  at  Bogen  beregnet  paa 
Elever  ikke  er  saa  heldig,  ikke  at  Manglen  ligger  i,  at  Forfatteren 
ikke  folger  Laerebegerne,  men  deri,  at  Eleven  kommer  til  at  mangle 
Overblik  over  Stoffet,  idet  det  springer  saa  vidt  omkring,  hvor 
Eleven  uden  at  vaere  meget  moden  ikke  kan  holde  sammen  paa 
det  laeste. 

Efter    en    glimrende    Udvikling    af    Platons    og    Platonikernes 
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Betydning,  hvor  han  kaster  et  Blik  paa  Keglesnitslaerens  Oprindelser 
gaar  Forfatteren  over  til  Euklid  som  den,  der  afslutter  den 
elementaere  Mathematiks  Udvikling  ved  sine  Elementer,  men  her 
vilde  det  vaere  meget  nyttigt  for  Eleven  og  sikkert  meget  fornejeligt 
tillige,  om  Forfatteren  i  Stedet  for  med  enkelte  Sa&tninger  at  paa- 
vise  Euklids  System  havde  medtaget  farste  Bog  af  Elementerne, 
om  det  end  for  Laereren  kan  vaere  tilstraekkeligt  med  de  enkelte 
Seetninger,  smen  dog  maa  det  erindres,  at  mange  Laerere  ikke  have 
let  Adgang  til  en  Euklidoversaettelse,  navnlig  da  vist  mange  neeppe 
kunne  tilstrsekkeligt  Latin. 

Hermed  afsluttes  Behandlingen  af  Geometrien,  hvorpaa  man  i 
3die  Afsnit  kommer  til  Bogstavregningen. 

I  dette  Afsnit  indferes  Symbolerne  for  den  elementaere  Mather 
matik  og  Regning  med  dem;  men  her  er  Forfatterens  Fremstilling 
ligesom  noget  famlende,  han  nodes  til  at  gaa  noget  uhistorisk 
frem,  ligesom  det  ikke  kan  andet  end  virke  mere  generende  her 
end  i  den  geometriske  Del,  at  Beviserne  erstattes  m.ed  almindelige 
Bemaerkninger.  Det  er  naturligvis  unodvendigt  at  sige,  at  det  er 
Inderne,  som  her  spille  Hovedrollen,  ligesom  ogsaa  i  Ligningernes 
Behandling,  medens  Afsnittet  om  „Kvadrat  og  Kvadratrod"  er 
temmelig  uhistorisk  og  laegger  Hovedvaegten  paa  Bogens  Anvendelse 
for  Elever.  Til  Slutning  tages  Ligninger  af  2den  Grad  efter 
Indernes  Methode,  uden  at  Forfatteren  paa  dette  Sted  naevner 
Graekernes  Lesning. 

Endnu  et  skal  jeg  gjore  et  Par  Bemaerkninger  om,  nemlig 
om  Forfatterens  Forsag  paa  at  rense  Sproget  for  de  latinske, 
tekniske  Udtryk,  som  dog  have  faaet  Indfedsret  i  Sproget.  Allerede 
tidligere  er  et  saadant  Forsag  gjort,  nemlig  af  Dybvad  (omtalt  her 
i  Tidsskriftet  for  1885),  men  at  det  mislykkedes  laa  i,  at  det  kom 
for  tidligt,  og  dette  maa  vel  siges  at  komme  for  sent,  i  det  hele 
ser  jeg  ingen  Ulykke  i,  at  saadanne  tekniske  Udtryk  bibeholdes  i 
den  latinske  Form. 

Som  en  Fortsaettelse  af  dette  Arbejde  vilde  en  Fremstilling  af 

Trigonometrien  have  megen  Interesse,    og    vilde    tillige    efter    den 

nuvaerende  Skoleordning   kunne  have  Mulighed  for  at  komme  frem 
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her,  idet  Astronomiundervisningen  for  den  sproglig  -  historiske  Af- 
deling  savner  et  trigonometrisk  Grundlag,  og  da  den  grseske 
Trigonometri  udvikledes  af  Astronomien,  vilde  en  saadan  Frem- 
stilling  kunne  faa  sin  store  Betydning  for  Undervisningen ,  og  paa 
dette  Felt  synes  jeg,  at  en  Sammenkjaedning  af  de  to  Formaal  at 
skrive  for  Laerer  og  Elev  lettere  maa  kunne  ivaerksaettes. 

S.  A.  Christensen. 

C.  Juel:   Elementerne  af  Infinitesimalregningen.     Kje- 
benhavn  1890.     Andr.  Fred.  East  &  Sons  Forlag.     (120  S.). 

Forfatteren  har  i  dette  lille  Arbejde  villet  give  en  Laerebog  i 
Begyndelsesgrundene  af  Differential-  og  Integralregningen ,  saa  ele- 
mental, at  den  uden  Vanskelighed  kan  laeses  af  Elever  i  de  laerde 
Skolers  everste  Mathematikklasser  og  andre  paa  tilsvarende  Stand- 
punkt.  En  saadan  Laerebog  har  selvfalgelig  ikke  til  Hensigt  at 
give  en  dybere  Indsigt  i  de  forskjellige  Synspunkter,  under  hvilke 
Infinitesimalregningen  kan  betragtes;  derimod  bliver  der  i  fortrinlig 
<irad  at  laegge  Va&gt  paa,  at  der  iagttages  en  passende  Begraensning 
af  jEmnet,  og  at  der  paa  ethvert  Punkt  benyttes  den  simpleste  og 
lettest  tilgaengelige  Fremstilling.  Det  synes  raig,  at  Forfatteren 
gjennemgaaende  har  vaeret  heldig.  Ved  at  indskraenke  sig  til  Be- 
tragtningen  af  saadanne  Funktioner  af  en  enkelt  uafhaengig  variabel, 
som  geometrisk  kunne  fremstilles  ved  kontinuerte  Kurver.  og  ved 
stadig  at  benytte  en  saadan  Fremstilling,  har  han  opnaaet  at  kunne 
medtage  alt  det,  hvorpaa  det  ved  den  farste  Undervisning  kommer 
an,  altsaa  forst  og  fremmest  det  rent  tekniske,  og  dog  levere  en 
indenfor  den  valgte  Begraensning  fuldt  exakt  Fremstilling,  uden  at 
fristes  til  at  lsegge  Skjul  paa  de  Vanskeligheder ,  en  saadan  i  Al- 
mindelighed  medferer.  Bogen  deler  sig  i  tre  Hovedafsnit:  1)  Diffe- 
rentialregning,  2)  Integralregning  og  3)  Raekkeudviklinger ;  det  sidste 
Afenit  er  dog  meget  kortfattet.  —  I  de  to  ferste  medtages  foruden 
selve  Principerne  de  vigtigste  Anvendelser  paa  geometriske  og 
fysiske  Problemer,  uden  at  man  dog  gaar  ud  over  Omraader,  som 
knytte  sig  naer  til,  hvad  der  laeres  i  Elementerne.  I  en  stor 
Maengde  ofte  fortraeflFelig  valgte  Opgaver,  som  ere  vedfejede  de 
enkelte  Stykker,    medtages    der    imidlertid    ikke    saa  lidt  mere  af 
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specielle  Anvendelser.  Der  er  ingen  Tvivl  om,  at  en  Bog  som 
<ien  foreliggende  vil  kunne  gjare  megen  Nytte.  For  Studerende  vil 
den  vaere  en  fortraeffelig  Indledning  til  Orientering  i  Stoffet,  og  for 
de  mange,  som  uden  at  ville  gjore  et  indgaaende  Studium  af 
Mathematiken  som  Videnskab,  kunne  enske  at  tilegne  sig  Grund- 
traekkene  af  Infinitesimalregningen,  vil  den  vaere  sserdeles  passende. 
Dog  kan  jeg  saerlig  med  Hensyn  til  de  sidst  naevnte  ikke  undlade 
at  gjare  en  almindelig  Bemaerkning.  Forf.  har  haft  den  fortraeffelige 
Tanke  at  begynde  Integralregningen  med  et  fra  Fermat  hentet 
Exempel  paa  en  direkte  Bestemmelse  af  et  Integral  ved  Summa- 
tion, hvilken  han  meget  rigtig  selv  fremhaever  som  den  almindeligste 
Fremgangsmaade.  Jeg  kunde  have  ensket,  at  han  var  gaaet  noget 
udferligere  ind  paa  denne  Side  af  Sagen,  paa  dens  Sammenhaeng 
saavel  med  de  i  Elementerne  forekommende  Integrationsmethoder 
som  med  rent  numeriske  Integrationer ,  hvis  simpleste  Former  af 
praktiske  Grunde  burde  have  vaeret  medtagne.  Det  maa  nemlig 
•erindres,  at  for  den  mindre  avede  er  Integration  af  sammensatte 
Udtryk  en  vanskelig  Operation,  og  hvor  det  gjaelder  om  Bestem- 
melsen  af  et  specielt  numerisk  Resultat,  hvad  der  i  Anvendelserne 
i  Praxis  meget  hyppig  vil  vaere  Tilfaeldet,  vil  det  maaske  ofte 
vaere  ham  lettere  at  regne  sig  til  et  tilstraekkelig  tilnaermet  Resultat, 
«nd  at  udvikle  den  exakte  Formel,  selv  om  denne  kan  findes. 
Jo  mere  Eleven  er  udsat  for,  at  de  i  selve  Laerebogen  angivne 
Midler  ikke  ere  ham  tilstraekkelige,  desto  vigtigere  er  det  aabenbart, 
at  han  er  i  Stand  til  at  hjaelpe  sig  ved  en  tilnaermet  Beregning,  og 
denne  kan  jo  ovenikjebet  altid  udferes.  —  Jeg  tror,  at  lidt  storre 
Udferlighed  paa  dette  Punkt  vilde  have  foreget  Bogens  praktiske 
Nytte  i  ikke  ringe  Grad,  men  ogsaa  i  dens  nuvaerende  Skikkelse 
er  det  et  Arbejde,  som  jeg  kun  kan  anbefale  paa  det  bedste. 

J.  P.  Gram. 
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VED  AFSLUTNINGEN. 


Tidsskrift  for  Mathematik,  som  herved  afslutter  sin  Til- 
vaerelse,  har  efter  vore  Forhold  opnaaet  en  ret  anselig  Levetid.  Det 
grundedesi  1 859  af  davaerende  Observator,  Dr.  phil.  Schjellerup  og 
cand.  math.  Gamillo  Tychsen,  senere  Dr.  phil.  og  Direktar  i  Livs- 
forsikringsanstalten,  af  hvilke  dog  den  ferste  allerede  efter  et  Aars 
Forleb  udtraadte  af  Redaktionen.  Tidsskriftet  vandt,  som  man  vil 
se  af  Subskriptionsfortegnelsen  i  lste  Bind,  strax  en  meget  betydelig 
Tilslutning  blandt  aeldre  og  yngre  Mathematikere.  Det  udkom  i 
de  farste  6  Aar  som  Maanedskrift  under  Navn  af  Mathematisk 
Tidsskrift  paa  Karl  Schenbergs  Forlag.  Med  7de  Aargang  be- 
gyndte  en  ny  Raekke,  Tidsskriftet  antog  da  det  Navn,  det  indtil  nu  har 
baaret,  samtidig  overgik  det  til  Otto  Schwartz's  Forlag.  De  avrige 
iEndringer,  der  foretoges  med  Tidsskriftet,  nemlig  at  det  kom  til 
at  udgaa  hveranden  Maaned  med  2  Ark  i  Stedet  for  med  1  Ark 
maanedlig,  samt  at  der  i  Texten  blev  foretaget  en  Adskillelse- 
mellem  den  elementaere  Del  og  den  hejere  Mathematik,  vare  mere 
formelle  end  reelle  Forandringer ;  paa  Tidsskriftets  Karakter  havde 
de  ingen  Indflydelse.  Efter  Afslutningen  af  2den  Raekke  skiftede- 
Tidsskriftet  Redakter,  idet  det  overtoges  af  davaerende  Docent,  Dr. 
H.  G.  Zeuthen,  som  har  forestaaet  Redaktionen  indtil  nu,  for  den 
5te  Raekkes  Vedkommende  i  Forening  med  Dr.  phil.  J.  P.  Gram. 
De  tre  sidste  Raekker  ere  udgivne  paa  E.  Jespersens  Forlag. 

Ved  at  gjenneragaa  de  udkomne  30  Aargange  af  Tidsskriftet 
vil  man  snart  se,  at  det  trods  adskillige  Forskjelligheder  dog  i  det 
hele  og  store  helt  igjennem  baerer  et  ganske  bestemt  ejendommeligt 
Praeg.  Det  indeholder  Bidrag  saavel  af  ganske  elementser  som  af 
rent  videnskabelig  Natur,  men  ligesom  man  —  fraregnet  Examens- 
opgaverne  —  kun  meget  sjelden  vil  finde  Opgaver  eller  Artikler, 
som  henvende  sig  til  Elever,  som  ikke  have  naaet  det  Standpunkt, 
der  nu  betegnes  ved  Aim.  Forberedelsesexamen,  saaledes  er  der 
ogsaa  kun  meget  faa,  hvis  Forstaaelse  kraver  andre  Forudsaetninger 
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end  dem,  som  enhver  polyteknisk  Kandidat  sidder  inde  med. 
Disse  Grsenser  betegne  tilstraekkelig  Tidsskriftets  Karakter.  Det  har 
Tel  ikke  indeholdt  mange  Artikler,  som  have  fert  Videnskaben  i  det 
hele  fremad,  nogle  har  der  dog  vseret,  og  ikke  faa,  som  vilde  have 
vaeret  en  Pryd  ogsaa  for  et  rent  videnskabeligt  Tidsskrift;  men 
desto  flere  Bidrag  har  det  indeholdt,  som  have  vseret  vel  skikkede 
sfil  at  vsekke  Interessen  for  Mathematiken  i  Almindelighed  og  til 
sit  fuldsUendiggjsere  Leesernes  Kundskaber  paa  forskjellige  Omraader. 

Der  er  saerlig  et  enkelt  Felt,  hvor  dette  gjar  sig  gjaeldende. 
iDet  er  den  synthetiske  Geometri,  og  mere  specielt  Konstruktions- 
opgaverne.  Det  er  ret  interessant  at  laegge  Mserke  til,  at  den  farste 
Afhandling,  som  "ndsskriftet  indeholdt,  bar  Titelen:  Den  geo- 
Tiietriske  Analyse  anve'ndt  paa  Konstruktionsopgaver,  af  Adolph 
Steen,  og  at  Resten  af  lste  Hefte  optoges  af  Opgaver  og  Fore- 
spergsler  af  Ludv.  Oppermann,  vedrorende  samme  iEmne.  Og 
fitter  og  atter  er  man  kommen  tilbage  til  dette,  saavel  i  de  sterre 
Artikler  som  i  de  stillede  Opgaver,  og  det  ter  sikkert  haevdes,  at 
intet  andet  Tidsskrift  har  bragt  en  saadan  Raekke  af  smukke  geo- 
metriske  Konstruktionsopgaver  med  tilherende  ofte  meget  elegante 
Lesninger  som  dette.  Overhovedet  have  Opgaverne  i  dette  Tids- 
skrift spillet  en  betydelig  Rolle,  og  det  maa  fremhseves,  at  den 
allersterste  Del  af  disse  Opgaver  ere  originale,  mange  af  dem 
virkelig  interessante,  kun  meget  faa  baere  Trivialitetens  Prseg. 

Tidsskriftet  afspejler,  paa  Opgavernes  som  paa  andre  Omraader, 
ganske  godt  den  Udvikling,  som  i  den  Tid,  det  har  bestaaet,  er 
foregaaet  her  i  Landet  med  Hensyn  til  det  mathematiske  Studium. 
Man  ser  denne  Udvikling  paa  Examensopgaverne,  og  man  ser  den 
paa  de  indsendte  Artikler.  Alle  nulevende  danske  Mathematikere 
have  dette  Tidssbrift  at  takke,  fordi  det  har  baaret  deres  ferste 
spsede  Forseg  ud  i  Verden  paa  et  Tidspunkt,  da  de  vanskelig 
kunde  have  fomdet  Plads  i  noget  af  de  starre  Tidsskrifter  i  Ud- 
landet.  Tidsskriftet  har  derved  tillige  haft  en  opdragende  Betydning, 
som  ikke  ber  undervurderes.  Isser  i  de  senere  Aar  have  ogsaa 
ikke  faa  svenske  og  norske,  sserlig  af  de  yngre  Mathematikere, 
givet  Bidrag  til   deft,    men  i  Hovedsagen   maa  det  ellers  siges,    at 
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det  er  en  bestemt  lille  Kreds  af  danske  Mathematikere,  som  have 
baaret  Tidsskriftet  oppe,  saa  at  sige  fra  Begyndelsen  til  Slutningen. 
Dette  har  vaeret  dets  Styrke,  men  ogsaa  dets  Svaghed. 

Det  kan  nemlig  ikke  vaere  andet,  end  at  enhver  videnskabelig- 
Forfatter,  efterhaanden  som  hans  Udvikling  skrider  frem,  uvilkaarligr 
kommer  til  at  stille  sterre  Fordringer  til  sine  egne  Publikationer. 
Det  er  dog  ikke  blot  for  at  belaere  andre,  ban  skriver,  men  ligesaa 
meget  for  at  tilfredsstille  en  vis  personlig  Trang,  og  en  aeldre- 
Kandidat  vil  neppe  fele  sig  opfordret  til  at  offentliggjore  saadanne- 
Meddelelser,  som  han  som  ung  Student  har  vaeret  meget  glad  ved 
at  fremseette.  Det  er  derfor  ret  naturligt,  at  den  Ungdommelighed, 
som  fra  ferst  af  udmaerkede  en  stor  Del  af  de  indsendte  Artiklen 
og  som  ofte  i  haj  Grad  bidrog  til  at  gjere  dem  tiltraekkende,  efter- 
haanden har  veget  Pladsen  for  en  mere  videnskabelig  Form,  der 
samtidig  stillede  strengere  Fordringer,  saavel  til  Laesere  som  For- 
fattere.  Og  denne  Tendens  har  atter  skadet  selve  Tidsskriftetr 
for  saa  vidt  som  en  Del  af  de  yngre  Kraefter  have  ment  at 
burde  falge  i  samme  Spor,  medens  andre  have  holdt  sig  for  meget 
tilbage,  og  Tilgangen  af  passende  Bidrag  derved  i  det  hele  tagei 
har  vaeret  saa  begraenset.  at  det  til  sine  Tider  har  vaeret  vanskeligt 
at  skaffe  det  fornedne  Stof  tilveje. 

Paa  dette  Forhold  har  det  ikke  vaeret  muligt  at  raade  Bod 
uden  at  bryde  med  Traditionen.  Hvor  meget  Redaktionen  end  maa 
beklage,  at  et  Tidsskrift,  der  har  gjort  saa  megen  Nytte  som  detter 
skal  gaa  ind,  saa  er  det  dog  efterhaanden  bleven  klart,  at  dette 
vilde  vaere  det  fornuftigste  for  at  give  yngre  Kraefter  Lejlighed  til 
at  forsege  at  rekonstruere  det  paa  en  ny  Basis.  Til  denne  Be- 
stemmelse  bidrog  yderligere  den  Omstaendighed,  at  der  efter  Ind- 
forelsen  af  almindelig  Forberedelsesexamen  er  kommen  et  storl 
Publikum  af  Laerere  rundt  om  i  Landet ,  for  hvem .  det  nuvaerende 
Tidsskrift  ikke  vilde  passe.  Da  der  allerede  i  nogle  Aar  har  be- 
staaet  et  elementaert  Tidsskrift,  som  saerlig  segte  sine  Laesere  i 
disse  Kredse,  laa  det  naer  at  sege  dette  udviklet  saaledes,  at  det 
ogsaa  kunde  med  (age  den  hajere  Undervisning  i  sit  Program. 
Det  er  dette  Forsog,  som  nu  vil  blive  gjort  med  „Nyt  Tidsskrift 
for  Mathematik",  som  fra  1890  vil  udkomme  under  Redaktion  af 
d'Hrr.  cand.  mag.  G.  T.  Foldberg  og  Dr.  phil.  G.  Juel,  og  vi  onske 
vore  yngre  Kolleger  meget  Held  med  dette  Foretagende,  som  vi 
opfordre  det  gamle  Tidsskrifts  Venner  til  at  stette  efter  Evne. 

Vi  skulle  til  Slutning  bringe  en  varm  Tak  til  alle  dem,  der 
i  den  forlabne  Tid  have  stottet  dette  Tidsskrift,  til  Laeserne,  som 
trofast  have  fulgt  det  igjennem  Tidernes  Lob,  og  til  alle  de  Med- 
arbejdere  i  Ind-  og  Udland,  som  ved  deres  Arbejder  have  bidraget 
til  at  grundlaegge  og  befaeste  dets  Anseelse. 

Kjobenhavn  i  Dcbr.  1889. 

Redaktionen. 


Fra  Nytaar  1890  vil  der  under  Redaktion  af  cand.  mag. 
P.  T.  Foldberg  og  dr.  phil.  C.  Juel  udgaa  et 

„Nyt  Tidsskrift  for  Mathematik", 

der  vil  blive  inddelt  i  to  Afdelinger.  Afdeling  A  vil  vaere  en 
Fortsrettelsc  af  »Maanedsskrift  for  den  elementoere  Mathematik « 
og  vil  blive  redigeret  ganske  i  samme  Stil  som  dette,  medens 
Afdeling  B  vil  tjene  den  hojere  mathematiske  Undervisning 
og  ved  Siden  deraf  som  det  tidligere  »  Tidsskrift  for  Mathematik« 
bringe  mindre  Afhandlinger  fra  den  hojere  Mathematiks  Om- 
raade  af  aeldre  og  yngere  Forfattere.  Afdeling  A  udgaar  med 
to  Numre  Kvartalet  i  alt  10  Ark  om  Aaret,  Afdeling  B  med 
et  Nummer  Kvartalet  i  alt  6  Ark  om  Aaret.  Hver  Afdeling 
danner  et  Hele  for  sig. 

Der  kan  abonneres  paa  Afdeling  A  alene  eller  paa  hele 
Tidsskriftet ,  men  ikke  paa  B  alene.  Abonnement  tegnes  klin 
paa  Posthusene  i  Skandinavien  eller  direkte  hos  Redaktionen, 
Gammeltoftsgade  10 ,  Kjobenhavn  K.,  da  Tidsskriftet  ikke  vil 
komme  i  Boghandelen;  man  bedes  derved  udtrykkelig  bestille 
enten  »Nyt  Tidsskrift  for  Mathematik«  eller  »Nyt  Tidsskrift 
for  Mathematik  Afdeling  A«. 

Abonnementsprisen  for  »Nyt  Tidsskrift  for  Mathematik« 
er  5l«  Kr.  pr.  Aargang,  for  »Nyt  Tidsskrift  for  Mathematik 
Afd.  A«  3  Kr.  pr.  Aargang.  Hertil  kommer  ved  Abonnement 
paa  Posthusene  Postgebyrerne,  der  i  Kjobenhavn  ere  henholdsvis 
28  0re  og  16  0re,  i  det  ovrige  Danmark  50  0re  og  28  0re, 
i  Sverig-Norge  55  0re  og  30  0re.  Ved  direkte  Abonnement 
beregnes  Forsendelsesomkostningerne  til  10  0re;  dette  kan 
kun  tegnes,  naar  samtidig  Belobet  henholdsvis  5  Kr.  60  0re 
eller  3  Kr.   10  0re  indsendes. 

De  forste  Numre  af  begge  Afdelinger  ville  udkomme  i 
Januar  1890.  Bidrag  hertil,  af  elementaert  Indhold  til  Afd. 
As  Nr.  1,  fra  den  hojere  Mathematiks  Omraade  til  Afdeling 
B's  Nr.  1  bedes  indsendte  til  Redaktionen  eller  til  en  af 
Redaktorerne,  af  hvilke  dr.  phil.  C.  Juel  bor  Reventlo\vsgade 
10,  Kjobenhavn  V.,  cand.  mag.  P.  T.  Foldberg  Gammeltofts- 
gade 10,  Kjobenhavn  K. 

Provenumre   tilsendes  efter  Rekvisition  i  Lobet  af  Januar. 
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